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Рассматривается информационный аспект совместной задачи фильтрации, интерполяции и экстраполяции стохастических про-
цессов по непрерывно-дискретным наблюдениям с фиксированной памятью. Исследуется структура количества информации. 

 
В связи с тем что задача оценивания [1] связана с извлече-

нием информации из наблюдений, любая статистическая зада-
ча имеет информационный аспект [2]. В [3, 4] рассмотрен ин-
формационный аспект задачи фильтрации в случае наблюде-
ний без памяти и с памятью единичной кратности, в [5] − со-
вместной задачи непрерывно-дискретной фильтрации и обоб-
щенной экстраполяции в случае произвольной памяти, в [6] − 
исследована структура в совместной задаче фильтрации и экс-
траполяции с произвольной памятью, а в [7, 8] – в совместной 
задаче фильтрации и интерполяции. В данной работе рассмат-
риваются вопросы нахождения шенноновской меры количест-
ва информации в совместной задаче непрерывно-дискретной 
фильтрации, интерполяции и экстраполяции произвольной 
памятью и исследована структура этого количества информа-
ции. Используемые обозначения: {}M ⋅  − математическое 

ожидание; {}P ⋅  − вероятность события; { }N ; ;y a B  – гауссов-

ская плотность. 
 
 

Постановка задачи 
 
На вероятностном пространстве ( )( )PFF ,,, 0≥=Ω ttF  

ненаблюдаемый n-мерный процесс tx  и наблюдаемый 

l-мерный процесс tz  определяются стохастическими 

дифференциальными уравнениями  
 

( ) ( ) ttt dwtdtxtfdx 1, Φ+= , 0,t ≥             (1) 

( ) ( )
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Nt t tdz h t x x x z dt t z dvτ τ= +Φ      (2) 

 
а наблюдаемый q-мерный процесс ( )mtη  с дискретным 

временем имеет вид 
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где ttmN ≤<τ<<τ< 10 L , т.е. память фиксированная 

[1]. Предполагается: 1) tw  и tv  являются стандартны-

ми винеровскими процессами размеров 1r  и 2r , ( )mtξ  − 

стандартная белая гауссовская последовательность 
размера 3r ; 2) 0x , tw , tv , ( )mtξ  − статистически неза-

висимы; 3) ( )⋅f , ( )⋅h , ( )⋅g , ( )⋅Φ1 , ( )⋅Φ 2 , ( )⋅Φ 3  непре-

рывны по всем аргументам; 4) ( ) ( ) ( ) 011 >⋅Φ⋅Φ=⋅ TQ , 

( ) ( ) ( ) 022 >⋅Φ⋅Φ=⋅ TR , ( ) ( ) ( ) 033 >⋅Φ⋅Φ=⋅ TV ; 5) задана на-

чальная плотность ( ) { } xxxxp ∂≤∂= 00 P . 

В целях более компактной записи математических 
выражений введем оператор 
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где ( )[ ]yL y ,, σϕσ  и ( )[ ]yL y ,*
, σϕσ  − прямой и обратный 

операторы Колмогорова, соответствующие процессу 
(1), и расширенные переменные 
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Ставится задача:  найти информационное количе-

ство 
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наблюдаемых процессов (2), (3), где 
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Общий случай 
 
Утверждение 1. Плотность (7) на интервалах 

1+<≤ mm ttt  определяется уравнением  
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с начальным условием  
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Данное утверждение следует из теоремы 1 и следст-
вия 1 в [1]. 

Теорема. 1. Количество информации (5) на интер-
валах 1+<≤ mm ttt  определяется уравнением  
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с начальным условием  
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Доказательство. Совместная априорная плотность 

(6) определяется уравнением  
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которое следует из (8). Обновляющий процесс tz~ , 
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Применяя к последнему выражению формулу Ито–
Вентцеля, получаем аналогично [3, 4, 7], что 
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Дальнейшие преобразования по выводу уравнения 

(11) повторяют преобразования по выводу уравнения 
(3.8) в [5], а подстановка (9) в (5) приводит к (12). Тео-
рема доказана. 

Теорема 2. Пусть  
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есть условное количество информации о прошлых и 
текущих значениях процесса tx  при фиксированных 

будущих значениях этого процесса, которое содержит-
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есть количество информации о будущих значениях 
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с начальными условиями 
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Доказательство. По формуле условной вероятности  
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которое следует из предыдущего уравнения. Дальней-
ший вывод уравнения (15) проводится с использовани-
ем формул Ито и Ито–Венцеля по методике вывода 
уравнения (11). Уравнение (16) выводится аналогично 
(15) с использованием (22), и при этом учитывается, 
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Поделив (9) на (23), получаем, с учетом (21), 
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Использование (24) в (13) приводит, с учетом (19), к 

(17). Использование (23) в (14) приводит, с учетом (20), 
к (18). Теорема доказана. 

 
 

Условно-гауссовский случай 
 
Утверждение 2. Пусть 
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Тогда имеет место свойство 
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где блочные составляющие параметров распределения 
(26) определяются дифференциально-рекуррентными 
уравнениями в [1]. 
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Теорема 3. Пусть выполняется условие (25). Тогда 
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с начальным условием (12), где 

 

( )

( )
( )

, , 0

1

1

, , ; ,

, 0,1
ln ,

2 , ,

m m

m m

t tN L
t s t s m

N L N m L

N L N m L

I x x x z t

t s
M

t s

τ τ

+ +

+ +

⎡ ⎤Δ η =⎣ ⎦
⎧ ⎫Γ τ −⎪ ⎪= ⎨ ⎬

Γ τ⎪ ⎪⎩ ⎭

% %

% % %

% % %

           (28) 

 
( ) ( ) ( ) ( )[ ]ztHztHztHztH NN ,,,, 10,0 L= , 

 

( ) ( ) ( )
( ) ( )⎥⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
τΓτΓ
τΓΓ=τΓ + tt

ttt
NNN

T
N

NN
NN ,~~

,~~
,~~

,~~

0

0
1 , 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
0 0| , , , ,T

N N N N N N Nt t t t t−Γ τ = Γ −Γ τ Γ τ Γ τ% % %% % % %  (29) 

( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( )
0, 1

1

0, 1

| ,

, , ,

L
L N L

TL L
L N L

t s t s t

s t s t

+

−

+

Γ = Γ −Γ ×

× Γ Γ

%% %

% %% %
              (30) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
0 0| , , , ,T

N N N N N N ND t D t D t D t D t−τ = − τ τ τ% % %% % % %  (31) 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ,,~~
,~~

,~~~| 1,0

1

1,0

T
L

L
NL

L
L

L
NL tsDtsDtsDtDstD +

−

+−=  

( )tD , ( )tD NN ,~~
0 τ , ( )tD NN ,~~

τ , ( )tsD L
L

N ,~~
1,0 + .  

( )tsD L
L ,~~
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моментов априорного гауссовского распределения 
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1 τ++ , блочная структура параметров кото-

рого аналогична блочной структуре параметров рас-
пределения (26). 

Доказательство. По свойству гауссовских плотно-
стей имеет место свойство [9]: 
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По формуле условной вероятности 
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т.е. с учетом (12) пришли к (28). Теорема доказана. 

Теорема 4. Количества информации (13) и (14) на 
интервалах 1+<≤ mm ttt  определяются уравнениями  
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с начальными условиями (17), (18), где 
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Доказательство. По свойству гауссовских плотно-

стей имеет место свойство [9]: 
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Из (25) следует  
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Учитывая (52)–(54), получаем 

( ) ( ) [ ]

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )

( )

1
0, 1

1
1 0,

1
0, 1

1

1 0,

0, 1

, , , , ,

, ,

, ,

, ,  ,

, ; ; ,

, ; ;

TN L
t N s

N
N N N

TN T
N N N

TN L L
N N N L

TL L T
L N N L N

L
N N N

h t x x z h t z x

H t z x t

x t H t z

H t z x t x s t

s t t s H t z

H t z t

τ

+
τ +

+
τ +

+
τ +

−
+

+

⎡ ⎤− τ ⋅ =⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤= −μ τ ×⎣ ⎦

⎡ ⎤× −μ τ −⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− −μ τ −μ ×⎣ ⎦ ⎣ ⎦

× Γ Γ τ −

− Γ τ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )

1

1
1 0,

1

0, 1

1

1 0,

,

, , ,

, ; ; ,

, ,

, ; ; , .

L
L L

TL L N T
L N N N

L L
N N N L L

TL L L L
L L

TL L T
L N N L N

s s t

x s t x t H t z

H t z t s s t

x s t x s t

s t t s H t z

−

+
τ +

−
+

−
+

Γ ×

⎡ ⎤ ⎡ ⎤× −μ −μ τ +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

+ Γ τ Γ ×

⎡ ⎤ ⎡ ⎤× −μ −μ ×⎣ ⎦ ⎣ ⎦

× Γ Γ τ

 

 

Из (51) следует, что ( ) ( ) ( )LN
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Постановка (42), (45), (55) и формул, связанных с 
(46), аналогичных (42), (45), в (15) приводит к (47). 
С учетом (33) и (44) следует, что 
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Тогда, согласно (52), 
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Постановка (56) в (16) приводит к (48). Соотноше-

ния (49), (50) следуют непосредственно из (23), (24). 
 
 

Заключение 
 
Получено количество информации по Шеннону в 

совместной задаче непрерывно-дискретной фильтра-
ции, интерполяции и экстраполяции с произвольной 
памятью и исследована структура этого количества 

информации в виде представлений [ ]⋅τ
t

stI ,,  через ус-

ловное количество информации , | 0 0, , ; ,t N t m L
t s t sI x x z xτ τ
⎡ ⎤η⎣ ⎦% %  

о прошлых и текущих значениях процесса tx  при фик-

сированных будущих значениях этого процесса и ко-

личество информации [ ]mtL
s

t
s zxI 00 ,;~ η  о будущих значе-

ниях процесса tx . 
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