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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Актуальность темы. При рассмотрении алгебраических систем

основной задачей является построение структурной теории. Структур-

ные теоремы сводят изучение алгебраических систем к изучению «более

просто устроенных». Одну из конструкций, осуществляющих подобное

сведение, представляет радикал. С тех пор, как в 1950-х гг. Курош [5]

и Амицур [9] ввели понятие радикала для колец и алгебр, теория ради-

калов распространилась и на другие алгебраические структуры, в числе

которых модули и группы.

Радикалы позволяют выделять классы модулей, обладающих раз-

личными свойствами, проводить их классификацию и дальнейшее более

детальное изучение. На зрелость направления, связанного с радикалами

модулей, указывает наличие заметного количества монографий по этой

теме (Мишина и Скорняков [6], Кашу [1, 2], Ламбек [12], Голан [11] и ряд

других). Во многих работах отечественных и зарубежных алгебраистов

(Курош, Рябухин, Гарднер, Диксон и др.) рассматривались радикалы

абелевых групп (т.е. модулей над кольцом целых чисел).

С другой стороны, интенсивно изучаются взаимосвязи между свой-

ствами модулей и абелевых групп. К данному направлению относятся

работы о E-кольцах и E-модулях. Первое из этих понятий появилось в

1973 г. в статье [14]: E-кольцами были названы кольца R, для которых

HomR(R,R) = Hom(R, R). Позже это определение было распространено

на модули: E-модуль AR задаётся равенством HomR(R, A) = Hom(R, A).

E-модули впервые появились в [10], где они были названы R-группами.

Одной из самых полных работ, посвящённых E-модулям, является [13].

Применения E-колец и E-модулей в теории абелевых групп весьма раз-

нообразны; в книге [4] содержится обзор наиболее важных результатов,

связанных с данной проблематикой.

Многие современные исследования посвящены тензорным произве-

дениям модулей и абелевых групп. Тензорное произведение ⊗ является
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вторым по важности (после Hom) функтором категории модулей. До сих

пор актуальной проблемой остаётся описание тензорных произведений

модулей и абелевых групп. В работах Крылова и Приходовского [3, 7]

введено понятие T(e)-модуля, определяемое следующим образом. Пусть

e : S → R — гомоморфизм колец, тогда всякий R-модуль можно естес-

твенным образом превратить в притягивающий S-модуль. Модуль AR

называется T(e)-модулем, если имеет место канонический изоморфизм

A⊗S R ∼= A⊗R R. Параллельно в тех же работах изучались E(e)-модули,

задаваемые равенством HomR(R,A) = HomS(R,A) и в некотором смысле

двойственные T(e)-модулям.

В диссертации вводится «обобщённый» E-радикал. Это понятие в

определённом смысле сводит воедино аналогичный радикал, рассматри-

вавшийся Пирсом в [13], и E(e)-модули из работ [3, 7]. Двойственным

образом определяется T-радикал. Кроме того, рассматриваются близкие

(как станет ясно из результатов второй главы) к этим двум радикалам

понятия «T(F )-радикал» и «E(V )-радикал», в том или ином виде ранее

встречавшиеся в работах, связанных с радикалами модулей.

Настоящая диссертация посвящена исследованию T(F )-радикалов

и T-радикалов. Работа также содержит ряд результатов, связанных с

E(V )-радикалами и E-радикалами. Во-первых, это помогает лучше про-

демонстрировать двойственность между соответствующими объектами,

а во-вторых, E(V )-радикалы в силу своей многочисленности являются

удобным и подчас незаменимым инструментом при проведении доказа-

тельств. Исследование развивается по двум основным направлениям:

• поиск взаимосвязи между T-радикалами и T(F )-радикалами;

• изучение T(F )-радикалов категории абелевых групп.

Цель работы: исследовать взаимосвязь между T-радикалами и

T(F )-радикалами (а также между E-радикалами и E(V )-радикалами);

изучить свойства T(F )-радикалов категории абелевых групп и описать

частично упорядоченное множество, которое эти радикалы образуют.
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Научная новизна. Основные результаты диссертации являются

новыми. К основным результатам работы можно отнести следующие.

• Показано, что существуют модули RG и SF такие, что T-радикал

совпадает с T(G)-радикалом, а также с сужением T(F )-радикала на

категорию mod-R (предложения 4.5, 4.6). Если S — коммутативное

кольцо, то всякий T(F )-радикал категории mod-S, в свою очередь,

можно представить в виде T-радикала (теорема 4.14). Аналогичные

результаты имеют место для E-радикалов (предложения 4.9 и 4.10,

теорема 4.14).

• Описаны все T(F )-радикалы категории mod-Z, выяснено строение

образуемой ими решётки (§6).

• Доказано, что радикальный класс идемпотентного радикала кате-
гории mod-Z замкнут относительно сервантных подгрупп тогда и

только тогда, когда этот радикал совпадает с T(F )-радикалом для

некоторой группы F (теорема 7.5).

• Установлено, что «решёточное» пересечение T(F )-радикалов кате-

гории mod-Z совпадает с их «поточечным» пересечением (§8).

Практическая и теоретическая ценность. Результаты работы

имеют теоретическое значение и могут быть использованы в дальнейших

исследованиях по теории модулей и абелевых групп, а также при чтении

спецкурсов.

Апробация результатов. Основные результаты настоящей дис-

сертации докладывались на международных конференциях «Студент и

научно-технический прогресс» (Новосибирск, 2001 и 2005 гг.), «Алгебра

и её приложения» (Красноярск, 2002 г.), «Мальцевские чтения» (Ново-

сибирск, 2002 г.), «Алгебра, логика и кибернетика» (Иркутск, 2004 г.),

Международной конференции по математике и механике (Томск, 2003 г.)

и Всероссийском симпозиуме «Абелевы группы» (Бийск, 2005 г.) и были
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опубликованы в работах [15] – [25]. Кроме того, они докладывались на

семинарах кафедры алгебры Томского государственного университета.

Структура и объём работы. Диссертационная работа состоит

из введения, трёх глав, списка литературы и списка обозначений. Главы

I и III содержат по три параграфа, глава II — два параграфа. Работа

изложена на 77 страницах.

СОДЕРЖАНИЕ ДИССЕРТАЦИИ

Введение содержит обоснование актуальности решаемых в работе

задач, а также изложение основных полученных результатов.

Глава I содержит предварительные сведения и общие результаты,

используемые в последующих главах. В §1 приводятся основные опреде-
ления и факты из теории радикалов модулей. §2 содержит ряд свойств
функторов ⊗ и Hom, играющих в работе ключевую роль. В §3 вводятся
основные исследуемые объекты: T(F )-радикал WF и E(V )-радикал HV ,

нейтрализатор nF и след trV ; устанавливаются некоторые связанные с

этими объектами общие факты, имеющие и самостоятельный интерес.

Приведём основные определения. Зафиксируем S-модули SF и VS .

Через WF (A) обозначается сумма всех подмодулей B модуля A таких,

что B ⊗S F = 0; через HV (A) — пересечение всех подмодулей B модуля

A, для которых HomS(V, A/B) = 0. Получающиеся радикалы WF и HV

назовём T(F )-радикалом и E(V )-радикалом соответственно.

Определение 3.5. Пусть AS — модуль. Его F -нейтрализатором

называется множество всех a ∈ A таких, что в тензорном произведении

A ⊗S F для всякого f ∈ F выполнено равенство a ⊗S f = 0. Обозначим

это множество nF (A). Возникающий при этом предрадикал nF мы также

будем называть (F -)нейтрализатором.

Определение 3.8. Пусть AS — модуль. V -следом в этом модуле

называется сумма образов всех S-модульных гомоморфизмов ϕ : V → A.

6



Обозначим эту сумму trV (A). Возникающий при этом предрадикал trV

мы также будем называть (V -)следом.

(Для удобства выбрано обозначение, несколько отличающееся от

того, что принято, например, в [8].)

Последние два результата параграфа показывают, как связанные

с идемпотентными радикалами категории mod-S решёточные операции

действуют на T(F )-радикалы и E(V )-радикалы.

Предложение 3.12. Пусть даны S-модули SF и VS и их прямые

разложения F =
⊕

i∈I

Fi, V =
⊕

j∈J

Vj. Тогда

(а)
∧

i∈I

W
Fi

= WF ;

(б)
∨

j∈J

H
Vj

= HV .

Следствие 3.13. Если совокупность всех T(F )-радикалов кате-

гории mod-S образует множество, то относительно естественного

порядка предрадикалов это множество является полной решёткой.

В §6 будет показано, что описанная в данном следствии ситуация
имеет место, в частности, в категории mod-Z.

В главе II исследуются T(e)-модули и E(e)-модули (в смысле [3, 7])

и определяемые с их помощью T-радикал W и E-радикал H. В §4 уста-
навливаются некоторые связи между этими радикалами и радикалами,

которые вводились в §3. В ситуации, когда дан кольцевой гомоморфизм

e : S → R, всякий R-модуль можно естественным образом превратить в

S-модуль.

Пусть e : S → R — кольцевой гомоморфизм. R-модуль A назовём

T(e)-модулем, если канонический эпиморфизм A⊗S R → A⊗R R — изо-

морфизм. Модуль A называется E(e)-модулем, если выполнено условие

HomR(R,A) = HomS(R, A).

Определение 4.3. T-радикалом модуля AR назовём сумму W(A)

всех его подмодулей B таких, что B есть T(e)-модуль.
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Определение 4.7. E-радикалом модуля AR назовём пересечение

H(A) всех его подмодулей B таких, что A/B есть E(e)-модуль.

Если SF = R/e(S), то для удобства пишем n = nF . Очевидно, что

n(A) является S-подмодулем в A. Верно и более сильное утверждение.

Теорема 4.4. Пусть A — R-модуль. Тогда нейтрализатор n(A)

является его подмодулем.

При помощи этой теоремы доказывается следующий результат.

Предложение 4.5. Для произвольного R-модуля A имеет место

равенство W(A) = WF (A).

Кроме того, для левого R-модуля G = R⊗S F выполняется

Предложение 4.6. Для произвольного R-модуля A справедливы

равенства n(A) = nG(A) и W(A) = WG(A).

Таким образом, для подходящих модулей RG и SF можно утверж-

дать, что T-радикал совпадает с T(G)-радикалом категории mod-R, а

также с сужением T(F )-радикала категории mod-S на её подкатегорию

mod-R. Аналогичные результаты справедливы и для E-радикала. Ниже

используются обозначения VS = R/e(S), tr = trV , UR = V ⊗S R. Имеем

следующий аналог теоремы 4.4.

Теорема 4.8. Пусть A — R-модуль. Тогда след tr(A) является

его подмодулем.

Предложение 4.9. Для произвольного R-модуля A имеет место

равенство H(A) = HV (A).

Предложение 4.10. Для произвольного R-модуля A справедливы

равенства tr(A) = trU (A) и H(A) = HU (A).

Учитывая предложения 4.5 и 4.9, получаем следующую теорему.

Теорема 4.11. Значения T-радикала и E-радикала произвольного

модуля AR однозначно определяются его S-модульной структурой.

Последние два результата параграфа свидетельствуют о том, что

утверждения предложений 4.5 и 4.9 при определённых дополнительных

условиях можно обратить.
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Предложение 4.13. Пусть S — кольцо, SFS — бимодуль. Тогда

существуют кольцо R и гомоморфизм e : S → R такие, что бимодуль

R/e(S) изоморфен бимодулю F .

При помощи этого предложения доказывается

Теорема 4.14. Пусть S — коммутативное кольцо. Тогда всякий

T(F )-радикал (E(V )-радикал) категории mod-S имеет вид T-радикала

(соответственно E-радикала) для подходящего кольца R и вложения

e : S → R.

В §5 дополнительно рассматриваются T(e)-модули и E(e)-модули,

где e есть композиция e и естественного гомоморфизма колец R → R

(R = R/I — некоторое факторкольцо кольца R), а также связанные с

такими модулями радикалы.

Теорема 5.1. Пусть A — модуль над кольцами R и R. Следующие

условия эквивалентны:

1) A — T(e)-модуль;

2) A — T(e)-модуль, причём I ⊂ nA(R).

Следствие 5.2. Пусть A — модуль над кольцами R и R. Тогда

W(A) ⊂ W(A).

Теорема 5.3. Пусть A — модуль над кольцами R и R. Следующие

условия эквивалентны:

1) A — E(e)-модуль;

2) A — E(e)-модуль, причём I ⊂
⋂{

Ker ϕ
∣∣ ϕ ∈ HomS(R, A)

}
.

Следствие 5.4. Пусть A — модуль над кольцами R и R. Тогда

H(A) ⊂ H(A).

Глава III посвящена изучению T(F )-радикалов категории абелевых

групп. В §6 даётся описание всех таких радикалов и решётки, которую
они образуют. Для этого отдельно рассматриваются непериодические и

периодические группы F . Символами t и d обозначаются предрадикалы,

сопоставляющие всякой группе соответственно её периодическую часть

и наибольшую делимую подгруппу; P — множество всех простых чисел.
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В качестве вспомогательного инструмента используется трёхэле-

ментная цепь M1 = {l, m, n}, где n < m < l. Для всякой непериодической

группы F можно определить функцию ψF : P → M1, полагая

ψF (p) =





l, если группа F является p-делимой;

m, если группа F не является p-делимой,

а факторгруппа F/ t(F ) является;

n, если факторгруппа F/ t(F ) не является p-делимой.

Через L1 обозначается множество всех T(F )-радикалов, порождаемых не-

периодическими группами F ; через MP
1 — множество, состоящее из всех

последовательностей вида

α = (α2, α3, α5, ... , αp, ... ), (12)

члены которых занумерованы простыми числами и принадлежат M1.

Отображение ϕ1 : L1 → MP
1 задаётся равенством

ϕ1(WF ) =
(
ψF (2), ψF (3), ψF (5), ... , ψF (p), ...

)
.

Теорема 6.3. Частично упорядоченное множество L1 является

полной дистрибутивной решёткой; отображение ϕ1 есть изоморфизм

решёток. Нулём и единицей решётки L1 служат радикалы WZ = 0 и t

соответственно.

Пусть M2 = {λ, µ, ν} — ещё одна цепь из трёх элементов, причём

λ < µ < ν. Функция ψF : P → M2 (для удобства функции P → M2 и

P → M1 обозначены одинаково; это не вызывает путаницы, так как в

одном случае группа F периодическая, а в другом — нет) строится так:

ψF (p) =





λ, если p-компонента Fp не является делимой;

µ, если Fp — ненулевая делимая группа;

ν, если Fp = 0.
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Через L2 обозначается множество всех T(F )-радикалов, которые порож-

даются периодическими группами F ; через MP
2 — множество, состоящее

из всех последовательностей вида (12) с членами из M2. Отображение

ϕ2 : L2 → MP
2 определяется по аналогии с ϕ1:

ϕ2(WF ) =
(
ψF (2), ψF (3), ψF (5), ... , ψF (p), ...

)
.

Теорема 6.6. Частично упорядоченное множество L2 является

полной дистрибутивной решёткой; отображение ϕ2 есть изоморфизм

решёток. Нулём и единицей решётки L2 служат радикалы d и W0 = 1

соответственно.

Далее рассматривается частично упорядоченное мно-

¡¡@@
@@¡¡

q
q

qq
q
q

n

m

lλ

µ

νжество M = M1∪M2 = {l, m, n, λ, µ, ν} (предполагается, что

m < λ и l < µ, а элементы l и λ несравнимы). Подмножество

M = MP
1 ∪MP

2 множества MP есть полная дистрибутивная

решётка. Биекция ϕ : L →M из множества L = L1 ∪L2 всех

T(F )-радикалов категории абелевых групп в множество M
строится как продолжение биекций ϕi : Li → MP

i , т.е.

ϕ(WF ) =
(
ψF (2), ψF (3), ψF (5), ... , ψF (p), ...

)
.

Теорема 6.10. Частично упорядоченное множество L является
полной дистрибутивной решёткой; отображение ϕ есть изоморфизм

решёток. Нулём и единицей решётки L служат радикалы WZ = 0 и

W0 = 1 соответственно.

Последний результат параграфа показывает, насколько «плотно»

радикалы WF расположены в большой решётке IR (она отличается от

обычной решётки тем, что элементы IR не образуют множество) всех

идемпотентных радикалов категории абелевых групп.

Предложение 6.12. Пусть ρ — идемпотентный радикал. Тогда

(а) если d∧ t 6 ρ 6 d, то ρ = d∧ t или ρ = d;

(б) если t 6 ρ 6 d∨ t, то ρ = t или ρ = d∨ t;
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(в) если ρ 6 t, то ρ = ϕ−1(α), где α — некоторая последовательность

вида (12) с членами из {l, m, n};
(г) если d 6 ρ 6 d∨ t, то ρ = ϕ−1(α), где α — некоторая последова-

тельность вида (12) с членами из {λ, µ}.
В §7 рассматриваются различные свойства замкнутости классов

T (F ) всех T(F )-групп. Так, доказывается, что условия «nF — кручение»

и «WF — кручение» равносильны.

Предложение 7.2. Пусть F — абелева группа. Эквивалентны

следующие условия:

1) nF — кручение;

2) WF — кручение;

3) ψF (P ) ⊂ {l, n, ν}.
Символом R(ρ) обозначается радикальный класс идемпотентного

радикала ρ — класс всех абелевых групп (в общем случае — модулей)

A таких, что имеет место равенство ρ(A) = A. Главным результатом

параграфа является

Теорема 7.5. Для идемпотентного радикала ρ ∈ IR следующие
условия эквивалентны:

1) класс R(ρ) замкнут относительно сервантных подгрупп;

2) R(ρ) замкнут относительно рациональных сервантных подгрупп;

3) существует группа F такая, что ρ = WF .

Из данной теоремы следует любопытный факт общего характера,

касающийся тензорных произведений абелевых групп.

Следствие 7.6. Пусть F — произвольный класс абелевых групп,

R — класс всех групп A, для которых A⊗F = 0 при всех F ∈ F . Тогда

существует группа F0 такая, что R = T (F0).

В §8 установлено, что «решёточное» (см. также предложение 3.12)

пересечение T(F )-радикалов и их «поточечное» («точки» — это абелевы

группы) пересечение суть одно и то же, т.е. доказана
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Теорема 8.7. Пусть A, F — произвольные абелевы группы. Если

F =
⊕

i∈I

Fi, то WF (A) =
⋂

i∈I

W
Fi

(A).

Следствие 8.8. Если F = G⊕H, то для произвольной группы A

справедливо равенство WF (A) = WG(WH(A)). В частности, любые два

T-радикала категории абелевых групп коммутируют друг с другом.

Автор выражает признательность своему научному руководителю

профессору Крылову Петру Андреевичу за постановку задач, внимание

к работе и помощь в оформлении диссертации.
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