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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Актуальность работы. Развитие информационных технологий расширяет сферу
применения сетей связи. Наибольшее распространение получили сети, управляемые
протоколами случайного множественного доступа. Важнейшими требованиями к сетям
в настоящее время являются высокая скорость и надежность передачи различного типа
информации. В связи с этим создается новое аппаратное обеспечение, расширяющее
пропускную способность физических каналов связи; разрабатываются модификации се-
тевых протоколов с целью повышения производительности. Однако, несмотря на пред-
принимаемые усилия, полного решения проблемы еще не существует. Именно поэтому
ведется математическое моделирование сетей связи.
Инструментом математического моделирования сетей множественного доступа явля-

ется аппарат теории массового обслуживания, с помощью которого изучаются стохас-
тические свойства сетей. Исследованию систем с повторными вызовами посвящены ра-
боты Бочарова П.П., Дудина А.Н., Клименок В.И., Назарова А.А., Шохора С. Л., Оды-
шева Ю.Д., Степанова С.Н., Фалина Г.И., Хомичкова И.И. В трудах Назарова А.А. и
Юревич Н.М. теоретически показана возможность возникновения в сетях явления бис-
табильности. Много внимания уделяется проблеме устойчивости сетей связи. В работах
Фалина Г. И., Назарова А.А. и Никитиной М.А. показано, что сети с постоянной интен-
сивностью входящего потока и бесконечным числом абонентских станций не имеют
стационарного режима, то есть задержка в передаче пакетов растет по мере продолжи-
тельности работы сети. Проблему стабилизации сетей решают модификацией протоко-
лов. Так в работах Кузнецова Д.Ю. и Назарова А.А. проводится исследование сетей с
адаптивным протоколом. Основным толчком к исследованию характеристик потоков
информации в системах связи послужило несоответствие между проектируемой нагруз-
кой и существующей. Изучению потоков в локальных сетях посвящены работы Богу-
славского Л.Б., Назарова А.А. и Колоусова Д.В., Лебедева Е.А. и Чечельницкого А.А.
Важно подчеркнуть, что для организации оптимальной работы сети недостаточно

учитывать физические особенности построения сетей и стохастические свойства прото-
колов. Производительность сетей зависит еще и от воздействий случайной среды – из-
меняющихся неконтролируемых внешних условий, влияющих на пропускную способ-
ность каналов связи. К таким условиям относят: состояние ионосферы для радиосетей,
атаки вирусов на компьютерные сети, функционирование локальное сети, подключен-
ной к глобальной, несанкционированный доступ в сети и т.д.
Необходимость оптимизации сетей привела к рассмотрению управляемых СМО

(СМО с переменными параметрами). Если переменной является интенсивность обслу-
живания, то такие системы называют СМО, функционирующими в случайной среде. В
данных моделях возможные значения параметров СМО связываются со значениями не-
которого управляющего процесса. Исследования СМО в случайной среде, управляемой
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цепью Маркова, рассматривались в работах Yechiali U., Naor P., Purdue P., Neuts M.P. В
работах Н.Н. Попова представлены исследования СМО, управляемых полумарковскими
процессами. В трудах Дудина А.Н. можно найти результаты исследования СМО в слу-
чайной среде применительно к сетям связи.
Исследованию сетей множественного доступа в случайной среде, уделяется недоста-

точно внимания. Таким образом, данная работа является весьма актуальной.
Цель данной работы – исследование математических моделей сетей множественного

доступа, функционирующих в случайной среде.
При выполнении данной работы ставились следующие задачи.
(1). Построить математические модели сетей множественного доступа в виде СМО

для бесконечного и для конечного числа абонентских станций (АС) с функционирова-
нием в случайной среде, управляемой цепью Маркова; для бесконечного числа АС с
функционированием в диффузионной и полумарковской средах.

(2). Исследовать построенные модели с использованием аппарата теории массового
обслуживания и асимптотического анализа систем, а именно, для математических моде-
лей сетей в случайной среде, управляемой цепью Маркова, найти асимптотические
средние характеристики; исследовать величины отклонения от этих средних; доказать
возможность явления многостабильности; аппроксимировать процесс функционирова-
ния сети однородным диффузионным процессом; найти плотность распределения веро-
ятностей значений этого процесса и доказать ее многомодальность; исследовать сред-
нюю длительность времени стабильного функционирования сетей; рассмотреть функ-
ционирование сетей в условиях предельно редких изменений состояний случайной сре-
ды. Для моделей сетей, функционирующих в диффузионной и полумарковской средах
провести аналогичные исследования.
Методика исследований. Исследование математических моделей сетей множествен-

ного доступа, функционирующих в случайной среде, проводилось с использованием
аппарата теории вероятностей, теории случайных процессов, теории массового обслу-
живания, асимптотического анализа марковизируемых систем.
Научная новизна и результаты, выносимые на защиту.
1. Впервые предложен метод асимптотического анализа для исследования математи-

ческих моделей сетей множественного доступа в случайной среде.
2. В условиях большой задержки для математических моделей сетей с бесконечным

числом АС и в условиях большого количества АС для модели сетей с конечным числом
АС найдены распределения вероятностей состояний канала, асимптотическое среднее
нормированного числа заявок в ИПВ, величины отклонения от этого среднего. Также
проведена диффузионная аппроксимация процесса изменения состояний сети, найдена
плотность распределения вероятностей этого процесса.

3. Для моделей сетей в случайной среде, управляемой цепью Маркова, доказана воз-
можность явления многостабильности, показана многомодальность плотности распреде-
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ления вероятностей значений процесса функционирования сети, исследована средняя
длительность времени стабильного функционирования сети.

4. Показано, что сети множественного доступа с конечным числом АС даже в случай-
ной среде отличаются устойчивым функционированием.

5. Рассмотрено функционирование математических моделей сетей множественного
доступа в условиях предельно редких изменений состояний случайной среды.
Теоретическая ценность работы заключается в том, что метод асимптотического

анализа марковизируемых систем модифицирован для исследования математических
моделей сетей множественного доступа, функционирующих в случайной среде. Постро-
енные модели сетей связи в случайной среде могут быть использованы в качестве осно-
вы построения более сложных моделей.
Практическая ценность работы состоит в том, что результаты, полученные в рабо-

те, могут быть использованы для анализа реальных сетей, а также при проектировании
новых сетей.
Апробация работы. Основные положения диссертации и отдельные ее результаты

докладывались и обсуждались:
1. На VIII Всероссийской научно-практической конференции «Научное творчество

молодежи» (г. Анжеро-Судженск, 16-17 апреля 2004 г.);
2. На Всероссийской научной конференции молодых ученых «Наука. Технологии.

Инновации» (г. Новосибирск, 2-5 декабря 2004 г.);
3. На III Всероссийской научно-практической конференции «Информационные тех-

нологии и математическое моделирование» (г. Анжеро-Судженск, 11-12 декабря
2004 г.);

4. На Международной научной конференции «Математические методы повышения
эффективности функционирования телекоммуникационных сетей» (г. Минск, 22-24
февраля 2005 г.);

5. На IX Всероссийской научно-практической конференции «Научное творчество мо-
лодежи» (г. Анжеро-Судженск, 15-16 апреля 2005 г.);

6. На IV Всероссийской научно-практической конференции «Информационные тех-
нологии и математическое моделирование» (г. Анжеро-Судженск, 18-19 ноября 2005 г.);

7. На научных семинарах кафедры теории вероятностей и математической статистики
факультета прикладной математики и кибернетики Томского государственного универ-
ситета.
Публикации. По материалам данной работы опубликовано 11 печатных работ.
Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введения, четырех глав,

заключения и списка литературы. Объем диссертации составляет 158 страниц, в том
числе титульный лист – 1 стр., оглавление – 3 стр., основной текст – 137 стр., библио-
графия – 207 наименований – 17 страниц.
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СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ

Во введении обоснована актуальность работы, изложена цель исследования, науч-
ная новизна, теоретическая и практическая ценность результатов, методика исследова-
ния, сделан обзор литературы.

В первой главе исследуются математические модели сетей множественного дос-
тупа, функционирующих в случайной среде, управляемой цепью Маркова. В качестве
математической модели сети с оповещением о конфликте рассматривается однолиней-
ная СМО, на вход которой поступает простейший с параметром λ  поток заявок. Прибор
этой СМО может находиться в одном из трех состояний: 0=k , если он свободен; 1=k ,
если он занят обслуживанием заявки; 2=k , если на приборе реализуется этап оповеще-
ния о конфликте. Заявка, заставшая в момент поступления прибор свободным, начинает
немедленно обслуживаться. Если в течение обслуживания этой заявки другие требова-
ния на прибор не поступают, то исходная заявка по завершении обслуживания покидает
систему. Если во время обслуживания одной заявки поступает другая, то возникает
конфликт. От этого момента начинается этап оповещения о конфликте. Заявки, попав-
шие в конфликт, а также поступившие на этапе оповещения о конфликте, переходят в
ИПВ. Повторное обращение заявок к прибору из ИПВ происходит после случайной за-
держки, продолжительность которой имеет экспоненциальное распределение с пара-
метром γ . Число заявок в ИПВ обозначим i . Длины интервалов оповещения о конфлик-
те также имеют экспоненциальное распределение с параметром a/1 .

Сеть функционирует в случайной среде. В качестве математической модели случай-
ной среды рассматривается однородная цепь Маркова )(ts  с конечным множеством со-
стояний Ss ,...,2,1=  и непрерывным временем, для которой заданы ее инфинитезималь-
ные характеристики 

21ssq . Влияние случайной среды на функционирование сети связи

определяется зависимостью интенсивности µ  обслуживания заявок от состояний
sts =)(  случайной среды, то есть )(sµ=µ . Вероятность окончания обслуживания заявки

на приборе за бесконечно малый промежуток времени t∆  равна )()( tots ∆+∆µ .
В силу свойств приведенной математической модели, трехмерный случайный про-

цесс )}(),(),({ tstitk  является цепью Маркова с непрерывным временем.
Обозначим ),,())(,)(,)(( tsiPstsitiktkP k==== . Можно показать, что распределе-

ние ),,( tsiPk  удовлетворяет системе дифференциальных уравнений Колмогорова

∑
=

++µ=γ+λ+
∂

∂ S

s
ssqtsiPtsiP

a
tsiPstsiPi

t
tsiP
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1
1

),,(),,(1),,()(),,()(
),,(

,
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∂

∂ ),,(),,())((),,(
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1 tsiPtsiPsi
t
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S

s
ssqtsiPtsiPi

1
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+−λ+−λ=





 +λ+

∂
∂ ),,2(),,1(),,(1),,(
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2 tsiPtsiPtsiP

at
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∑
=

+−γ−+
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1

1
),,(),,1()1( .

Исследование данной системы проводится методом асимптотического анализа в ус-
ловиях большой задержки 0→γ . Для этого выполняется замена вида

2ε=γ , τ=ε t2 , yxi ε+τ=ε )(2 , ),,,(),,(1
ετ=

ε
syHtsiP kk .                      (1)

Здесь )(τx  имеет смысл асимптотического среднего значения нормированного числа
заявок в ИПВ, )(τy  имеет смысл величины отклонения от этого среднего.

Вообще, под асимптотическими средними характеристиками сетей множественного
доступа в случайной среде, будем понимать распределение вероятностей )(xRk  состоя-
ний k  канала и функцию )(τ= xx . В диссертации доказывается следующая теорема.

Теорема 1. Асимптотически при 0→γ  распределение вероятностей )(xRk  состоя-
ний k  канала имеет вид

,
)()(2)(

)()( 20 xxxa
xxxR

ψ++λ++λ
ψ++λ

=       ,
)()(2)(

)( 21 xxxa
xxR

ψ++λ++λ
+λ

=

,
)()(2)(

)()( 2

2

2 xxxa
xaxR

ψ++λ++λ
+λ

=                                           (2)

где a  и λ  заданы, )(τ= xx  – детерминированная функция, определяемая обыкновенным
дифференциальным уравнением вида

),()()( 1 xRxx ψ−λ=τ′                                                      (3)
в котором )(xψ  есть величина

∑∑
==

µ=ψ
S

s

S

s
sxQsxQsx

1
1

1
1 ),(),()()( ,                                         (4)

здесь ),(1 sxQ  определяется решением 2,1,0),,( =ksxQk  системы

∑
=

++µ=+λ
S

s
ssqsxQsxQ

a
sxQssxQx

1
10210

1
1

),(),(1),()(),()( ,

∑
=

++λ=µ++λ
S

s
ssqsxQsxQxsxQsx

1
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∑
=

++λ=
S

s
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a 1
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1
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),(),()(),(1                                  (5)

и условием нормировки 1),(
2

0 1
=∑∑

= =k

S

s
k sxQ .
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Проводится исследование величин отклонения нормированного числа заявок в ИПВ
от их асимптотического среднего. Доказывается следующая теорема.

Теорема 2. Асимптотически при 0→γ  случайный процесс )(τy  определяется сто-
хастическим дифференциальным уравнением вида

)()()()()( τ+ττ′=τ dwxBdyxAdy x ,
где )(τw  есть стандартный винеровский процесс, )(xA  определяется равенством

),()()( 1 xRxxA ψ−λ=                                                   (6)
функция )(xB  определяется равенством















 ψ−

+λ
++λ

τ′++








+λ
++λ

ψ+τ′= )()()(1)()(1)()()()(2)()( 100

2

1
2 xRxRxa

x
xaxxR

x
xxaxRxxxB ,  (7)

если выражение правой части больше нуля, здесь параметры a  и λ  заданы, )(xRk  есть
распределения (2), )(xψ  определяется равенством (4).

Решение )(τy  стохастического дифференциального уравнения (1) имеет вид

∫
τ ′−′ ∫∫

=τ

τ

0

))(())((
)())(()( 00 udweuxBey

u

xx dssxAdssxA
.

В работе  также доказывается, что для достаточно малых значений параметра ε  слу-
чайный процесс ,)()( yxz ε+τ=τ  аппроксимирующий процесс изменения числа заявок в

ИПВ )/( 22 ετε i , является однородным диффузионным процессом.
Теорема 3. С точностью до )(εo  случайный процесс )(τz  является решением сто-

хастического дифференциального уравнения )()()()( τε+τ=τ dwzBdzAdz , где )(τw  есть
стандартный винеровский процесс, )(zA  определяется равенством (6), а )(zB  – (7).

Следствие 3.1. Плотность распределения вероятностей значений процесса )(τz  из-
менения состояний сети имеет вид















 ∫















 ∫
= ∫

∞
εε

0

)(
)(2

2
)(
)(2

2
0

22
0

22

)(
1

)(
1)( dze

zB
e

zB
zF

zz
du

uB
uAdu

uB
uA

.                           (8)

Точки покоя дифференциального уравнения (3) определяются уравнением
)()( 1 xRxψ=λ . Устойчивые точки покоя этой модели назовем точками стабилизации се-

ти. В окрестности этих точек может достаточно долго оставаться процесс функциони-
рования сети. Аналитическое решение дифференциального уравнения (3), а также соот-
ветствующего уравнения для точек покоя представляет трудоемкую задачу в связи с на-
личием в их правых частях функции )(xψ . Поэтому рассматривается случай предельно
редких изменений состояний случайной среды 0

21
→ssq . В пределе система (5) S3

уравнений распадается на S  систем уравнений, решение каждой их которых имеет вид
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)(
)()(2)(

)(),( 20 sr
sxxa

sxsxQ
µ++λ++λ

µ++λ
= ,  )(

)()(2)(
),( 21 sr

sxxa
xsxQ

µ++λ++λ
+λ

= ,

)(
)()(2)(

)(),( 2

2

2 sr
sxxa

xasxQ
µ++λ++λ

+λ
= ,

где )(sr  стационарное распределение вероятностей состояний среды.
Уравнение для определения точек покоя в случае 0

21
→ssq  принимает вид

∑
=

µ
µ++λ++λ

+λ
=λ

S

s
srs

sxxa
x

1
2 )()(

)()(2)(
.                                  (9)

Для примера рассмотрим вариант с тремя состояниями случайной среды 3,2,1=s .
Определим значения параметров 99915,0)1( =r , 00079,0)2( =r , 0,00006)3( =r , 1=a ,

0047,0=λ , 0111,0)1( =µ , 100)2( =µ , 30000)3( =µ . На рис. 1 правая часть уравнения (9)
изображена сплошной линией, а левая – пунктирной. Уравнение (9) при заданных пара-
метрах имеет шесть корней: 0278,01 =x , ,648402 =x , ,349243 =x , ,2406184 =x ,

,8292635 =x , 309,02366 =x , которые на рис. 1 соответствуют точкам пересечения изо-
браженных линий. Из этих корней 1x , 3x  и 5x  являются устойчивыми точками покоя
дифференциального уравнения (3), то есть точками стабилизации сети, поэтому такую
сеть можно назвать трехстабильной.

Рис. 1. Явление трехстабильности в неустойчивых сетях множественного доступа

Поведение траекторий асимптотического среднего )(τx  в зависимости от начальных
условий отображено на графиках, представленных в диссертационной работе. Плот-
ность распределения вероятностей (8) значений процесса )(τz  функционирования сети
для рассматриваемого случая является трехмодальной. Ее вид изображен на рис. 2.
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Рис. 2. Трехмодальная плотность распределения вероятностей )(zF

Рассматривается функционирование сети в случайной среде, управляемой цепью
Маркова с четырьмя состояниями. В работе подобраны значения параметров, при кото-
рых возникает явление четырехстабильности. Плотность распределения вероятностей
(8) значений процесса )(τz  для данного случая является четырехмодальной. Ее вид изо-
бражен на рис. 3.

Рис. 3. Четырехмодальная плотность распределения вероятностей )(zF
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В работе также подобраны значения параметров, при которых в сетях множествен-
ного доступа может возникать явление пятистабильности. Представлен график соответ-
ствующей пятимодальной плотности )(zF . В общем случае показано, что для сетей
множественного доступа, функционирующих в случайной среде, уравнение (9) может
иметь S2  корней, где S  – число состояний случайной среды (управляющей цепи Мар-
кова), из которых S  корней будут являться устойчивыми точками покоя дифференци-
ального уравнения (3), то есть точками стабилизации сети множественного доступа. Та-
ким образом, в рассматриваемых сетях может возникать явление многостабильности.
Данный результат является своего рода обобщением результатов работ других авторов,
исследовавших явления моностабильности или бистабильности в сетях множественного
доступа. Важно подчеркнуть, что многомодальность плотности )(zF  объясняется зна-
копеременностью коэффициента переноса )(zA , определяемого равенством (6).

Временем стабильного функционирования сети случайного доступа в окрестности
точки стабилизации назовем интервал времени )(τT , в течение которого процесс )(τz
находится в окрестности этой точки до достижения ближайшей неустойчивой точки.
Исследуется среднее значение длительности интервала времени )(τT .

Теорема 4. Среднее значение продолжительности интервала времени )(τT , при ус-
ловии, что в начальный момент времени τ  значение процесса )(τz  равно z , имеет вид

2
)(
)(2

1
)(
)(2

22

2
)1(2

22

)1(2

)1(2
22

)(
12)( CdgeCdve

vB
zE

s

g

sx

s

v

sx
x

z

du
uB
uA

g

x

du
uB
uA

+















∫

⋅
















+
∫

ε
−= ∫ ∫ −

−

−
ε

−
ε

,

где )(zA  определяется равенством (6), )(zB  определяется равенством (7), 1C  и 2C  –
произвольные константы, которые для точки стабилизации 1x  определяются краевыми
условиями 0)0( =E , 0)( 2 =′ xE , а для точек 12 −sx , Ss ,...,3,2=  определяются краевыми
условиями 0)( )1(2 =′ −sxE , 0)( 2 =′ sxE .

Во второй главе рассматривается математическая модель сети множественного
доступа с оповещением о конфликте в виде однолинейной СМО, на вход которой по-
ступают заявки от конечного числа N  АС. Время генерирования заявки от одной АС
имеет экспоненциальное распределение с параметром N/λ . Суммарный поток требова-
ний от всех АС поступает на обслуживание. Прибор этой СМО может находиться в од-
ном из трех состояний: 0=k , если он свободен; 1=k , если он занят обслуживанием за-
явки; 2=k , если на приборе реализуется этап оповещения о конфликте. Заявка, застав-
шая в момент поступления прибор свободным, начинает немедленно обслуживаться.
Если в течение обслуживания этой заявки другие требования на прибор не поступают,
то исходная заявка по завершении обслуживания покидает систему. Если во время об-
служивания одной заявки поступает другая, то возникает конфликт. От этого момента
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начинается этап оповещения о конфликте. Заявки, попавшие в конфликт, а также посту-
пившие на этапе оповещения о конфликте, переходят в источник повторных вызовов
(ИПВ). Повторное обращение заявок к прибору из ИПВ происходит после случайной
задержки, продолжительность которой имеет экспоненциальное распределение с пара-
метром N/γ . Число заявок в ИПВ обозначим i . Длины интервалов оповещения о кон-
фликте также имеют экспоненциальное распределение с параметром a/1 .

Математическая модель случайной среды аналогична модели случайной среды, рас-
смотренной в первой главе. Влияние случайной среды на функционирование сети связи
определяется аналогичным образом.

В силу свойств приведенной математической модели, трехмерный случайный про-
цесс )}(),(),({ tstitk , является цепью Маркова с непрерывным временем.

Обозначим ),,())(,)(,)(( tsiPstsitiktkP k==== . Распределение ),,( tsiPk  удовлетво-
ряет системе дифференциальных уравнений Колмогорова
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∂
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Данная система исследуется методом асимптотического анализа в условиях большо-
го количества АС ∞→N . Для этого выполняется замена

2/1 ε=N , τ=ε t2 , yxi ε+τ=ε )(2 , ),,,(),,(1
ετ=

ε
syHtsiP kk .

Доказываются следующие теоремы.
Теорема 5. Асимптотически при ∞→N  распределение вероятностей )(xRk  со-

стояний k  канала имеет вид

,
)())1((2))1((

)()1()( 20 xxxxxa
xxxxR

ψ+γ+−λ+γ+−λ
ψ+γ+−λ

=

,
)())1((2))1((

)1()( 21 xxxxxa
xxxR

ψ+γ+−λ+γ+−λ
γ+−λ

=

,
)())1((2))1((

))1(()( 2

2

2 xxxxxa
xxaxR

ψ+γ+−λ+γ+−λ
γ+−λ

=                            (10)
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где a , λ  и γ  заданы, )(τ= xx  – детерминированная функция, определяемая обыкновен-
ным дифференциальным уравнением

),()()1()( 1 xRxxx ψ−−λ=τ′                                          (11)
в котором )(xψ  есть величина вида

∑∑
==

µ=ψ
S

s

S

s
sxQsxQsx

1
1

1
1 ),(),()()( ,                                  (12)

здесь ),(1 sxQ  определяется решением 2,1,0),,( =ksxQk  системы

,),(),(1),()(),())1((
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1
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=

++µ=γ+−λ
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a
sxQssxQxx
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1101
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1∑
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1212

1
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и условием нормировки 1),(
2

0 1
=∑∑

= =k

S

s
k sxQ .

Теорема 6. Асимптотически при ∞→N  случайный процесс )(τy  определяется сто-
хастическим дифференциальным уравнением вида

)()()()()( τ+ττ′=τ dwxBdyxAdy x ,
где )(τw  есть стандартный винеровский процесс, )(xA  определяется равенством

),()()1()( 1 xRxxxA ψ−−λ=                                               (13)
функция )(xB  определяется равенством

+







γ+−λ

γ
+γ+−λψ+τ′= )()(

)1(
))1(()(2)()( 10

2 xRxR
xx

xxxaxxxB

)()()(
)1(

1)(1)(2 2
10 xRxRxa

xx
axx 








ψ−








γ+−λ

+τ′+ψ+ ,                     (14)

если выражение в правой части больше нуля, здесь параметры a , λ  и γ  заданы, )(xRk

есть распределения (10), )(xψ  определяется равенством (12).
По аналогии с первой главой проводится глобальная аппроксимация процесса

)/( 22 ετε i  изменения состояний сети процессом yxz ε+τ=τ )()( . Доказывается теорема.
Теорема 7. С точностью до )(εo  случайный процесс )(τz  является решением сто-

хастического дифференциального уравнения )()()()( τε+τ=τ dwzBdzAdz , где )(τw  есть
стандартный винеровский процесс, функция )(zA  определяется равенством (13), а
функция )(zB  определяется равенством (14).
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Следствие 7.1. Плотность распределения вероятностей значений процесса )(τz  из-
менения состояний сети имеет вид
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.                          (15)

Численное исследование проводится аналогично в условиях предельно редких из-
менений состояний случайной среды 0

21
→ssq . Уравнение для определения точек покоя

в этом случае имеет вид

∑
=

µ
µ+γ+−λ+γ+−λ

γ+−λ
=−λ

S

s
srs

sxxxxa
xxx

1
2 )()(

)())1((2))1((
)1()1( .                  (16)

Для примера рассмотрим случайную среду с двумя состояниями: 2,1=s . Определим
значения параметров: 985,0)1( =r , 015,0)2( =r , 1=a , 25,0=λ , 500=γ , 1)1( =µ ,

1000)2( =µ . На рис. 4 правая часть уравнения (16) изображена сплошной линией, а ле-
вая – пунктирной. Уравнение (16) при заданных параметрах имеет пять корней:

0009,01 =x , 0035,02 =x , 0321,03 =x , 1022,04 =x , 8513,05 =x , которые на рис. 1 соот-
ветствуют точкам пересечения изображенных линий. Из этих корней 1x , 3x , 5x  являют-
ся устойчивыми точками покоя дифференциального уравнения (11), то есть точками
стабилизации устойчивой сети, а поэтому такую сеть можно назвать трехстабильной.

Рис. 4. Явление трехстабильности в устойчивых сетях множественного доступа

Поведение траекторий асимптотического среднего )(τx  в зависимости от начальных
условий отображено на графиках, представленных в диссертационной работе. Плот-
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ность распределения вероятностей (15) значений процесса )(τz  функционирования ус-
тойчивой сети для рассматриваемого случая является трехмодальной. График этой
плотности также представлен в диссертационной работе.

Теорема 8. Среднее значение длительности времени )(τT , при условии, что в на-
чальный момент времени τ  значение процесса )(τz  равно z , имеет вид
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где )(zA  определяется (13), )(zB  определяется (14), 1C  и 2C  – произвольные констан-
ты, которые для точки стабилизации 1x  определяются краевыми условиями 0)0( =E ,

0)( 2 =′ xE , для точек 12 −sx , Ss ,...,3,2=  определяются краевыми условиями
0)( )1(2 =′ −sxE , 0)( 2 =′ sxE , а для точки 1+Sx  краевыми условиями 0)( =′ SxE  и 0)1( =E .

В третьей главе рассматривается математическая модель сети множественного дос-
тупа с оповещением о конфликте аналогичная модели, рассмотренной в первой главе. В
качестве математической модели случайной среды рассматривается диффузионный
процесс, определяемый уравнением )()()()( tdwsdtstds β+α= . Влияние случайной среды
на функционирование сети определяется аналогичным образом.

В силу свойств данной математической модели, трехмерный случайный процесс
)}(),(),({ tstitk  является марковским процессом.

Обозначим ),,(/))(,)(,)(( tsiPdsdsstssitiktkP k=+<≤== .
Теорема 9. Распределение вероятностей ),,( tsiPk  удовлетворяет прямой системе

дифференциальных уравнений Колмогорова
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Полученная система исследуется методом асимптотического анализа в условиях
большой задержки 0→γ . Для этого выполняется замена, аналогичная (1).

В работе доказываются следующие теоремы.
Теорема 10. Асимптотически при 0→γ  распределение вероятностей )(xRk  состоя-

ний k  канала имеет вид

,
)()(2)(

)()( 20 xxxa
xxxR

ψ++λ++λ
ψ++λ

=     ,
)()(2)(

)( 21 xxxa
xxR

ψ++λ++λ
+λ

=

,
)()(2)(

)()( 2

2

2 xxxa
xaxR

ψ++λ++λ
+λ

=                                        (17)

где a  и λ  заданы, )(τ= xx  – детерминированная функция, определяемая обыкновенным
дифференциальным уравнением вида

),()()( 1 xRxx ψ−λ=τ′

в котором )(xψ  есть величина вида

∫∫
+∞

∞−

+∞

∞−

µ=ψ dssxQdssxQsx ),(),()()( 11 ,                                  (18)

здесь ),(1 sxQ  определяется решением 2,1,0),,( =ksxQk  системы

−+µ=+λ ),(1),()(),()( 210 sxQ
a

sxQssxQx { } { }),()(
2
1),()( 0

2
2

2

0 sxQs
s
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s

β
∂
∂

+α
∂
∂ ,

−+λ=µ++λ ),()(),())(( 01 sxQxsxQsx { } { }),()(
2
1),()( 1

2
2

2

1 sxQs
s

sxQs
s

β
∂
∂

+α
∂
∂ ,

−+λ= ),()(),(1
12 sxQxsxQ

a
{ } { }),()(

2
1),()( 2

2
2

2

2 sxQs
s

sxQs
s

β
∂
∂

+α
∂
∂

и условием нормировки 1),(
2

0
=∑ ∫

=

+∞

∞−k
k dssxQ .

Теорема 11. Асимптотически при 0→γ  случайный процесс )(τy  определяется сто-
хастическим дифференциальным уравнением вида

)()()()()( τ+ττ′=τ dwxBdyxAdy x ,
где )(τw  – стандартный винеровский процесс, функция )(xA  определяется равенством

),()()( 1 xRxxA ψ−λ=                                                    (19)
функция )(xB  определяется равенством















 ψ−

+λ
++λ

τ′++








+λ
++λ

ψ+τ′= )()()(1)()(1)()()()(2)()( 100

2

1
2 xRxRxa

x
xaxxR

x
xxaxRxxxB ,  (20)

если выражение в правой части больше нуля, здесь параметры a  и λ  заданы, )(xRk  есть
распределения (17), )(xψ  определяется равенством (18).
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Теорема 12. С точностью до )(εo  случайный процесс yxz ε+τ=τ )()(  является ре-
шением стохастического дифференциального уравнения )()()()( τε+τ=τ dwzBdzAdz , где

)(τw  есть стандартный винеровский процесс, функция )(zA  определяется равенством
(19), а функция )(zB  определяется равенством (20).

В работе найдена плотность распределения вероятностей значений процесса )(τz .
В четвертой главе рассматривается математическая модель сети множественного

доступа с оповещением о конфликте аналогичная модели, представленной в главе 1.
В качестве математической модели случайной среды рассматривается полумарков-

ский процесс )(ts  с непрерывным временем t  и конечным множеством состояний
Ss ,...,2,1= . Для определения процесса )(ts  задается стохастическая матрица

одношаговых вероятностей 
21ssp  переходов вложенной цепи Маркова

))(|)(( 12121
stsstsPp nnss === + , при этом 0=ssp , а также задается набор функций рас-

пределения )(xGs  значений времени пребывания полумарковского процесса в s -м со-
стоянии. Влияние случайной среды на функционирование сети определяется по анало-
гии с предыдущими главами.

В силу свойств приведенной математической модели трехмерный случайный вектор
)}(),(),({ tstitk  является полумарковским процессом. Марковизируем этот процесс мето-

дом дополнительной переменной. Введем переменную )(tζ , имеющую смысл длины
интервала времени от момента t  до момента смены текущего состояния среды, тогда
процесс изменения значений четырехмерного вектора )}(),(),(),({ ttstitk ζ  является мар-
ковским процессом.

Обозначим ),,,())(,)(,)(,)(( tsiPtstsitiktkP k ζ=ζ<ζ=== . Для распределения
),,,( tsiPk ζ  можно составить систему дифференциальных уравнений Колмогорова
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Данная система исследуется методом асимптотического анализа в условиях боль-
шой задержки 0→γ . Для этого выполняется замена

2ε=γ , τ=ε t2 , yxi ε+τ=ε )(2 , ),,,,(),,,(1
ετζ=ζ

ε
syHtsiP kk .

Теорема 13. Асимптотическое при 0→γ  среднее значение нормированного числа
заявок в ИПВ )(τx  – есть детерминированная функция, определяемая обыкновенным
дифференциальным уравнением вида

)()2()()()(' 120 xRxxRxxRx +λ+λ+−=τ ,
здесь )(xRk  определяется равенством
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),,(lim)( ,                                               (21)

в котором функции ),,( ζsxQk  определяются решением системы
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0 1
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Теорема 14. Асимптотически при 0→γ  случайный процесс )(τy  определяется сто-
хастическим дифференциальным уравнением вида

)()()()()( τ+ττ′=τ dwxBdyxAdy x ,
где )(τw  есть стандартный винеровский процесс, )(xA  определяется равенством

)()2()()()( 120 xRxxRxxRxA +λ+λ+−= ,                                (22)
функция )(xB  определяется равенством

[ ++λ−λ−++λ+λ+= )()2()()(2)()4()()()( )1(
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k
k xhxRxxRxxR ,                          (23)

если выражение в правой части больше нуля, здесь a  и λ  заданы, )(xRk  определяются
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равенствами (21), ∑
=∞→ζ
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Теорема 15. С точностью до )(εo  случайный процесс yxz ε+τ=τ )()(  является ре-
шением стохастического дифференциального уравнения )()()()( τε+τ=τ dwzBdzAdz , где

)(τw  есть стандартный винеровский процесс, функция )(zA  определяется равенством
(22), а функция )(zB  определяется равенством (23).

В работе найдена плотность распределения вероятностей значений процесса )(τz .
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