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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Àáåëåâû ãðóïïû ñîñòàâëÿþò îäèí èç âàæ-
íåéøèõ êëàññîâ ãðóïï, è èõ òåîðèÿ äîñòàòî÷íî õîðîøî ðàçðàáîòàíà. Ãëó-
áîêèå ñòðóêòóðíûå ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû Ïðþôåðîì, Óëüìîì, Êó-
ëèêîâûì äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ àáåëåâûõ ãðóïï, ÷òî ïîçâîëÿåò ðåøàòü ìíî-
ãèå çàäà÷è äëÿ ýòîãî êëàññà àáåëåâûõ ãðóïï. Èíîå ïîëîæåíèå äëÿ àáåëå-
âûõ ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ. Äàæå äëÿ ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ êîíå÷íîãî ðàí-
ãà íå èçâåñòíî íèêàêîé óäîáíîé ïîëíîé ñèñòåìû èíâàðèàíòîâ. Íà÷àëî
òåîðèè àáåëåâûõ ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ ïîëîæèëè ðàáîòû Ïîíòðÿãèíà [12],
Ìàëüöåâà [10], Êóðîøà [7], Êóëèêîâà [6], Äýððè [33].

Ñåðüåçíîå âëèÿíèå íà ðàçâèòèå òåîðèè àáåëåâûõ ãðóïï îêàçàëà ìî-
íîãðàôèÿ Ë. Ôóêñà [26] � [27]. Ðåçóëüòàòû ïîñëåäíèõ ëåò, êàñàþùèåñÿ
ñâÿçåé àáåëåâûõ ãðóïï è èõ êîëåö ýíäîìîðôèçìîâ, ìîæíî íàéòè â êíèãå
Êðûëîâà Ï.À., Ìèõàëåâà À.Â., Òóãàíáàåâà À.À. [5].

Âàæíåéøåé çàäà÷åé òåîðèè àáåëåâûõ ãðóïï ÿâëÿåòñÿ ïîèñê òî÷-
íûõ ñîîòíîøåíèé ìåæäó àáåëåâîé ãðóïïîé è åå êîëüöîì ýíäîìîðôèç-
ìîâ, â ÷àñòíîñòè, êàêîå âëèÿíèå îêàçûâàåò êîëüöåâàÿ ñòðóêòóðà êîëüöà
ýíäîìîðôèçìîâ íà ñîîòâåòñòâóþùèå ãðóïïû. Èìååòñÿ ðÿä êëàññîâ êîëåö,
ñòðîåíèå êîòîðûõ äîñòàòî÷íî õîðîøî èçó÷åíî. Ìîæíî áûëî áû èññëåäî-
âàòü èõ ðîëü êàê êîëåö ýíäîìîðôèçìîâ. Ýòà ïðîãðàììà áûëà ïðåäëîæå-
íà Ñåëå [41] è ïîñëóæèëà íà÷àëîì ìíîãî÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèé â ýòîì
íàïðàâëåíèè. Çíà÷èòåëüíûõ óñïåõîâ â ðàññìîòðåíèè ñâÿçåé ìåæäó ñâîé-
ñòâàìè ãðóïïû è ñâîéñòâàìè åå êîëüöà ýíäîìîðôèçìîâ äîñòèãëè Øóëüö,
Àëüáðåõò, Ðàíãñâàìè, Èâàíîâ, Êðûëîâ è äðóãèå àâòîðû (ñì. [5], [26], [27]).

Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ âîïðîñ î âçàèìîîòíîøåíèè àáåëåâîé ãðóïïû
è öåíòðà åå êîëüöà ýíäîìîðôèçìîâ. ßñíî, ÷òî öåíòð êîëüöà ýíäîìîð-
ôèçìîâ äàåò, âîîáùå ãîâîðÿ, ìåíüøå ñâåäåíèé î ãðóïïå, ÷åì åå êîëüöî
ýíäîìîðôèçìîâ. Íåñìîòðÿ íà ýòîò ôàêò â äàííîì íàïðàâëåíèè òàêæå
ïîëó÷åí ðÿä èíòåðåñíûõ ðåçóëüòàòîâ.

Íàïðèìåð, öåíòð êîëüöà ýíäîìîðôèçìîâ àáåëåâîép-ãðóïïû ñîñòîèò
èç óìíîæåíèé íà öåëûå p-àäè÷åñêèå ÷èñëà èëè íà âû÷åòû ïî ìîäóëþ pk

â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ÿâëÿåòñÿ ëè ýòà ãðóïïà íåîãðàíè÷åííîé èëè pk

ñëóæèò íàèìåíüøåé âåðõíåé ãðàíüþ ïîðÿäêîâ åå ýëåìåíòîâ [27].
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ áîëüøèíñòâà àáåëåâûõ ãðóïï ôàêò ïðèíàä-

ëåæíîñòè íåêîòîðîãî îòîáðàæåíèÿ ãðóïïû â ñåáÿ öåíòðó êîëüöà ýíäî-
ìîðôèçìîâ ñëåäóåò èç ïåðåñòàíîâî÷íîñòè äàííîãî îòîáðàæåíèÿ ñî âñåìè
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ýíäîìîðôèçìàìè ãðóïïû. Ïðè ýòîì àáåëåâà ãðóïïà ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê
ëåâûé ìîäóëü íàä ñâîèì êîëüöîì ýíäîìîðôèçìîâ. Àáåëåâû ãðóïïû, îá-
ëàäàþùèå ýòèì ñâîéñòâîì, áóäåì íàçûâàòü ýíäîìîðôíûìè. Èçó÷åíèþ
ýíäîìîðôíûõ ìîäóëåé íàä ïðîèçâîëüíûì êîëüöîì ïîñâÿùåíû ðàáîòû
[34] � [36].

Ê èçó÷åíèþ öåíòðà êîëüöà ýíäîìîðôèçìîâ àáåëåâûõ ãðóïï ìîæíî
ïîäîéòè ñ äðóãîé ñòîðîíû.

Èçâåñòíûé ðåçóëüòàò Áýðà è Êàïëàíñêîãî [27, òåîðåìà 108.1.] îá
îïðåäåëÿåìîñòè ïåðèîäè÷åñêèõ àáåëåâûõ ãðóïï ñâîèì êîëüöîì ýíäîìîð-
ôèçìîâ â êëàññå ïåðèîäè÷åñêèõ ãðóïï ïîëîæèë íà÷àëî ìíîãî÷èñëåííûì
èññëåäîâàíèÿì â ýòîì íàïðàâëåíèè. Êëàññû àáåëåâûõ ãðóïï, â êîòîðûõ
èìååò ìåñòî òåîðåìà Áýðà � Êàïëàíñêîãî, À.Ì. Ñåáåëüäèí íàçûâàåòEI-
êëàññàìè è îïèñûâàåò îäèí äîñòàòî÷íî øèðîêèéEI-êëàññ. Çàìåòèì, ÷òî
êëàññ âñåõ ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ òàêîâûì íå ÿâëÿåòñÿ. Îá îïðåäåëÿåìîñòè
ãðóïï èõ êîëüöàìè ýíäîìîðôèçìîâ ñì. òàêæå [15] � [19].

Òàêîé æå âîïðîñ, êàê äëÿ êîëüöà ýíäîìîðôèçìîâE(A) ãðóïïû A,
ñòîèò äëÿ åãî ìóëüòèïëèêàòèâíîé ïîëóãðóïïûE•(A), íàçûâàåìîé ïîëó-
ãðóïïîé ýíäîìîðôèçìîâ ãðóïïûA. Ïðîáëåìó îïðåäåëÿåìîñòè àáåëåâûõ
ãðóïï èõ ìóëüòèïëèêàòèâíûìè ïîëóãðóïïàìè ðàññìàòðèâàëè Ïóóñåìï
([13], [14]) è Ñåáåëüäèí (ñì., íàïðèìåð, [20]). Â ñâÿçè ñ âûøåóêàçàííûì
ïðåäñòàâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì èçó÷àòü âîïðîñ îïðåäåëÿåìîñòè àáåëåâûõ
ãðóïï öåíòðîì èõ êîëüöà ýíäîìîðôèçìîâ.

À.Â. Ìèõàëåâ óêàçàë íà âàæíóþ ðîëü ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ñâîéñòâ
â ñòðóêòóðíîé òåîðèè êîëåö (ò.å. ñâîéñòâ, âûðàçèìûõ â ÿçûêå ìóëüòè-
ïëèêàòèâíîé ïîëóãðóïïû êîëüöà). Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ îñîáûé èíòåðåñ
ïðåäñòàâëÿåò âîïðîñ î òîì, êîãäà âñå ìóëüòèïëèêàòèâíûå èçîìîðôèçìû
êîëüöà ÿâëÿþòñÿ êîëüöåâûìè èçîìîðôèçìàìè [11]. Òàêèå êîëüöà íàçû-
âàþòñÿ êîëüöàìè ñ îäíîçíà÷íûì ñëîæåíèåì, èëè êðàòêîUA-êîëüöàìè
(ñì. [11], [37], [42]).

Îáîáùåíèåì ïîíÿòèÿ UA-êîëüöà ñëóæèò ïîíÿòèå UA-ìîäóëÿ èëè
ìîäóëÿ ñ îäíîçíà÷íûì ñëîæåíèåì. Äëÿ òàêîãî ìîäóëÿ âñå âçàèìíî îä-
íîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ, êîììóòèðóþùèå ñ ýëåìåíòàìè êîëüöà, â ëþáîé
äðóãîé ìîäóëü íàä ýòèì æå êîëüöîì ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôèçìàìè ìîäóëåé.
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïî äàííîé òåìå ìîæíî íàéòè â ðàáîòå [38]. Ñî-
ãëàñíî îïðåäåëåíèþ, íà àääèòèâíîé ãðóïïå UA-ìîäóëÿ íåâîçìîæíî çà-
äàòü íîâîå ñëîæåíèå, íå èçìåíÿÿ ïðè ýòîì ïðàâèëà óìíîæåíèÿ ýëåìåíòîâ
êîëüöà íà ýëåìåíòû ãðóïïû.
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Ðàáîòà ïîñâÿùåíà ïîèñêó ýíäîìîðôíûõ ãðóïï â íåêîòîðûõ èçâåñò-
íûõ êëàññàõ àáåëåâûõ ãðóïï, îïèñàíèþ ãðóïï, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿUA-
ìîäóëÿìè íàä êîëüöîì öåëûõ ÷èñåë è êîëüöîì ýíäîìîðôèçìîâ, à òàêæå
ðåøåíèþ áëèçêèõ âîïðîñîâ.

Öåëü ðàáîòû: èññëåäîâàòü àáåëåâû ãðóïïû, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ
UA-ìîäóëÿìè íàä ñâîèì êîëüöîì ýíäîìîðôèçìîâ, êîëüöîì öåëûõ ÷èñåë,
îïèñàòü ýíäîìîðôíûå àáåëåâû ãðóïïû, ðàññìîòðåòü âîïðîñ îïðåäåëÿå-
ìîñòè àáåëåâîé ãðóïïû öåíòðîì åå êîëüöà ýíäîìîðôèçìîâ â íåêîòîðûõ
êëàññàõ àáåëåâûõ ãðóïï.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà: âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.
Â ðàáîòå:

1. Íàéäåíû âñå àáåëåâû ãðóïïû, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿUA-ìîäóëÿìè íàä
êîëüöîì öåëûõ ÷èñåë.

2. Îïèñàíû âñå ýíäîìîðôíûå àáåëåâû ãðóïïû áåç êðó÷åíèÿ ðàíãà 2 è
3, ïîêàçàíî, ÷òî ëþáàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà, à òàêæå ëþáàÿ ñåïà-
ðàáåëüíàÿ ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ ýíäîìîðôíîé.

3. Èññëåäóåòñÿ âîïðîñ îïðåäåëÿåìîñòè àáåëåâûõ ãðóïï öåíòðîì ñâîåãî
êîëüöà ýíäîìîðôèçìîâ â ðàçëè÷íûõ êëàññàõ àáåëåâûõ ãðóïï.

Ïðàêòè÷åñêàÿ è òåîðåòè÷åñêàÿ öåííîñòü.Ðàáîòà èìååò òåîðå-
òè÷åñêîå çíà÷åíèå. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè èçó-
÷åíèè âçàèìîñâÿçåé àáåëåâîé ãðóïïû è åå êîëüöà ýíäîìîðôèçìîâ, öåíòðà
êîëüöà ýíäîìîðôèçìîâ.

Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû íàñòîÿùåé äèñ-
ñåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ½Ìàëüöåâñêèå
÷òåíèÿ“ (Íîâîñèáèðñê, 2004 ã.), íà ñèìïîçèóìå ïî òåîðèè àáåëåâûõ ãðóïï
(Áèéñê, 2005, 2006 ã.), íà àëãåáðàè÷åñêèõ ñåìèíàðàõ ÌÏÃÓ (ìàðò, 2005
ã.), ÒÃÓ (ìàé, 2005 ã., îêòÿáðü, 2006 ã.), ÍÃÏÓ, íà Íèæåãîðîäñêîé ñåññèè
ìîëîäûõ ó÷åíûõ (Ñàðîâ, 2003 - 2006 ãã.).

Ïóáëèêàöèè.Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè îòðàæåíî â 7 ïóá-
ëèêàöèÿõ ([44] � [50]). Â ñîâìåñòíûõ ðàáîòàõ [46], [47], [50] ïîñòàíîâêà
çàäà÷è è âûáîð ìåòîäà èññëåäîâàíèÿ ïðèíàäëåæèò Î.Â. Ëþáèìöåâó, â
ðàáîòå [48] � À.Ì. Ñåáåëüäèíó. Äèññåðòàíòó ïðèíàäëåæàò ôîðìóëèðîâ-
êè è äîêàçàòåëüñòâà âñåõ òåîðåì.
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Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ
ãëàâ, ñïèñêà ëèòåðàòóðû, ñïèñêà îáîçíà÷åíèé. Ãëàâà I ñîäåðæèò ïÿòü ïà-
ðàãðàôîâ, ãëàâà II � òðè ïàðàãðàôà, ãëàâà III � äâà ïàðàãðàôà. Ðàáîòà
èçëîæåíà íà 81 ñòðàíèöå.

ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÄÈÑÑÅÐÒÀÖÈÈ

Äàëåå ïîä ñëîâîì ½ãðóïïà“ ïîíèìàåòñÿ ½àáåëåâà ãðóïïà“. Âñå êîëü-
öà, ðàññìàòðèâàåìûå â ðàáîòå, � àññîöèàòèâíûå ñ 1.

Âî ââåäåíèè îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü âûáðàííîãî íàïðàâëå-
íèÿ èññëåäîâàíèÿ, ïðèâîäèòñÿ êðàòêèé îáçîð ðàáîò ïî òåìå äèññåðòàöèè
è ñìåæíûì âîïðîñàì, à òàêæå êðàòêî èçëàãàþòñÿ ïîëó÷åííûå â äèññåð-
òàöèè ðåçóëüòàòû.

Â ñïåöèàëüíîì ðàçäåëå ñîáðàíû îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è íåêîòîðûå
èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû, èñïîëüçóåìûå â ðàáîòå.

Ïåðâàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ýíäîìîðôíûì ãðóïïàì.
Ïóñòü R � àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé è V, W � óíèòàðíûå

ëåâûå R-ìîäóëè. Ìíîæåñòâî

MR(V, W ) = {f : V → W |f(rx) = rf(x), r ∈ R, x ∈ V }

ÿâëÿåòñÿ ïî÷òèêîëüöîì îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è êîìïîçèöèè
îòîáðàæåíèé.

Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà MR(V,W ) íàçûâàþòñÿ R-îäíîðîäíûìè îòîá-
ðàæåíèÿìè. Åñëè V = W , òî âìåñòî MR(V, V ) áóäåì ïèñàòü MR(V ).

ßñíî, ÷òî ìíîæåñòâîMR(V ) ñîäåðæèò êîëüöîER(V ) âñåõ ýíäîìîð-
ôèçìîâ R-ìîäóëÿ V .

R-ìîäóëü V ýíäîìîðôåí, åñëè

MR(V ) = ER(V )([35]).

Àáåëåâà ãðóïïà íàçûâàåòñÿ ýíäîìîðôíîé, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ ýíäî-
ìîðôíûì ìîäóëåì íàä ñâîèì êîëüöîì ýíäîìîðôèçìîâ. Ïîíÿòíî, ÷òî â
ýòîì ñëó÷àå

ME(G)(G) = Z(E(G)).

Ëåììà 10. Ïóñòü G =
⊕

i∈I Gi � àáåëåâà ãðóïïà è âñå ñëàãàåìûå
Gi (i ∈ I) ýíäîìîðôíû. Òîãäà ãðóïïà G ýíäîìîðôíà.
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Â ïåðâîì ïàðàãðàôå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî âñÿêàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóï-
ïà, à òàêæå ëþáàÿ ñåïàðàáåëüíàÿ ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ ýíäî-
ìîðôíûìè. Â äîêàçàòåëüñòâå ýòîãî ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåòñÿ ëåììà 10,
êîòîðàÿ, â ïåðâîì ñëó÷àå ïîçâîëÿåò ïåðåéòè ê ïðèìàðíûì êîìïîíåíòàì
ãðóïïû, à âî âòîðîì � ê ïðÿìûì ñëàãàåìûì ðàíãà 1. Ñòîèò îòìåòèòü,
÷òî ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñàìîé ëåììû 10 ðåøàþùóþ ðîëü èãðàåò íàëè-
÷èå â êîëüöå ýíäîìîðôèçìîâ ãðóïïû, ÿâëÿþùåéñÿ ïðÿìîé ñóììîé ýíäî-
ìîðôíûõ ãðóïï, ïîëíîé îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìû èäåìïîòåíòîâ (ïðîåêöèé
íà ïðÿìûå ñëàãàåìûå) è òîò ôàêò, ÷òî âñÿêîå îäíîðîäíîå îòîáðàæåíèå
ïåðåâîäèò ïðÿìîå ñëàãàåìîå ãðóïïû â ñåáÿ. Âîîáùå ãîâîðÿ, ëåììà 10
ñëóæèò äîñòàòî÷íî ñèëüíûì èíñòðóìåíòîì ïðè äîêàçàòåëüñòâå ìíîãèõ
óòâåðæäåíèé äèññåðòàöèè. Íàïðèìåð, èç äàííîé ëåììû è òåîðåì 1.1. è
1.2. ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî àáåëåâà ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ýíäîìîðôíîé, åñëè åå ðå-
äóöèðîâàííàÿ ÷àñòü ýíäîìîðôíà. Èëè, ðàñùåïëÿþùàÿñÿ àáåëåâà ãðóïïà
ýíäîìîðôíà, åñëè åå ÷àñòü áåç êðó÷åíèÿ ýíäîìîðôíà.

Òåîðåìà 1.1. Ñåïàðàáåëüíûå ãðóïïû áåç êðó÷åíèÿ ýíäîìîðôíû.
Òåîðåìà 1.2. Ïåðèîäè÷åñêèå ãðóïïû ýíäîìîðôíû.
Ñëåäñòâèå 1.3. Åñëè ðåäóöèðîâàííàÿ ÷àñòü R(G) ãðóïïû

G = R(G)
⊕

D(G)

ÿâëÿåòñÿ ýíäîìîðôíîé ãðóïïîé, òî ãðóïïàG ýíäîìîðôíà.
Ñëåäñòâèå 1.4. Ñìåøàííàÿ ðàñùåïëÿþùàÿñÿ ãðóïïà ýíäîìîðôíà,

åñëè åå ÷àñòü áåç êðó÷åíèÿ ýíäîìîðôíà.
Âòîðîé ïàðàãðàô öåëèêîì ïîñâÿùåí ãðóïïàì áåç êðó÷åíèÿ êîíå÷-

íîãî ðàíãà. Çäåñü äîêàçûâàþòñÿ îáùèå óòâåðæäåíèÿ äëÿ ãðóïï äàííîãî
êëàññà. Íàïðèìåð, ñâîéñòâî ýíäîìîðôíîñòè ãðóïïû ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ïå-
ðåõîäå ê êâàçèðàâíîé ãðóïïå. Áîëåå òîãî, êâàçèðàâíûå ãðóïïû èìåþò
êâàçèðàâíûå ïî÷òèêîëüöàE-îäíîðîäíûõ îòîáðàæåíèé (òåîðåìà 1.5.). Èç
ýòîãî ôàêòà, à òàêæå òåîðåìû 1.1. ñëåäóåò, ÷òî ïî÷òè âïîëíå ðàçëîæè-
ìûå ãðóïïû áåç êðó÷åíèÿ ýíäîìîðôíû. Îñîáûé èíòåðåñ çäåñü âûçûâàåò
òåîðåìà 1.7., ïîñêîëüêó îíà îõâàòûâàåò äîñòàòî÷íî áîëüøîé êëàññ ãðóïï
� ñèëüíî íåðàçëîæèìûõ àáåëåâûõ ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ êîíå÷íîãî ðàíãà,
ñîâïàäàþùèõ ñî ñâîèì îáîáùåííûì ïñåâäîöîêîëåì, è ïîçâîëÿåò îïèñàòü
åùå áîëüøèé êëàññ � êëàññ íåïðèâîäèìûõ ãðóïï êîíå÷íîãî ðàíãà.

Òåîðåìà 1.5. Ïóñòü A è B � êâàçèðàâíûå ãðóïïû áåç êðó÷åíèÿ è
A � ýíäîìîðôíàÿ ãðóïïà. Òîãäà ãðóïïàB ýíäîìîðôíà.
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Ñëåäñòâèå 1.6. Ïî÷òè âïîëíå ðàçëîæèìûå ãðóïïû ýíäîìîðôíû.
Òåîðåìà 1.7. Ïóñòü G � ñèëüíî íåðàçëîæèìàÿ ãðóïïà áåç êðó÷å-

íèÿ êîíå÷íîãî ðàíãà è G = Soc G. Ãðóïïà G ýíäîìîðôíà òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà G íåïðèâîäèìà.

Ñëåäñòâèå 1.8.Íåïðèâîäèìûå ãðóïïû áåç êðó÷åíèÿ êîíå÷íîãî ðàí-
ãà ýíäîìîðôíû.

Â òðåòüåì ïàðàãðàôå îïèñûâàþòñÿ ýíäîìîðôíûå ãðóïïû áåç êðó-
÷åíèÿ ðàíãà 2. Ïðè ýòîì ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåòñÿ îïèñàíèå òàêèõ ãðóïï
è èõ êîëåö êâàçèýíäîìîðôèçìîâ, ïîëó÷åííîå Àðíîëüäîì [31]. Îêàçûâà-
åòñÿ, ÷òî æåñòêèå ãðóïïû áåç êðó÷åíèÿ ðàíãà 2 íå ÿâëÿþòñÿ ýíäîìîðô-
íûìè, è òîëüêî îíè. Áîëåå òîãî, ëþáàÿ æåñòêàÿ ãðóïïà ðàíãà áîëüøå 1
íå ÿâëÿåòñÿ ýíäîìîðôíîé.

Òåîðåìà 1.12. Ïóñòü G � ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ ðàíãà 2.
Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) Ãðóïïà G ýíäîìîðôíà,
2) Ãðóïïà G íå ÿâëÿåòñÿ æåñòêîé.

Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå èññëåäîâàíèþ ïîäâåðãàþòñÿ àáåëåâû ãðóï-
ïû áåç êðó÷åíèÿ ðàíãà 3. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíûõ óòâåðæäåíèé äàííîãî
ïàðàãðàôà îïèðàåòñÿ íà îïèñàíèå êîëåö êâàçèýíäîìîðôèçìîâ àáåëåâûõ
ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ ðàíãà 3, ïîëó÷åííîå ×åðåäíèêîâîé [28] � [30].

Òåîðåìà 1.14.Ïóñòü G � ñèëüíî íåðàçëîæèìàÿ ãðóïïà áåç êðó÷å-
íèÿ ðàíãà 3 òàêàÿ, ÷òî G 6= Soc G. Ãðóïïà G íå ÿâëÿåòñÿ ýíäîìîðôíîé
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà dimE(G) = 2.

Òåîðåìà 1.22. Ïóñòü G = A
⊕

B, ãäå A � àáåëåâà ãðóïïà áåç
êðó÷åíèÿ ðàíãà 1, B � ñèëüíî íåðàçëîæèìàÿ ãðóïïà ðàíãà 2.

Ãðóïïà G íå ÿâëÿåòñÿ ýíäîìîðôíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
îäíîâðåìåííî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. E(B) ∼= Q,
2. Hom(B,A) = 0,

3. r(Hom(A, B)) = 1 èëè Hom(A,B) = 0.

Äàëåå çàìåòèì, ÷òî ðåçóëüòàòû ïàðàãðàôîâ 3 è 4 ïîçâîëÿþò ïðîâå-
ñòè àíàëîãèþ ñî ñâîéñòâîì ÷èñòîòû ìîäóëåé, ïîíèìàåìîé ïî Ï. Êîíó.

Ñëåäñòâèå 1.13.Àáåëåâà ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ ðàíãà 2 ýíäîìîðôíà
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî ïðîñòûì èëè ÷èñòî
ïîëóïðîñòûì ìîäóëåì íàä ñâîèì êîëüöîì ýíäîìîðôèçìîâ.
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Ñëåäñòâèå 1.15. Ñèëüíî íåðàçëîæèìàÿ àáåëåâà ãðóïïà áåç êðó÷å-
íèÿ ðàíãà 3, íå ñîâïàäàþùàÿ ñî ñâîèì ïñåâäîöîêîëåì, ýíäîìîðôíà òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà íå ñîäåðæèò ñåðâàíòíûõ ïîäìîäóëåé.

Ïîä ýíäîñâîéñòâîì ãðóïïû áóäåì ïîíèìàòü åå ñâîéñòâî êàê ìîäó-
ëÿ íàä êîëüöîì ýíäîìîðôèçìîâ. Íàïðèìåð, ýíäîàðòèíîâà ãðóïïà � ýòî
ãðóïïà, ÿâëÿþùàÿñÿ àðòèíîâûì ìîäóëåì íàä ñâîèì êîëüöîì ýíäîìîð-
ôèçìîâ.

Ïÿòûé ïàðàãðàô ïîñâÿùåí îïèñàíèþ ýíäîìîðôíûõ ãðóïï, îáëàäà-
þùèõ íåêîòîðûì ýíäîñâîéñòâîì.

Òåîðåìà 1.23. Äèñòðèáóòèâíûå ìîäóëè ýíäîìîðôíû.
Ñëåäñòâèå 1.24. Ëþáîé íåïðèâîäèìûé ìîäóëü ýíäîìîðôåí.
Ñëåäñòâèå 1.25. Ëþáîé öåïíîé ìîäóëü ýíäîìîðôåí.
Ñëåäñòâèÿ 1.26. � 1.28. âûòåêàþò èç ëåììû 10 è òåîðåìû 1.7. íàñòî-

ÿùåé äèññåðòàöèè, à òàêæå òåîðåìû 9.2., òåîðåìû 11.4., ñëåäñòâèÿ 11.9.
êíèãè [5].

Ñëåäñòâèå 1.26. Ýíäîàðòèíîâû ãðóïïû ýíäîìîðôíû.
Ñëåäñòâèå 1.27. Ýíäîíåòåðîâû ãðóïïû áåç êðó÷åíèÿ êîíå÷íîãî

ðàíãà ýíäîìîðôíû.
Ñëåäñòâèå 1.28.Ýíäîêîíå÷íûå àáåëåâû ãðóïïû áåç êðó÷åíèÿ ñ ïî-

ëóïåðâè÷íûì êîëüöîì ýíäîìîðôèçìîâ ýíäîìîðôíû.
Ïóñòü R � àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé, V � óíèòàðíûé ëå-

âûé R-ìîäóëü. ÌîäóëüV íàçûâàåòñÿìîäóëåì ñ îäíîçíà÷íûì ñëîæåíèåì
(UA-ìîäóëåì), åñëè íåâîçìîæíî çàäàòü íîâîå ñëîæåíèå íà ìíîæåñòâåV ,
íå èçìåíÿÿ ïðè ýòîì äåéñòâèÿ êîëüöàR íà V .

Âî âòîðîé ãëàâå ïîëó÷åíî îïèñàíèå àáåëåâûõ ãðóïï, ÿâëÿþùèõñÿ
UA-ìîäóëÿìè íàä êîëüöîì öåëûõ ÷èñåë, èçó÷àþòñÿ ñåïàðàáåëüíûå àáå-
ëåâû ãðóïïû áåç êðó÷åíèÿ è ïåðèîäè÷åñêèå àáåëåâû ãðóïïû êàê UA-
ìîäóëè íàä ñâîèì êîëüöîì ýíäîìîðôèçìîâ, à òàêæå ðàññìàòðèâàþòñÿ
ïî÷òè âïîëíå ðàçëîæèìûå End − UA-ãðóïïû áåç êðó÷åíèÿ êîíå÷íîãî
ðàíãà.

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ðåøàåòñÿ çàäà÷à îòûñêàíèÿUA-ìîäóëåé íàä
êîëüöîì öåëûõ ÷èñåë.

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü A � ñìåøàííàÿ àáåëåâà ãðóïïà. Z-ìîäóëü A

ÿâëÿåòñÿ UA-ìîäóëåì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

r0(A) = 1 è T (A) ∼= Z(2).
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Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü A � àáåëåâà ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ. Z-ìîäóëü
A ÿâëÿåòñÿ UA-ìîäóëåì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà r(A) = 1.

Òåîðåìà 2.3. Ïóñòü A =
⊕

p∈P Ap � ïåðèîäè÷åñêàÿ àáåëåâà ãðóï-
ïà. Òîãäà ãðóïïà A êàê Z-ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ UA-ìîäóëåì â òîì è òîëüêî
òîì ñëó÷àå, åñëè ãðóïïû Ap íåðàçëîæèìû äëÿ âñåõ p ∈ P èëè A2

∼=
Z(2)

⊕
Z(2) è Ap íåðàçëîæèìû äëÿ âñåõ p ∈ P\{2}.

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå óäåëåíî âíèìàíèå çàäà÷å îïèñàíèÿ òåõ àáåëå-
âûõ ãðóïï, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ìîäóëÿìè ñ îäíîçíà÷íûì ñëîæåíèåì íàä
ñâîèì êîëüöîì ýíäîìîðôèçìîâ.

Ïðåäëîæåíèå 2.4. Ïóñòü A è B � àáåëåâû ãðóïïû, E = E(A)
� êîëüöî ýíäîìîðôèçìîâ ãðóïïû A è f ∈ ME(A,B) � E-îäíîðîäíàÿ
áèåêöèÿ. Òîãäà f(T (A)) = T (B), f(F (A)) = F (B).

Ïðåäëîæåíèå 2.5.Ïóñòü A � ïåðèîäè÷åñêàÿ àáåëåâà ãðóïïà,E =
E(A) � êîëüöî ýíäîìîðôèçìîâ ãðóïïû A, B � ïðîèçâîëüíàÿ àáåëåâà
ãðóïïà è f ∈ ME(A,B) � E-îäíîðîäíàÿ áèåêöèÿ. Òîãäà ãðóïïà B ÿâ-
ëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé, ïðè÷åì P (A) = P (B).

Ñëåäñòâèå 2.6. 1. Ïåðèîäè÷åñêèå àáåëåâû ãðóïïû ÿâëÿþòñÿ ìîäó-
ëÿìè ñ îäíîçíà÷íûì ñëîæåíèåì íàä ñâîèì êîëüöîì ýíäîìîðôèçìîâ;

2. Ñåïàðàáåëüíûå àáåëåâû ãðóïïû áåç êðó÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ ìîäóëÿ-
ìè ñ îäíîçíà÷íûì ñëîæåíèåì íàä ñâîèì êîëüöîì ýíäîìîðôèçìîâ.

Íàïîìíèì, ÷òî êîëüöî R íàçûâàåòñÿ êîëüöîì ñ îäíîçíà÷íûì ñëî-
æåíèåì (UA-êîëüöîì), åñëè íà åãî ìóëüòèïëèêàòèâíîé ïîëóãðóïïå(R, ∗)
ìîæíî çàäàòü åäèíñòâåííóþ áèíàðíóþ îïåðàöèþ+, ïðåâðàùàþùóþ åå â
êîëüöî (R, ∗, +). Çàìåòèì, ÷òî êîëüöîR áóäåò UA-êîëüöîì òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà ëþáîé èçîìîðôèçì ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ïîëóãðóïï êîëåö
α : R → S ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì êîëåö ([11], [37], [42]).

Àáåëåâó ãðóïïó, èìåþùóþ UA-êîëüöî ýíäîìîðôèçìîâ, ìû, ñëåäóÿ
[8], [9], áóäåì íàçûâàòü End− UA-ãðóïïîé.

Â òðåòüåì ïàðàãðàôå ðå÷ü èäåò î ïî÷òè âïîëíå ðàçëîæèìûõEnd−
UA-ãðóïïàõ áåç êðó÷åíèÿ êîíå÷íîãî ðàíãà.

Ïðÿìîå ñëàãàåìîå A ðàíãà 1 íàçûâàåòñÿ ïîëóñâÿçàííûì, åñëè â åãî
äîïîëíèòåëüíîì ïðÿìîì ñëàãàåìîì íàéäåòñÿ ïðÿìîå ñëàãàåìîå ðàíãà 1,
òèï êîòîðîãî ñðàâíèì ñ òèïîì A. Ïðè ýòîì ãðóïïó, êàæäîå ïðÿìîå ñëà-
ãàåìîå ðàíãà 1 êîòîðîé ïîëóñâÿçàíî, íàçîâåìïîëóñâÿçàííîé.

Ïóñòü Ω(G) � ìíîæåñòâî âñåõ òèïîâ ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ ðàíãà 1
ôèêñèðîâàííîãî ðàçëîæåíèÿ âïîëíå ðàçëîæèìîé ãðóïïûG.
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Òèï τ ∈ Ω(G) íàçîâåì èçîëèðîâàííûì, åñëè íèêàêîé äðóãîé òèï èç
Ω(G) íå ñðàâíèì ñ τ .

Òåîðåìà 2.7. Ïóñòü G � ïî÷òè âïîëíå ðàçëîæèìàÿ ãðóïïà áåç
êðó÷åíèÿ êîíå÷íîãî ðàíãà è A =

⊕n
i=1 Ai � åå ïîëíîå êâàçèðàçëîæåíèå.

Òîãäà G ÿâëÿåòñÿ End− UA-ãðóïïîé â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè
ìíîæåñòâî Ω(A) âñåõ òèïîâ êâàçèñëàãàåìûõ Ai íå ñîäåðæèò èçîëèðî-
âàííûõ òèïîâ.

Ñëåäñòâèå 2.8. Âïîëíå ðàçëîæèìàÿ àáåëåâà ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ
êîíå÷íîãî ðàíãà ÿâëÿåòñÿEnd−UA-ãðóïïîé â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå,
åñëè ìíîæåñòâî âñåõ ðàçëè÷íûõ òèïîâ ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ ðàíãà 1 íå
ñîäåðæèò èçîëèðîâàííûõ òèïîâ.

Ñëåäñòâèå 2.9.Ïóñòü G � ïî÷òè âïîëíå ðàçëîæèìàÿ ãðóïïà áåç
êðó÷åíèÿ è A =

⊕n
i=1 Ai � åå ïîëíîå êâàçèðàçëîæåíèå. Åñëè ìíîæåñòâî

Ω(A) íå ñîäåðæèò èçîëèðîâàííûõ òèïîâ è ãðóïïàG îïðåäåëÿåòñÿ ñâî-
èì êîëüöîì ýíäîìîðôèçìîâ â íåêîòîðîì êëàññå àáåëåâûõ ãðóïï, òî îíà
îïðåäåëÿåòñÿ ñâîåé ïîëóãðóïïîé ýíäîìîðôèçìîâ â ýòîì êëàññå.

Â òðåòüåé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîáëåìà îïðåäåëÿåìîñòè àáåëå-
âîé ãðóïïû öåíòðîì åå êîëüöà ýíäîìîðôèçìîâ.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî àáåëåâà ãðóïïà A ∈ X îïðåäåëÿåòñÿ öåíòðîì
ñâîåãî êîëüöà ýíäîìîðôèçìîâ E(A) â êëàññå àáåëåâûõ ãðóïï X, åñëè
âñÿêèé ðàç èç èçîìîðôèçìà CenE(A) ∼= CenE(B), ãäå B ∈ X, ñëåäóåò
èçîìîðôèçì A ∼= B. Ïîäêëàññ êëàññà X ãðóïï, îïðåäåëÿþùèõñÿ öåí-
òðîì ñâîåãî êîëüöà ýíäîìîðôèçìîâ â êëàññå àáåëåâûõ ãðóïïX, áóäåì
îáîçíà÷àòü ÷åðåç X(cent). Åñëè X(cent) ñîäåðæèòñÿ â íóëåâîì êëàññå
(ò.å. ëèáî X(cent) = {0}, ëèáî X(cent) = ∅), òî êëàññ X áóäåì íàçûâàòü
NC-êëàññîì. Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè íåêîòîðûé êëàññX àáåëåâûõ ãðóïï
ÿâëÿåòñÿNC-êëàññîì, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîé ãðóïïûG ∈ X íàé-
äåòñÿ íå èçîìîðôíàÿ åé ãðóïïàH ∈ X òàêàÿ, ÷òî CenE(G) ∼= CenE(H).

Êëàññ X íàçîâåì A-êëàññîì, åñëè ñ êàæäîé ãðóïïîé A ∈ X îí ñî-
äåðæèò è ïðÿìóþ ñóììó åå êîïèé Aα =

⊕
α A äëÿ ëþáîãî êàðäèíàëà

α. Êëàññ X íàçîâåì AB-êëàññîì, åñëè îí íå ÿâëÿåòñÿ A-êëàññîì, íî çà-
ìêíóò îòíîñèòåëüíî êîíå÷íûõ ïðÿìûõ ñóìì, òî åñòü A,B ∈ X âëå÷åò
A

⊕
B ∈ X.
Ïîëîæèì P (A) = {p ∈ P |pA = A}, ãäå P � ìíîæåñòâî âñåõ ïðîñòûõ

÷èñåë.
×åðåç A, F, L, Fcd, F1, Fn, Ffr, S îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî êëàñ-

ñû âñåõ àáåëåâûõ ãðóïï, àáåëåâûõ ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ, ïåðèîäè÷åñêèõ
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àáåëåâûõ ãðóïï, âïîëíå ðàçëîæèìûõ àáåëåâûõ ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ, àáå-
ëåâûõ ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ ðàíãà 1, âïîëíå ðàçëîæèìûõ àáåëåâûõ ãðóïï
áåç êðó÷åíèÿ ôèêñèðîâàííîãî êîíå÷íîãî ðàíãà n, âïîëíå ðàçëîæèìûõ
àáåëåâûõ ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ êîíå÷íîãî ðàíãà, ñåïàðàáåëüíûõ àáåëåâûõ
ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ.

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå èçó÷àåòñÿ âîïðîñ îïðåäåëÿåìîñòè ïåðèîäè÷å-
ñêèõ àáåëåâûõ ãðóïï öåíòðîì ñâîåãî êîëüöà ýíäîìîðôèçìîâ.

Ïðåäëîæåíèå 3.1. Ëþáîé A-êëàññ ÿâëÿåòñÿ NC-êëàññîì.
Ñëåäñòâèå 3.2. Êëàññû A, F, L, Fcd, S ÿâëÿþòñÿ NC-êëàññàìè.
Òåîðåìà 3.3. Ëþáîé AB-ïîäêëàññ L(AB) êëàññà L ÿâëÿåòñÿ NC-

êëàññîì.
Âî âòîðîì ïàðàãðàôå ðåøàåòñÿ çàäà÷à îïðåäåëÿåìîñòè àáåëåâîé

ãðóïïû â ðàçëè÷íûõ ïîäêëàññàõ êëàññà ñåïàðàáåëüíûõ àáåëåâûõ ãðóïï
áåç êðó÷åíèÿ.

Ëåììà 3.4. Ïóñòü G è H � àáåëåâû ãðóïïû áåç êðó÷åíèÿ ðàíãà 1
è τ(G) ≤ τ(H). Òîãäà CenE(G

⊕
H) ∼= E(G).

Ëåììà 3.5. Ïóñòü G, H � ñåïàðàáåëüíûå àáåëåâû ãðóïïû áåç êðó-
÷åíèÿ, r(H) = 1 è òèï ãðóïïû H áîëüøå òèïà ëþáîãî ïðÿìîãî ñëàãàåìî-
ãî ðàíãà 1 ãðóïïûG. Òîãäà öåíòð êîëüöàE(G

⊕
H) èçîìîðôåí ïîäêîëüöó

E êîëüöà E(H), ïðè÷åì P (E, +) = P (G).
Ñëåäñòâèå 3.6. Åñëè G � ñåïàðàáåëüíàÿ àáåëåâà ãðóïïà áåç êðó÷å-

íèÿ, òèïû ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ ðàíãà îäèí êîòîðîé îáðàçóþò ñâÿçàííîå
ìíîæåñòâî ïî÷òè äåëèìûõ òèïîâ, òî CenE(G) ∼= R, ãäå R � òàêîå
ðàöèîíàëüíîå êîëüöî, ÷òî P (R, +) = P (G).

Òåîðåìà 3.7. Ëþáûå AB-ïîäêëàññû Fcd(AB) êëàññà Fcd è S(AB)
êëàññà S ÿâëÿþòñÿ NC-êëàññàìè.

Ñëåäñòâèå 3.8. Êëàññ Ffr ÿâëÿåòñÿ NC-êëàññîì.
Ïðåäëîæåíèå 3.9.Ãðóïïà A ïðèíàäëåæèò êëàññóFn(cent), åñëè

îíà ïî÷òè äåëèìà è âñå òèïû ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ ðàíãà 1 ôèêñèðîâàííîãî
ðàçëîæåíèÿ ïîïàðíî íåñðàâíèìû, ëèáî îíà äåëèìàÿ ãðóïïà.

Ñëåäñòâèå 3.10. Êëàññ F1(cent) ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç ïî÷òè
äåëèìûõ ãðóïï ðàíãà 1.

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâî-
äèòåëþ, Ñåáåëüäèíó Àíàòîëèþ Ìèõàéëîâè÷ó, à òàêæå Ëþáèìöåâó Îëåãó
Âëàäèìèðîâè÷ó çà âíèìàíèå ê ðàáîòå, ïîääåðæêó, öåííûå óêàçàíèÿ è
ñîâåòû.
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