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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü ðàáîòû. Â ïîñëåäíèå äâà äåñÿòèëåòèÿ èíòåíñèâíîå
ðàçâèòèå èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé ïîñòàâèëî ïåðåä èññëåäîâàòåëÿìè
íîâûå çàäà÷è. Â ÷àñòíîñòè, ðàçëè÷íûå èíôîðìàöèîííûå ïîòîêè,
öèðêóëèðóþùèå â öèôðîâûõ ñåòÿõ èíòåãðàëüíîãî îáñëóæèâàíèÿ, ïîòðåáîâàëè
èçó÷åíèÿ çàêîíîìåðíîñòåé èõ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ (âûÿâëåíèå ñòàòèñòè÷åñêèõ
ñâîéñòâ ìîìåíòîâ ïîÿâëåíèÿ ñîáûòèé). Îáùàÿ òåîðèÿ, êîòîðàÿ ñóùåñòâîâàëà
äî íåäàâíåãî âðåìåíè, âî ìíîãîì îêàçàëàñü íåïðèãîäíîé äëÿ àíàëèçà
ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, âîçíèêàþùèõ â òàêèõ ñåòÿõ, íî îíà ïðåäëîæèëà õîðîøî
èçó÷åííûå îáùèå ìåòîäû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé äëÿ äåòàëüíîãî àíàëèçà.

Ïîÿâëåíèå óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñâÿçàíî ñ
ðàçëè÷íûìè îïòèìèçàöèîííûìè çàäà÷àìè. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ïîäîáíûì
ñèñòåìàì ïîñâÿùåíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò, îñòàåòñÿ ìíîãî íåèçó÷åííûõ
âîïðîñîâ. Â ÷àñòíîñòè, â ëèòåðàòóðå ïî÷òè íå óäåëåíî âíèìàíèÿ àäàïòèâíûì
ñèñòåìàì îáñëóæèâàíèÿ, òî åñòü ñèñòåìàì, êîòîðûå ôóíêöèîíèðóþò â
óñëîâèÿõ ïîëíîé èëè ÷àñòè÷íîé íåîïðåäåëåííîñòè. Îñíîâíàÿ ëèòåðàòóðà
ïî ñèñòåìàì ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ïîñâÿùåíà íàõîæäåíèþ ðàçëè÷íûõ
ñòàöèîíàðíûõ õàðàêòåðèñòèê ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ ïðè óñëîâèè, ÷òî âñå
ïàðàìåòðû âõîäÿùèõ ïîòîêîâ è îáñëóæèâàþùèõ ïðèáîðîâ èçâåñòíû çàðàíåå.
Â ðåàëüíûõ ñèòóàöèÿõ ÷àñòî ýòè ïàðàìåòðû íåèçâåñòíû ëèáî ÷àñòè÷íî
èçâåñòíû, áîëåå òîãî, îíè ìîãóò èçìåíÿòñÿ âî âðåìåíè, ÷àñòî ýòè èçìåíåíèÿ
íîñÿò ñëó÷àéíûé õàðàêòåð. Â ëèòåðàòóðå ïîäîáíûå âõîäÿùèå ïîòîêè
ïðèíÿòî íàçûâàòü äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêèìè. Ïðîâåäåííûå ñòàòèñòè÷åñêèå
ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè äîâîëüíî íåïëîõóþ àïïðîêñèìàöèþ ðåàëüíûõ ïîòîêîâ
ìîäåëÿìè äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêèõ ïîòîêîâ ñîáûòèé.

Òàê êàê â äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêèõ ïîòîêàõ èíòåíñèâíîñòü ÿâëÿåòñÿ
ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì, òî â çàâèñèìîñòè îò ìíîæåñòâà çíà÷åíèé ýòîãî
ïðîöåññà âûäåëÿþò äâà áîëüøèõ êëàññà òàêèõ ïîòîêîâ. Ïåðâûé òèï, êîãäà
èíòåíñèâíîñòü ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì. Âòîðîé òèï,
êîãäà èíòåíñèâíîñòü ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííûì ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì ëèáî
ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñîñòîÿíèé, ëèáî ñî ñ÷åòíûì ÷èñëîì ñîñòîÿíèé. Òàêèå
ïîòîêè ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå ïðèãîäíûìè äëÿ îïèñàíèÿ ðåàëüíûõ ïîòîêîâ â
öèôðîâûõ ñåòÿõ èíòåãðàëüíîãî îáñëóæèâàíèÿ.

Äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêèå ïîòîêè ñ êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé èíòåíñèâíîñòüþ,
ìîæíî ðàçäåëèòü íà òðè îñíîâíûõ òèïà: 1) ïîòîêè ñ èíòåíñèâíîñòüþ, èçìåíåíèå
çíà÷åíèÿ êîòîðîé ïðîèñõîäèò â ñëó÷àéíûå ìîìåíòû âðåìåíè, ÿâëÿþùèåñÿ
ìîìåíòàìè íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèé (ñèíõðîííûå äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêèå ïîòîêè
ñîáûòèé); 2) ïîòîêè ñ èíòåíñèâíîñòüþ, èçìåíåíèå çíà÷åíèÿ êîòîðîé ïðîèñõîäèò
â ñëó÷àéíûå ìîìåíòû âðåìåíè íåçàâèñèìî îò ìîìåíòîâ íàñòóïëåíèÿ
ñîáûòèé (àñèíõðîííûå ïîòîêè ñîáûòèé); 3) ïîòîêè, ó êîòîðûõ äëÿ îäíèõ
çíà÷åíèé èíòåíñèâíîñòè èçìåíåíèå çíà÷åíèÿ ýòîé èíòåíñèâíîñòè ïðîèñõîäèò
îäíîâðåìåííî ñ íàñòóïëåíèåì ñîáûòèÿ, à äëÿ äðóãèõ çíà÷åíèé èíòåíñèâíîñòè
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� íåçàâèñèìî îò ìîìåíòîâ íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèé(ïîëóñèíõðîííûå ïîòîêè
ñîáûòèé). Âûäåëÿþò òðè îñíîâíûå çàäà÷è, âîçíèêàþùèå ïðè èññëåäîâàíèè
òàêîãî òèïà ïîòîêîâ: 1) èññëåäîâàíèå ðàçëè÷íûõ õàðàêòåðèñòèê ñèñòåìû
ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêèì âõîäÿùèì ïîòîêîì
ñîáûòèé; 2) îöåíêà ñîñòîÿíèÿ ïîòîêà; 3) îöåíêà ïàðàìåòðîâ ïîòîêà.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðîâåäåíî ìíîæåñòâî èññëåäîâàíèé äâàæäû
ñòîõàñòè÷åñêèõ ïîòîêîâ ñîáûòèé ñ òî÷êè çðåíèÿ âñåõ òðåõ âûøå íàçâàííûõ
çàäà÷. Îäíàêî â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ â ëèòåðàòóðå ðåøàåòñÿ çàäà÷à
îïòèìàëüíîãî îöåíèâàíèÿ ñîñòîÿíèé èëè ïàðàìåòðîâ äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêîãî
ïîòîêà òîëüêî ñ äâóìÿ ñîñòîÿíèÿìè, ñëó÷àé æå ñ ïðîèçâîëüíûì(êîíå÷íûì)
÷èñëîì ñîñòîÿíèé íå ðàññìàòðèâàåòñÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî ðåàëüíûå ñèñòåìû íå
îãðàíè÷èâàþòñÿ òîëüêî äâóìÿ çíà÷åíèÿìè èíòåíñèâíîñòè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ôóíêöèîíèðîâàíèå òàêèõ ñèñòåì íåïîñðåäñòâåííî çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ
èíòåíñèâíîñòè â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè.

Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ðåøàåòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîé îöåíêè ñîñòîÿíèé
è ïàðàìåòðîâ ñèíõðîííîãî äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêîãî ïîòîêà ñîáûòèé (äàëåå
ñèíõðîííîãî ïîòîêà) ñ ïðîèçâîëüíûì (êîíå÷íûì) ÷èñëîì ñîñòîÿíèé,
ÿâëÿþùåãîñÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ èíôîðìàöèîííûõ ïîòîêîâ çàÿâîê,
öèðêóëèðóþùèõ â öèôðîâûõ ñåòÿõ èíòåãðàëüíîãî îáñëóæèâàíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, òåìà äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé.
Öåëü äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû. Àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå

ñèíõðîííîãî ïîòîêà ñîáûòèé ñ ïðîèçâîëüíûì (êîíå÷íûì) ÷èñëîì ñîñòîÿíèé
ñ òî÷êè çðåíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî îöåíèâàíèÿ ñîñòîÿíèé è ïàðàìåòðîâ,
ôîðìóëèðîâêà è ðàçðàáîòêà ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè àëãîðèòìîâ îöåíèâàíèÿ
íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, ïðîâåäåíèå ñòàòèñòè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòîâ
íà îñíîâå èìèòàöèîííîé ìîäåëè ñèíõðîííîãî ïîòîêà ñ öåëüþ óñòàíîâëåíèÿ
êà÷åñòâà ïîëó÷àåìûõ îöåíîê ñîñòîÿíèé è ïàðàìåòðîâ.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííûõ çàäà÷ ïðèìåíÿëèñü
ìåòîäû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, òåîðèè ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ, òåîðèè ìàññîâîãî
îáñëóæèâàíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè è ÷èñëåííûå ìåòîäû. Ïðîâåäåíèå
ñòàòèñòè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòîâ âûïîëíåíî íà îñíîâå èìèòàöèîííîé ìîäåëè
ñèíõðîííîãî ïîòîêà.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Ðåçóëüòàòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó. Íàó÷íàÿ
íîâèçíà ðàáîòû ñîñòîèò â ðàññìîòðåíèè çàäà÷è îïòèìàëüíîãî îöåíèâàíèÿ
ñîñòîÿíèé è ïàðàìåòðîâ ñèíõðîííîãî ïîòîêà ñîáûòèé ñ ïðîèçâîëüíûì
(êîíå÷íûì) ÷èñëîì ñîñòîÿíèé ïî íàáëþäåíèÿì çà ýòèì ïîòîêîì. Ðåçóëüòàòû
âûíîñèìûå íà çàùèòó:

1) àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷ îïòèìàëüíîãî îöåíèâàíèÿ ñîñòîÿíèé è
ïàðàìåòðîâ ñèíõðîííîãî ïîòîêà ñîáûòèé ñ ïðîèçâîëüíûì (êîíå÷íûì) ÷èñëîì
ñîñòîÿíèé;

2) àëãîðèòìû îöåíèâàíèÿ ñîñòîÿíèé è ïàðàìåòðîâ ñèíõðîííîãî ïîòîêà
ñîáûòèé ñ ïðîèçâîëüíûì (êîíå÷íûì) ÷èñëîì ñîñòîÿíèé;
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3) ðåçóëüòàòû ñòàòèñòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ ðàçðàáîòàííûõ àëãîðèòìîâ íà
îñíîâå èìèòàöèîííîé ìîäåëè ñèíõðîííîãî ïîòîêà ñîáûòèé.

Òåîðåòè÷åñêàÿ öåííîñòü ðàáîòû ñîñòîèò â àíàëèòè÷åñêîì ðåøåíèè
çàäà÷ îïòèìàëüíîãî îöåíèâàíèÿ ñîñòîÿíèé è ïàðàìåòðîâ ñèíõðîííîãî ïîòîêà
ñîáûòèé ñ ïðîèçâîëüíûì (êîíå÷íûì) ÷èñëîì ñîñòîÿíèé íà îñíîâå âûáîðêè
íàáëþäåíèé çà ìîìåíòàìè íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèé ýòîãî ïîòîêà.

Ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå ðàáîòû.Ïîëó÷åííûå àëãîðèòìû îïòèìàëüíîãî
îöåíèâàíèÿ ñîñòîÿíèé è ïàðàìåòðîâ ñèíõðîííîãî ïîòîêà ìîæíî èñïîëüçîâàòü
â çàäà÷àõ ïðîåêòèðîâàíèÿ ñèñòåì ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ òàêèõ, êàê
èíôîðìàöèîííî-âû÷èñëèòåëüíûå ñåòè, ñåòè ñâÿçè, ñïóòíèêîâûå ñèñòåìû
ïåðåäà÷è äàííûõ, äèñöèïëèíû îáñëóæèâàíèÿ êîòîðûõ çàâèñÿò îò ïàðàìåòðîâ
âõîäÿùèõ ïîòîêîâ ñîáûòèé.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðàáîòà âûïîëíÿëàñü â ðàìêàõ íàó÷íî-
èññëåäîâàòåëüñêîé ðàáîòû Òîìñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà
"Èññëåäîâàíèå è ðàçðàáîòêà ìîäåëåé âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûõ
ìíîãîïðîöåññîðíûõ ñèñòåì è ìåòîäîâ îáåñïå÷åíèÿ êîìïüþòåðíîé
áåçîïàñíîñòè"(íîìåð ãîñóäàðñòâåííîé ðåãèñòðàöèè ÍÈÐ 01200114364) â
ïåðèîä ñ 2002 ïî 2006 ã.ã. Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü è
îáñóæäàëèñü íà ñëåäóþùèõ êîíôåðåíöèÿõ è ñåìèíàðàõ:

- íà Âñåðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè ñ ìåæäóíàðîäíûì ó÷àñòèåì "Íîâûå
èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè â èññëåäîâàíèè ñëîæíûõ ñòðóêòóð" â ã. Òîìñêå,
ÒÃÓ, ñåíòÿáðü 2003ã.;

- íà Âñåðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè ñ ìåæäóíàðîäíûì ó÷àñòèåì "Íîâûå
èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè â èññëåäîâàíèè ñëîæíûõ ñòðóêòóð" â ã.
Èðêóòñêå, ñåíòÿáðü 2004ã.;

- íà Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè "Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû
ïîâûøåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè ôóíêöèîíèðîâàíèÿ òåëåêîììóíèêàöèîííûõ ñåòåé"
â ã. Ìèíñêå, ôåâðàëü 2005ã.;

- íà Âñåðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè ñ ìåæäóíàðîäíûì ó÷àñòèåì "Íîâûå
èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè â èññëåäîâàíèè ñëîæíûõ ñòðóêòóð" â ã. Òîìñêå,
ÒÃÓ, ñåíòÿáðü 2005ã.;

- íà VII Ìåæäóíàðîäíîé øêîëå-ñåìèíàð ìîëîäûõ ó÷åíûõ "Àêòóàëüíûå
ïðîáëåìû ôèçèêè, òåõíîëîãèé è èííîâàöèîííîãî ðàçâèòèÿ" â ã. Òîìñêå,
äåêàáðü 2005ã.;

- íà V Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè
"Èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå" â ã.
Àíæåðî-Ñóäæåíñêå, íîÿáðü 2006ã.;

- íà Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè "Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû ïîâûøåíèÿ
ýôôåêòèâíîñòè èíôîðìàöèîííî-òåëåêîììóíèêàöèëííûõ ñåòåé" (19-ÿ
áåëîðóññêàÿ øêîëà-ñåìèíàð ïî òåîðèè ìàññâîîãî îáñëóæèâàíèÿ) â ã. Ãðîäíî,
ÿíâàðü - ôåâðàëü 2007ã.

Ìàòåðèàëû èññëåäîâàíèé èñïîëüçóþòñÿ â ó÷åáíîì ïðîöåññå ïðè
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âûïîëíåíèè êóðñîâûõ è äèïëîìíûõ ðàáîò ñòóäåíòîâ.
Ïóáëèêàöèè. Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî 7 ïå÷àòíûõ ðàáîò.
Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè.Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, 3-õ

ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ, ñïèñêà èñïîëüçîâàííîé ëèòåðàòóðû. Ðàáîòà ñîäåðæèò 121
ñòðàíèöó ìàøèíîïèñíîãî òåêñòà, 32 ðèñóíêà, 8 òàáëèö. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
âêëþ÷àåò 143 íàèìåíîâàíèÿ.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

Âî ââåäåíèè ðàñêðûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü èññëåäóåìîé ïðîáëåìû,
ïðèâîäèòñÿ îáçîð ðàáîò äðóãèõ àâòîðîâ, ôîðìóëèðóåòñÿ öåëü è ñîäåðæàíèå
ðàáîòû, îáîñíîâûâàåòñÿ òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü ðàáîòû.

Â ïåðâîé ãëàâå ðåøàåòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî îöåíèâàíèÿ ñîñòîÿíèé
ñèíõðîííîãî ïîòîêà ñîáûòèé ñ ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì ñîñòîÿíèé.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèíõðîííûé ïîòîê ñîáûòèé, èíòåíñèâíîñòü êîòîðîãî
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êóñî÷íî-ïîñòîÿííûé ñòàöèîíàðíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ
λ (t) ñ n ñîñòîÿíèÿìè λ1, . . . , λn (λ1 > λ2 > · · · > λn). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî èìååò
ìåñòî i-å ñîñòîÿíèå ïðîöåññà (ïîòîêà), åñëèλ (t) = λi, i = 1, n. Åñëè èìååò ìåñòî
i-å ñîñòîÿíèå ïðîöåññàλ (t), òî â òå÷åíèå âðåìåííîãî èíòåðâàëà, êîãäàλ (t) = λi,
ïîòîê ñîáûòèé âåäåò ñåáÿ êàê ïóàññîíîâñêèé ïîòîê ñ èíòåíñèâíîñòüþλi, i =
1, n. Ïåðåõîä èç i-ãî ñîñòîÿíèÿ ïðîöåññà λ (t) â j-å (i, j = 1, n, j 6= i) âîçìîæåí
òîëüêî â ìîìåíò íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ, ïðè ýòîì ýòîò ïåðåõîä îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ
âåðîÿòíîñòüþ pij (0 < pij ≤ 1); ñ âåðîÿòíîñòüþ pii = 1−

n∑
j=1,j 6=i

pij ïðîöåññ λ (t)

îñòàåòñÿ â i-ì ñîñòîÿíèè. Òàêèì îáðàçîì, ïðè îïèñàíèè ñèíõðîííîãî ïîòîêà
çàäàåòñÿ ìàòðèöà âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäîâ èç ñîñòîÿíèÿ â ñîñòîÿíèå ||pij ||n1 ;
n∑

j=1

pij = 1, i = 1, n. Òàê êàê ñëó÷àéíûé ïðîöåññλ (t) ÿâëÿåòñÿ íåíàáëþäàåìûì,

à íàáëþäàþòñÿ òîëüêî âðåìåííûå ìîìåíòû íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèét1, t2, . . . , òî
íåîáõîäèìî ïî ýòèì íàáëþäåíèÿì îöåíèòü ñîñòîÿíèå ïðîöåññà â íåêîòîðûé
òåêóùèé ìîìåíò.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ óñòàíîâèâøèéñÿ (ñòàöèîíàðíûé) ðåæèì
ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ïîòîêà ñîáûòèé, ïîýòîìó ïåðåõîäíûìè ïðîöåññàìè
íà èíòåðâàëå íàáëþäåíèÿ (t0, t), ãäå t0 � íà÷àëî íàáëþäåíèé, t �
îêîí÷àíèå íàáëþäåíèé (ìîìåíò âûíåñåíèÿ ðåøåíèÿ), ïðåíåáðåãàåì.
Òîãäà áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæíî ïîëîæèòü t0 = 0. Äëÿ âûíåñåíèÿ
ðåøåíèÿ î ñîñòîÿíèè íåíàáëþäàåìîãî ïðîöåññà λ (t) â ìîìåíò âðåìåíè
t íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü àïîñòåðèîðíûå âåðîÿòíîñòè w (λi|t1, . . . , tm) =
P (λ (t) = λi|t1, . . . , tm), i = 1, n, òîãî, ÷òî â ìîìåíò âðåìåíè t ñëó÷àéíûé
ïðîöåññ λ (t) = λi (m � êîëè÷åñòâî íàáëþäåííûõ ñîáûòèé çà âðåìÿ t),
ïðè ýòîì

n∑
i=1

w (λi|t1, . . . , tm) = 1. Ðåøåíèå î ñîñòîÿíèè ïðîöåññà λ (t)

âûíîñèòñÿ ñîãëàñíî êðèòåðèÿ ìàêñèìóìà àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè:
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λ̂ (t) = arg maxλ=λ1,λ2,...,λn
{w (λ (t) = λ|t1, . . . , tm)}. Äàííûé êðèòåðèé

îáåñïå÷èâàåò ìèíèìóì ïîëíîé âåðîÿòíîñòè îøèáî÷íîãî ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ.
Îñíîâíûå àíàëèòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå äëÿ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà

λ(t) è àïîñòåðèîðíûõ âåðîÿòíîñòåé, ñôîðìóëèðîâàíû â ñëåäóþùèõ ëåììàõ è
òåîðåìå.

Ëåììà 1.2.1. Ñëó÷àéíûé êóñî÷íî-ïîñòîÿííûé ïðîöåññ λ (t) ÿâëÿåòñÿ
ìàðêîâñêèì ïðîöåññîì. Â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà ýòîé ëåììû ïîëó÷åíî
ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ λ(t) â òîì èëè èíîì
ñîñòîÿíèè.

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè ñëåäóþùåé ëåììû ñäåëàåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ.
Ïóñòü âðåìÿ ìåíÿåòñÿ äèñêðåòíî ñ êîíå÷íûì øàãîì ∆t: t = k∆t, k =
0, 1, . . . . Ðàññìîòðèì äâóìåðíûé ïðîöåññ

(
λ(k), rk

)
, ãäå λ(k) = λ (k∆t) �

çíà÷åíèå ïðîöåññà λ (t) â ìîìåíò âðåìåíè k∆t (λ(k) = λi, i = 1, n);
r[k∆t] � ÷èñëî ñîáûòèé, íàáëþäåííûõ íà âðåìåííîì èíòåðâàëå (0, k∆t);
rk = rk (∆t) = r [k∆t] − r [(k − 1)∆t] � ÷èñëî ñîáûòèé, íàáëþäåííûõ íà
âðåìåííîì èíòåðâàëå ((k − 1)∆t, k∆t) äëèíû ∆t, rk = 0, 1, . . . . Îáîçíà÷èì
~rm = (r0, r1, ..., rm) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàáëþäåííûõ ñîáûòèé çà âðåìÿ
îò 0 äî m∆t íà èíòåðâàëàõ ((k − 1)∆t, k∆t) äëèòåëüíîñòè ∆t, k = 0,m
(r0 = 0, òàê êàê r0 � ÷èñëî íàáëþäåííûõ ñîáûòèé íà èíòåðâàëå (−∆t, 0)
äëÿ k = 0); ~λ(m) =

(
λ(0), λ(1), . . . , λ(m)

)
� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåèçâåñòíûõ

(íåíàáëþäàåìûõ) çíà÷åíèé ïðîöåññàλ (k∆t) â ìîìåíòû âðåìåíè k∆t, k = 0,m,
(λ(0) = λ (0) = λi, i = 1, n). Îáîçíà÷èì ÷åðåç w

(
~λ(m), ~rm

)
ñîâìåñòíóþ

âåðîÿòíîñòü çíà÷åíèé ~λ(m), ~rm, òîãäà äëÿ ýòîé âåðîÿòíîñòè èìååò ìåñòî
ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 1.2.2.Ñîâìåñòíàÿ âåðîÿòíîñòüw
(
~λ(m), ~rm

)
ïðåäñòàâèìà â âèäå:

w
(
~λ(m), ~rm

)
= w

(
λ(0), r0

) m∏
k=1

p
(
λ(k), rk|λ(k−1), rk−1

)
.

Â ïîñëåäóþùåé ëåììå 1.2.3 ïîëó÷åíà ðåêóððåíòíàÿ ôîðìóëà äëÿ
àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèÿ ïðîöåññàλ(t).

Ëåììà 1.2.3. Àïîñòåðèîðíàÿ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ìîìåíò âðåìåíè
t + ∆t çíà÷åíèå λ(t + ∆t) = λ(m+1) ïðè óñëîâèè ~rm+1, îïðåäåëÿåòñÿ
ðåêóððåíòíîé ôîðìóëîé:

w
(
λ(m+1)|~rm+1

)
=

λn∑
λ(m)=λ1

w
(
λ(m)|~rm

)
p

(
λ(m+1), rm+1|λ(m), rm

)

λn∑
λ(m+1)=λ1

λn∑
λ(m)=λ1

w
(
λ(m)|~rm

)
p

(
λ(m+1), rm+1|λ(m), rm

) .

Ïîâåäåíèå àïîñòåðèîðíûõ âåðîÿòíîñòåé ìåæäó ìîìåíòàìè âðåìåíè
íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèé ñèíõðîííîãî ïîòîêà îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðàÿ óñòàíàâëèâàåòñÿ â ëåììå 1.2.4.
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Ëåììà 1.2.4. Àïîñòåðèîðíûå âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèÿ ïîòîêàw(λj |t) íà
ïîëóèíòåðâàëå [ti, ti+1) ìåæäó ìîìåíòàìè íàñòóïëåíèÿ ñîñåäíèõ ñîáûòèé
óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåé ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

dw (λj |t)
dt

=
n∑

k=1

[λkpkj − δkjλj ]w (λk|t)+

+w (λj |t)
n∑

k=1

(λk − λj)w (λk|t), j = 1, n, i = 0, 1, . . . , (1)

ãäå δkj � ñèìâîë Êðîíåêåðà.
Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1)

îïðåäåëÿåò ïîâåäåíèå àïîñòåðèîðíûõ âåðîÿòíîñòåéw(λj |t) íà ïîëóèíòåðâàëå
[ti, ti+1), ïðè÷åì íà ïðàâîì êîíöå ïîëóèíòåðâàëà èìååò ìåñòî çíà÷åíèå
w(λj |ti+1 − 0), íà îñíîâå êîòîðîãî íàõîäèòñÿ àïîñòåðèîðíàÿ âåðîÿòíîñòü
w(λj |ti+1 + 0), ÿâëÿþùàÿñÿ íà÷àëüíîé äëÿ ñëåäóþùåãî ïîëóèíòåðâàëà
[ti+1, ti+2).

Â ïîñëåäóþùåé ëåììå 1.2.5 ïîëó÷åíà ôîðìóëà äëÿ ïåðåñ÷åòà
àïîñòåðèîðíûõ âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé ïîòîêà â ìîìåíò âðåìåíè íàñòóïëåíèÿ
ñîáûòèÿ.

Ëåììà 1.2.5. Àïîñòåðèîðíûå âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèÿ ïîòîêà w(λj |t)
â ìîìåíò âðåìåíè ti íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ ïåðåñ÷èòûâàþòñÿ ñîãëàñíî
ôîðìóëå:

w (λj |ti + 0) =
λjw (λj |ti − 0)

n∑
k=1

λkw (λk|ti − 0)
, j = 1, n, i = 1, 2, . . . . (2)

Â ìîìåíò âðåìåíè t0 = 0 çíà÷åíèÿ àïîñòåðèîðíûõ âåðîÿòíîñòåéw(λj |t0) =
w(λj |t0 + 0) ïîëàãàþòñÿ ðàâíûìè çíà÷åíèÿì ôèíàëüíûõ âåðîÿòíîñòåé
ñîñòîÿíèé ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà λ (t): πj = lim πj (t) ïðè t → ∞, j = 1, n,
îïðåäåëÿåìûå ñîãëàñíî ëåììå 1.2.6.

Ëåììà 1.2.6. Àïðèîðíûå ôèíàëüíûå âåðîÿòíîñòè πj = lim πj (t) ïðè t →
∞, j = 1, n, ñîñòîÿíèé ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà λ(t) óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåé
ëèíåéíîé íåîäíîðîäíîé ñèñòåìå àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé:

n∑

k=1,k 6=j

λkpkjπk + λj (pjj − 1)πj = 0, j = 1, n,

n∑

k=1

πk = 1. (3)

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëû (1)-(3) îïðåäåëÿþò ïîâåäåíèå àïîñòåðèîðíûõ
âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé ïîòîêà w(λj |t), j = 1, n, â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè.
Ïîñëåäóþùàÿ òåîðåìà 1.2.1 îïðåäåëÿåò ðåøåíèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé (1) â ÿâíîì âèäå. Äëÿ ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû 1.2.1 ñäåëàåì
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ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ. Ââåäåì ìàòðèöóD ñ ýëåìåíòàìè dij = λj(pji − 2δij),
ãäå δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà, i, j = 1, N . Îáîçíà÷èì ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû
D êàê ω1, ω2, . . . , ωn. Ìàòðèöó, ñîñòàâëåííóþ èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû
D, îáîçíà÷èì êàê S ñ ýëåìåíòàìè sij , i, j = 1, n. Ýëåìåíòû îáðàòíîé ìàòðèöû
S îáîçíà÷èì êàê s−1

ij , i, j = 1, n.
Òåîðåìà 1.2.1. Ðåøåíèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1) íà

ïîëóèíòåðâàëå âðåìåíè [ti, ti+1) (i = 0, 1, . . .) ìåæäó ìîìåíòàìè íàñòóïëåíèÿ
ñîñåäíèõ ñîáûòèé âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé:

w(λj |t) =

n∑
k=1

sjkzk(ti)eωk(t−ti)

n∑
r=1

n∑
k=1

srkzk(ti)eωk(t−ti)

, (4)

ãäå zk(ti) =
n∑

l=1

s−1
kl w(λl|ti + 0), j = 1, n, ti ≤ t < ti+1, i = 0, 1, . . . .

Àïîñòåðèîðíûå âåðîÿòíîñòè w(λj |ti + 0), j = 1, n, îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé
(2) äëÿ i = 1, 2, . . . . Äëÿ i = 0 àïîñòåðèîðíûå âåðîÿòíîñòè w(λj |t0 + 0) = πj

(j = 1, n) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (3).
Â ïóíêòå 1.3 äèññåðòàöèè ðàññìîòðåí ñëó÷àé ñèíõðîííîãî ïîòîêà äëÿ äâóõ

ñîñòîÿíèé (n = 2).
Ïîëó÷åííûå àíàëèòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû äëÿ àïîñòåðèîðíûõ âåðîÿòíîñòåé

ñîñòîÿíèé ñèíõðîííîãî ïîòîêà, ïîçâîëÿþò ñôîðìóëèðîâàòü àëãîðèòì
îïòèìàëüíîãî îöåíèâàíèÿ íà îñíîâå êðèòåðèÿ ìàêñèìóìà àïîñòåðèîðíûõ
âåðîÿòíîñòåé, ïðèâåäåííûé â äèññåðòàöèè.

Âî âòîðîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ
(èíòåíñèâíîñòåé íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèé λ1, λ2, . . . , λn è âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäà
pij , i, j = 1, n) ñèíõðîííîãî äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêîãî ïîòîêà ñîáûòèé ñ
ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì ñîñòîÿíèé. Îïòèìàëüíàÿ îöåíêà ïàðàìåòðîâ ñòðîèòñÿ
íà îñíîâå àïîñòåðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ñèíõðîííîãî ïîòîêà.

Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ λ(t) ÿâëÿåòñÿ íåíàáëþäàåìûì, à íàáëþäàþòñÿ òîëüêî
âðåìåííûå ìîìåíòû íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèé t1, t2, . . . , tm íà èíòåðâàëå (t0, t).
Íåîáõîäèìî ïî ýòèì íàáëþäåíèÿì îöåíèòü ïàðàìåòðû λ1, . . . , λn, pij (i, j =

1, n, i 6= j) â ìîìåíò âðåìåíè t. Òàê êàê
n∑

j=1

pij = 1, òî pii = 1 −
n∑

j=1,i6=j

pij .

Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî îöåíèâàåìûõ ïàðàìåòðîâ ðàâíî n2. ×èñëî ñîñòîÿíèé
ïîòîêà n ïðåäïîëàãàåòñÿ èçâåñòíûì.

Îáîçíà÷èì θ=
(
λ1, . . . , λn, pij ; i, j = 1, n, i 6= j

)
� âåêòîð íåèçâåñòíûõ

ïàðàìåòðîâ è θ̂ � âåêòîð îöåíêè ñîîòâåòñòâóþùèõ íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ.
Îáîçíà÷èì p(θ|t1, t2, . . . , tm) ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåêòîðà ïàðàìåòðîâ θ
ïðè óñëîâèè, ÷òî â ìîìåíòû âðåìåíè t1, t2, . . . , tm íàñòóïèëè ñîáûòèÿ ïîòîêà,
ãäå 0 < t1 < t2 < . . . < tm < t. Îáîçíà÷èì p(θ|t) = p(θ|t1, t2, . . . , tm). Ïóñòü Θ �
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îáëàñòü çíà÷åíèé èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ θ, ò.å. Θ = {λ1 > λ2 > . . . λn > 0; 0 <

pij ≤ 1,
n∑

j=1,j 6=i

pij ≤ 1, i, j = 1, n}.

Â êà÷åñòâå θ̂(t) â ìîìåíò âðåìåíè t èñïîëüçóåì îöåíêó, îáåñïå÷èâàþùóþ
ìèíèìóì ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîãî îòêëîíåíèÿ θ̂(t) îò èñòèííîãî çíà÷åíèÿ
âåêòîðà ïàðàìåòðîâ θ (ò.å. àïîñòåðèîðíîå ñðåäíåå):

θ̂k(t) =
∫

Θ

θkp(θ|t)dθ, k = 1, N, N = n2. (5)

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ íàõîæäåíèÿ θ̂(t) íåîáõîäèìî íàéòè âûðàæåíèå äëÿ
àïîñòåðèîðíîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé p(θ|t) ïàðàìåòðîâ θ.

Ðàññìîòðèì äèñêðåòíûå íàáëþäåíèÿ ÷åðåç ðàâíûå äîñòàòî÷íî ìàëûå
ïðîìåæóòêè âðåìåíè, à çàòåì ñîâåðøèì ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïðè ñòðåìëåíèè
∆t ê íóëþ. Ïóñòü âðåìÿ ìåíÿåòñÿ äèñêðåòíî ñ øàãîì ∆t : t =
k∆t, k = 0, 1, . . . . Îáîçíà÷èì ÷åðåç r(k∆t) ÷èñëî ñîáûòèé, íàáëþäàâøèõñÿ íà
èíòåðâàëå ((k− 1)∆t, k∆t), k = 0, 1, . . . , ïðè ýòîì ïîëîæèì r(0) = 0; îáîçíà÷èì
÷åðåç r(k∆t) = (r(0), r(∆t), . . . , r(k∆t)) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàáëþäàâøèõñÿ
ñîáûòèé çà âðåìÿ îò 0 äî k∆t. Ïîëîæèì k∆t = t, (k + 1)∆t = t + ∆t. Òîãäà
÷èñëî íàáëþäàâøèõñÿ ñîáûòèé íà èíòåðâàëå (t−∆t, t) åñòü r(k∆t) = r(t), à íà
èíòåðâàëå (t, t + ∆t) åñòü r((k + 1)∆t) = r(t + ∆t).

Ðàññìîòðèì p(θ|r(k∆t)) = p(θ|r(t)) = p(θ|t) � èñêîìóþ ïëîòíîñòü
âåðîÿòíîñòåé âåêòîðàθ â ìîìåíò âðåìåíè t è p(θ|r[(k+1)∆t]) = p(θ|r(t+∆t)) =
p(θ|t + ∆t) â ìîìåíò âðåìåíè t + ∆t.

Ïîñëåäóþùàÿ ëåììà 2.2.1 îïðåäåëÿåò ñâÿçü ïëîòíîñòåé âåðîÿòíîñòåép(θ|t)
è p(θ|t + ∆t).

Ëåììà 2.2.1. Äëÿ àïîñòåðèîðíîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé p(θ|t + ∆t)
âåêòîðà ïàðàìåòðîâ θ â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè t + ∆t ≥ 0 èìååò ìåñòî
ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

p(θ|t + ∆t) =
p(θ|t)

n∑
j=1

w(λj |t) (λj∆t)r(t+∆t)

r(t + ∆t)! e−λj∆t

∫
Θ

p(θ|t)
n∑

j=1

w(λj |t) (λj∆t)r(t+∆t)

r(t + ∆t)! e−λj∆tdθ

,

ãäå w(λj |t) (j = 1, n) � àïîñòåðèîðíàÿ âåðîÿòíîñòü j-ãî ñîñòîÿíèÿ
ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà λ(t).

Îñíîâíûå àíàëèòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû äëÿ àïîñòåðèîðíîé ïëîòíîñòèp(θ|t)
ïîëó÷åíû â ñëåäóþùèõ ëåììàõ è òåîðåìå.

Ëåììà 2.2.2. Àïîñòåðèîðíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé âåêòîðà
ïàðàìåòðîâ θ óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîìó
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óðàâíåíèþ:

dp(θ|t)
dt

= −p(θ|t)

a(t,θ)−

∫

Θ

a(t, θ)p(θ|t)dθ


 , (6)

ãäå a(t, θ) =
n∑

j=1

λjw(λj |t), ti ≤ t < ti+1, i = 0, 1, . . . .

Ëåììà 2.2.3. Àïîñòåðèîðíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé p(θ|t)
âåêòîðà ïàðàìåòðîâ θ â ìîìåíò âðåìåíè t = ti íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ
ïåðåñ÷èòûâàåòñÿ ñîãëàñíî ôîðìóëå:

p(θ|ti + 0) =
a(ti − 0, θ)p(θ|ti − 0)∫

Θ

a(ti − 0, θ)p(θ|ti − 0)dθ
, i = 1, 2, . . . , (7)

ãäå p(θ|ti − 0) � ïðåäåë p(θ|t) ïðè t → ti − 0 è p(θ|ti + 0) � ïðåäåë p(θ|t) ïðè
t → ti + 0.

Òåîðåìà 2.2.1. Ðåøåíèå èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (6)
îïðåäåëÿåòñÿ ñîãëàñíî ôîðìóëå:

p(θ|t) =

p(θ|ti + 0) exp

[
−

t∫
ti

a(τ, θ)dτ

]

∫
Θ

p(θ|ti + 0) exp

[
−

t∫
ti

a(τ, θ)dτ

]
dθ

, i = 0, 1, . . . , (8)

ãäå p(θ|t0 + 0) = p(θ|0) � ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé, çàäàâàåìàÿ èñõîäÿ èç
àïðèîðíûõ äàííûõ; p(θ|ti + 0) îïðåäåëÿåòñÿ ñîãëàñíî ôîðìóëå ïåðåñ÷åòà (7)
äëÿ i = 1, 2, . . . .

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëû (7), (8) ïîçâîëÿþò ñôîðìóëèðîâàòü àëãîðèòì
îïòèìàëüíîãî ðàñ÷åòà îöåíêè θ̂(t) âåêòîðà ïàðàìåòðîâ θ, ïðèâåäåííûé â
äèññåðòàöèè.

Îòìåòèì, ÷òî ðàñ÷åò îöåíîê θ̂(t) âåêòîðà ïàðàìåòðîâ θ ïî ôîðìóëàì (7),
(8) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåòðèâèàëüíóþ çàäà÷ó.

Â ñèëó ñëîæíîñòåé ïî ðàñ÷åòó àïîñòåðèîðíîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåép(θ|t)
ïðèâåäåí ïðèáëèæåííûé àëãîðèòì ðàñ÷åòà îöåíîê θ̂(t). Èäåÿ ïðèáëèæåííîãî
ðàñ÷åòà îöåíîê ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Â ïðåäïîëîæåíèè áëèçîñòè âåêòîðà
θ̂(t) ê âåêòîðó θ̂(ti + 0) (i = 0, 1, . . .) â èíòåãðàëàõ âèäà

∫
Θ

f(·, θ)p(θ|t)dθ

ïîäûíòåãðàëüíûå ôóíêöèè ðàçëàãàþòñÿ â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè
θ̂(ti +0) ñ òî÷íîñòüþ äî òðåõ ÷ëåíîâ ðÿäà. Â èòîãå òàêîå ðàçëîæåíèå ïîçâîëÿåò
íå ïðîèçâîäèòü èíòåãðèðîâàíèå ïî îáëàñòè Θ, ÷òî çíà÷èòåëüíî óïðîùàåò
ðàñ÷åòû.
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Äëÿ çàïèñè ïðèáëèæåííûõ ôîðìóë ñäåëàåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ.

mk(t) = θ̂k(t) =
∫

Θ

θkp(θ|t)dθ, cjl(t) =
∫

Θ

(θj −mj(t))(θl −ml(t))p(θ|t)dθ, (9)

f(t, ti,θ) = exp


−

t∫

ti

a(τ, θ)dτ


 , fk(t, ti, θ) = θkf(t, ti,θ), ak(t,θ) = θka(t,θ),

m(t) = (m1(t), . . . , mN (t)), C(t) = ||cjl(t)||N1 , (10)
ãäå θk, θ̂k(t) � ýëåìåíòû âåêòîðîâ θ, θ̂(t), ñîîòâåòñòâåííî.

Ñ ó÷åòîì ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèé (9), (10) ïîëó÷àåì îöåíêó âåêòîðà
ïàðàìåòðîâ íà ïîëóèíòåðâàëå âðåìåíè [ti, ti+1) â âèäå

mk(t) =

fk(t, ti, m(ti + 0)) + 1
2

N∑
j,l=1

∂2fk(t, ti,m(ti + 0))
∂θj∂θl

cjl(ti + 0)

f(t, ti, m(ti + 0)) + 1
2

N∑
j,l=1

∂2f(t, ti,m(ti + 0))
∂θj∂θl

cjl(ti + 0)
, k = 1, N.

(11)
Äëÿ òîãî ÷òîáû âû÷èñëèòü mk(t), íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü âûðàæåíèÿ äëÿ

âåêòîðîâ m(ti + 0) è ìàòðèöû êîâàðèàöèé C(ti + 0) ïðè i = 1, 2, . . . .
Â ìîìåíò âðåìåíè t = ti íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ ïîòîêà ýëåìåíòû âåêòîðà

m(t) ïåðåñ÷èòûâàåòñÿ ïî ôîðìóëå:

mk(ti + 0) =

ak(ti, m(ti − 0)) + 1
2

N∑
j,l=1

∂2ak(ti, m(ti − 0))
∂θj∂θl

cjl(ti − 0)

a(ti, m(ti − 0)) + 1
2

N∑
j,l=1

∂2a(ti, m(ti − 0))
∂θj∂θl

cjl(ti − 0)
. (12)

Îáîçíà÷èì

Fjl(t, ti−1, θ) = (θj −mj(t))(θl −ml(t))f(t, ti−1, θ),

ti−1 ≤ t < ti, j, l = 1, N.

Â ìîìåíò âðåìåíè t = ti íàõîäÿòñÿ ýëåìåíòû ìàòðèöû êîâàðèàöèé cjl =
cjl(ti − 0) (j, l = 1, N) â âèäå

cjl =
Fjl(ti, ti−1, m(ti−1 + 0)) + 1

2
N∑

u,v=1

∂2Fjl(ti, ti−1, m(ti−1 + 0))
∂θu∂θv

cuv

f(ti, ti−1, m(ti−1 + 0)) + 1
2

N∑
u,v=1

∂2f(ti, ti−1, m(ti−1 + 0))
∂θu∂θv

cuv

, (13)

12



ãäå cuv = cuv(ti−1 + 0) (u, v = 1, N).
Äëÿ ðàñ÷åòà îöåíîê ïàðàìåòðîâ θ̂k(t), k = 1, N , íà ïîëóèíòåðâàëå âðåìåíè

[ti, ti+1) ïî ôîðìóëàì (11), íåîáõîäèìî íàéòè ýëåìåíòû cjl(ti + 0) â ìîìåíò
âðåìåíè t = ti + 0 (j, l = 1, N).

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå:

Ajl(ti + 0, θ) = (θj −mj(ti + 0))(θl −ml(ti + 0))a(ti − 0, θ), j, l = 1, N.

Ñ ó÷åòîì äàííîãî îáîçíà÷åíèÿ ôîðìóëà äëÿ ïåðåñ÷åòà ýëåìåíòîâ c+
jl =

cjl(ti + 0) (j, l = 1, N) ìàòðèöû C(t) â ìîìåíò âðåìåíè ti íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ
ïîòîêà ïðèíèìàåò âèä:

c+
jl =

Ajl(ti + 0,m(ti − 0)) + 1
2

N∑
u,v=1

∂2Ajl(ti + 0,m(ti − 0))
∂θu∂θv

cuv(ti − 0)

a(ti − 0,m(ti − 0)) + 1
2

N∑
u,v=1

∂2a(ti − 0,m(ti − 0))
∂θu∂θv

cuv(ti − 0)
. (14)

Òàêèì îáðàçîì, âñå íåîáõîäèìûå ôîðìóëû äëÿ ðàñ÷åòà îöåíîê θ̂k(t) =
mk(t), k = 1, N , îïðåäåëåíû. Àëãîðèòì ðàñ÷åòà îïòèìàëüíîé îöåíêè ïî
ïðèáëèæåííûì ôîðìóëàì ïðèâåäåí â äèññåðòàöèè.

Òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ïîëó÷åííûõ îöåíîê ñîñòîÿíèé
è ïàðàìåòðîâ ñèíõðîííîãî ïîòîêà ñ ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì ñîñòîÿíèé.
Èññëåäîâàíèÿ ïðîâîäÿòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì èìèòàöèîííîé ìîäåëè ñèíõðîííîãî
ïîòîêà è ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè àëãîðèòìîâ ðàñ÷åòà îöåíîê ñîñòîÿíèé è
ïàðàìåòðîâ. Â ãëàâå îïèñàíû îñîáåííîñòè èìèòàöèîííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ,
ðåàëèçàöèÿ ðàñ÷åòà îöåíîê ñîñòîÿíèé è ïàðàìåòðîâ, ïðèâîäÿòñÿ è
îáñóæäàþòñÿ ðåçóëüòàòû ñòàòèñòè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Ñòàòèñòè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò ïî îöåíêå ñîñòîÿíèé ñèíõðîííîãî ïîòîêà
ñîáûòèé çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòîðîåíèè äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ äëÿ ïîëíîé
âåðîÿòíîñòè îøèáî÷íîãî ðåøåíèÿ î ñîñòîÿíèè ñèíõðîííîãî ïîòîêà. Ðåçóëüòàòû
ýêñïåðèìåíòîâ ïðèâåäåíû â òàëèöàõ è ãðàôèêàõ. Çäåñü â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè
ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ñòàòèñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà äëÿ n = 3, λ1 = 15,
λ2 = 10, λ3 = 1, p11 = 0, 99, p12 = 0, 005, p13 = 0, 005, p21 = 0, 005, p22 = 0, 99,
p23 = 0, 005, p31 = 0, 02, p32 = 0, 01, p33 = 0, 97. ×èñëî ðåàëèçàöèé ñèíõðîííîãî
ïîòîêà N = 1000, âðåìÿ ìîäåëèðîâàíèÿ T = 10, 20, . . . , 100 åäèíèö âðåìåíè.
Ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 1 â âèäå ãðàôèêà.
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Ðèñ. 1. Äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû äëÿ ïîëíîé âåðîÿòíîñòè îøèáî÷íîãî ðåøåíèÿ

Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ, ïðèâåäåííûõ íà ðèñ. 1, âî-ïåðâûõ, ïîêàçûâàåò
äîñòàòî÷íóþ ñòàáèëüíîñòü îöåíîê (íåçàâèñèìîñòü îò âðåìåíè ìîäåëèðîâàíèÿ),
÷òî ñâÿçàíî ñ äîñòàòî÷íî áîëüøèì êîëè÷åñòâîì ðåàëèçàöèé (N = 1000). Âî-
âòîðûõ, äëèíà äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ äîñòàòî÷íî ìàëà (ìàêñèìàëüíàÿ
äëèíà äëÿ T = 10 ðàâíÿåòñÿ 0, 034, ìèíèìàëüíàÿ äëèíà äëÿ T = 50 ðàâíÿåòñÿ
0, 03), ÷òî òàêæå ñâÿçàíî ñ äîñòàòî÷íî áîëüøèìN = 1000. Â-òðåòüèõ, îöåíêà
ïîëíîé âåðîÿòíîñòè îøèáî÷íîãî ðåøåíèÿ òàêæå äîñòàòî÷íî ìàëà (ìåíÿåòñÿ â
ïðåäåëàõ îò 0, 064 äî 0, 086), ÷òî ãîâîðèò î äîñòàòî÷íî õîðîøåì îöåíèâàíèè
ñîñòîÿíèé ïðîöåññà λ(t).

Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà îöåíîê ïàðàìåòðîâ
λ̂1(t), λ̂2(t), p̂12(t), p̂21(t) äëÿ n = 2, λ1 = 10, λ2 = 2, p12 = 0, 2,
p21 = 0, 1. Íà÷àëüíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé p(θ|0) âåêòîðà ïàðàìåòðîâ
θ ïîëàãàåòñÿ ðàâíîé ïðîèçâåäåíèþ ðàâíîìåðíûõ ïëîòíîñòåé âåðîÿòíîñòåé
p(θk|0) = 1/(θ(2)

k − θ
(1)
k ) êàæäîãî èç ïàðàìåòðîâ θk íà çàäàííîì îòðåçêå

[θ(1)
k , θ

(2)
k ] (k = 1, 4), ãäå [θ(1)

1 , θ
(2)
1 ] = [10, 14], [θ(1)

2 , θ
(2)
2 ] = [0, 25, 2, 25],

[θ(1)
3 , θ

(2)
3 ] = [0, 2, 0, 4], [θ(1)

4 , θ
(2)
4 ] = [0, 05, 0, 325], òîãäà m1 = 12, m2 = 1, 25,

m3 = 0, 3, m4 = 0, 275, C(t0 + 0) = C(0) = diag (1, 3333; 0, 3333; 0, 0033; 0, 0063).
Øàã äèñêðåòèçàöèè ïî âðåìåíè ∆t = 0, 01, âðåìÿ ìîäåëèðîâàíèÿ T = 250
åä. âðåìåíè. Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåí ãðàôèê îöåíêè
ïàðàìåòðà λ1 â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè t.

Â êà÷åñòâå ïîêàçàòåëÿ áëèçîñòè îöåíêè θ̂k(t) ê èñòèííîìó çíà÷åíèþ
ïàðàìåòðà θk âûáðàíà âåëè÷èíà δ(θk, t) (k = 1, N) � ïîêàçàòåëü êà÷åñòâà
îöåíèâàíèÿ: δ(θk, t) =

∣∣∣θ̂k(t)− θk

∣∣∣ / max
(
θ̂k(t), θk

)
. Â êà÷åñòâå õàðàêòåðèñòèêè

îáùåé òî÷íîñòè îöåíèâàíèÿ âûáðàíà âåëè÷èíà δ(t) � ïîêàçàòåëü îáùåãî

êà÷åñòâà îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ: δ(t) = 1
N

N∑
k=1

δ(θk, t), êîòîðûé õàðàêòåðèçóåò
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Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòü îöåíêè λ̂1(t) ïàðàìåòðà λ1 îò âðåìåíè t

êà÷åñòâî îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ â öåëîì.
Çàâèñèìîñòü âåëè÷èíû δ(t) äëÿ ðàññìîòðåííîãî ïðèìåðà ñèíõðîííîãî

ïîòîêà ñ äâóìÿ ñîñòîÿíèÿìè ïðèâåäåíà íà ðèñ. 3.
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Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòü âåëè÷èíû δ(t) îò âðåìåíè t

Êàê âèäíî èç ðèñ. 3 âåëè÷èíà δ(t) ñ òå÷åíèåì âðåìåíè t óáûâàåò ê íóëþ,
÷òî ãîâîðèò î õîðîøåì êà÷åñòâå îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ. Â äèññåðòàöèîííîé
ðàáîòå ïðèâåäåí ïîäðîáíûé àíàëèç ïîëó÷åííûõ ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ.

Â çàêëþ÷åíèè ñîäåðæàòñÿ âûâîäû î íîâîì ðåøåíèè çàäà÷ îöåíèâàíèÿ
ñîñòîÿíèé è ïàðàìåòðîâ ñèíõðîííîãî ïîòêîà ñîáûòèé ñ ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì
ñîñòîÿíèé ïî íàáëþäåíèÿì çà ïîòîêîì è ôîðìóëèðóþòñÿ îñíîâíûå íàó÷íûå è
ïðàêòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû, êîòîðûå ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì:

1. Ïîëó÷åíû ÿâíûå àíàëèòè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ àïîñòåðèîðíûõ
âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé ñèíõðîííîãî ïîòîêà â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè
íàáëþäåíèÿ çà ïîòîêîì, ñîäåðæàùèå íàèáîëåå ïîëíóþ èíôîðìàöèþ î
ïîòîêå â òåîðåòèêî-âåðîÿòíîñòíîì ñìûñëå. Íà îñíîâå êðèòåðèÿ ìàêñèìóìà
àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè âû÷èñëÿþòñÿ îöåíêè ñîñòîÿíèé ñèíõðîííîãî
ïîòîêà ñîáûòèé ñ ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì ñîñòîÿíèé. Äàííûé êðèòåðèé
îáåñïå÷èâàåò ìèíèìóì âåðîÿòíîñòè îøèáî÷íîãî ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ.

2. Íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ àíàëèòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ îöåíêè
ñîñòîÿíèé ðàçðàáîòàí è ðåàëèçîâàí íà ÝÂÌ àëãîðèòì îïòèìàëüíîãî
îöåíèâàíèÿ ñîñòîÿíèé ñèíõðîííîãî äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêîãî ïîòîêà ñîáûòèé
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ñ ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì ñîñòîÿíèé.
3. Ïîëó÷åíû ÿâíûå àíàëèòè÷åñêèå ôîðìóëû, âûðàæàþùèå çíà÷åíèÿ

ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé âåêòîðà ïàðàìåòðîâ â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè
íàáëþäåíèÿ çà ïîòîêîì, ñîäåðæàùåé íàèáîëåå ïîëíóþ èíôîðìàöèþ â
òåîðåòèêî-âåðîÿòíîñòíîì ñìûñëå î ïàðàìåòðàõ ñèíõðîííîãî ïîòîêà. Â êà÷åñòâå
îöåíîê ïàðàìåòðîâ èñïîëüçóþòñÿ àïîñòåðèîðíûå ñðåäíèå, îáåñïå÷èâàþùèå
ìèíèìóì ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîãî îòêëîíåíèÿ îöåíîê îò èñòèííûõ çíà÷åíèé
ïàðàìåòðîâ.

4. Íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ àíàëèòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ îöåíîê
ïàðàìåòðîâ ðàçðàáîòàí è ðåàëèçîâàí íà ÝÂÌ àëãîðèòì îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ
ñèíõðîííîãî äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêîãî ïîòîêà ñîáûòèé ñ ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì
ñîñòîÿíèé.

5. Ðàçðàáîòàíà è ðåàëèçîâàíà èìèòàöèîííàÿ ìîäåëü ñèíõðîííîãî äâàæäû
ñòîõàñòè÷åñêîãî ïîòîêà ñîáûòèé ñ ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì ñîñòîÿíèé, êîòîðàÿ
èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ ïðè êîíêðåòíûõ
ðåàëèçàöèÿõ ñèíõðîííîãî ïîòîêà.

6. Äëÿ êîíêðåòíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ñèíõðîííîãî ïîòîêà ïðîâåäåíû
÷èñëåííûå ðàñ÷åòû îöåíîê ñîñòîÿíèé, ïàðàìåòðîâ, à òàêæå âåëè÷èí,
õàðàêòåðèçóþùèõ êà÷åñòâî îöåíèâàíèÿ äëÿ êàæäîãî èç àëãîðèòìîâ: ïîëíîé
âåðîÿòíîñòè îøèáî÷íîãî ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ î ñîñòîÿíèè ïîòîêà è îáùåãî
ïîêàçàòåëÿ êà÷åñòâà îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ.

7. Ïîëó÷åííûå â òðåòüåé ãëàâå ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò ñäåëàòü
âûâîä î òîì, ÷òî àëãîðèòì ðàñ÷åòà îöåíîê ñîñòîÿíèé è àëãîðèòì ðàñ÷åòà
îöåíîê ïàðàìåòðîâ ÿâëÿþòñÿ ïðàêòè÷åñêè ïðèìåíèìûìè èíñòðóìåíòàìè
äëÿ ðåàëüíîãî èñïîëüçîâàíèÿ ïðè ïðîåêòèðîâàíèè ñèñòåì ìàññîâîãî
îáñëóæèâàíèÿ.
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