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Общая характеристика работы 

Актуальность проблемы. Появление вычислительных машин в 
60-х годах прошлого столетия стимулировало развитие вычислитель-
ных методов в естественных науках, инженерных дисциплинах и в 
управлении. Появление персональных компьютеров на рубеже 70 – 
80-х годов заметно ускорило процессы разработки новых алгоритмов 
и математических моделей. Дальнейшее развитие вычислительной 
техники – создание многопроцессорных компьютеров – позволяет ус-
пешно решать задачи моделирования сложных физических систем. В 
связи с этим, разработка новых математических алгоритмов является 
важной и  актуальной задачей. 

Применение вычислительных методов оказалось особенно эф-
фективным для задач динамики жидкости и газа, что позволило полу-
чить решения для круга задач, считавшихся ранее неразрешимыми.  
Связано это с тем, что такие особенности уравнений гидродинамики, 
как нелинейность, высокий порядок и возникновение разрывных ре-
шений, делают вычислительный метод наиболее предпочтительным и 
эффективным методом исследования.  

В 60 – 70-х годах 20-го века наиболее широкое распространение 
получили методы конечных разностей. Связано это было с тем, что 
достаточно правдоподобные аппроксимации данных дифференциаль-
ных уравнений можно было получить с небольшими затратами вы-
числительных ресурсов. Но круг задач, решаемых с помощью этого 
метода, был не широк и ограничивался интегрированием дифферен-
циальных уравнений в областях простой формы. Для областей слож-
ной геометрической формы приходилось находить преобразования 
координат, переводящие исходную область интегрирования в стан-
дартную или каноническую. Недостаток такого подхода очевиден – 
это отсутствие универсальных алгоритмов преобразования координат 
и, как следствие, наличие задач, для которых такой подход не приме-
ним. Основные принципы метода конечных разностей подробно из-
ложены в работах К. Флетчера, А.А. Самарского, С.К. Годунова, Г.И. 
Марчука, А.И. Толстых. 

Вышеупомянутые недостатки метода конечных разностей при-
вели к разработке новых, более универсальных алгоритмов. Особенно 
широкое распространение получили методы конечных элементов и 
методы контрольных объемов. Метод конечных элементов широко 
освещен в работах O.C. Зинкевича, К. Моргана, А. Дэвиса, Г. Бира и 
др. Метод контрольных объемов подробно описан в работах М. Пил-
лера, М. Хаббарда, Ж. Вонга, С. Патанкара.  Данные методы позволя-
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ют решать сложные инженерные задачи в реальных областях, форма 
которых далека от канонической. Недостатком метода конечных эле-
ментов является отсутствие консервативности, что может привести к 
нефизическим решениям. Напротив, метод контрольного объема об-
ладает свойством консервативности, что делает данный метод более 
предпочтительным. Однако, и метод конечных элементов, и метод 
контрольных объемов обладают существенным недостатком – низким 
порядком точности, что может оказаться критичным при решении ря-
да практических задач, например, задач газовой динамики в ракето-
строении. 

В связи со всем вышесказанным, особенно актуальным является 
разработка  вычислительных алгоритмов, позволяющих решать задачи 
на неструктурированных сетках с высоким порядком аппроксимации.  

Впервые высокоточные методы были разработаны  на рубеже 
80-х годов 20-го века, но, в силу достаточно низкой производительно-
сти компьютерной техники того времени, не получили широкого рас-
пространения.  

К высокоточным методам относится спектральный метод. Фун-
даментальный вклад в развитие этого метода внесли К. Флетчер, С. 
Орзаг, Д. Готтлиб, Р. Пейретта, Р. Вильямс. Однако использование 
глобального спектрального метода ограничено областями простой 
геометрической формы, что существенно сужает его применимость к 
реальным физическим процессам. По указанной причине глобальный 
спектральный метод не получил широкого распространения. 

Метод спектральных элементов основан на тех же принципах, 
что и глобальный спектральный метод. Основное отличие метода 
спектральных элементов состоит в том, что интегрирование ведется 
по части  пространства независимых переменных, которую отождест-
вляют с конечным элементом. 

Целью исследования является построение математического 
аппарата, позволяющего получать решения высокого порядка точно-
сти в областях сложной геометрии для плоских задач динамики вяз-
кой жидкости.  

Основные задачи исследования состоят в следующем: 
1. Обобщить метод спектральных элементов и расширить область 

его использования в реальных инженерных и физических зада-
чах. 

2. Разработать алгоритм решения плоских линейных краевых за-
дач на основе обобщенного метода спектральных элементов. 

3. Разработать алгоритм решения плоских нелинейных задач ди-
намики вязкой жидкости на основе обобщенного метода спек-
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тральных элементов. 
Научная новизна работы определяется следующими положе-

ниями: 
1. Разработан обобщенный метод спектральных элементов, ис-

пользующий универсальную технику реализации неоднородных 
граничных условий Дирихле и Неймана, позволяющий повы-
сить точность и качество решений плоских линейных и нели-
нейных задач динамики вязкой жидкости по сравнению с анало-
гами. 

2. На основе обобщенного спектрального метода разработан алго-
ритм решения плоских линейных краевых задач. 

3. На основе обобщенного спектрального метода разработан алго-
ритм решения плоских нелинейных задач динамики вязкой 
жидкости. 

4. Предложен способ решения системы линейных алгебраических 
уравнений, позволяющий существенно сократить время расчета 
за счет подбора предобуславливающей матрицы. 
Основные положения, выносимые на защиту: 

1. Обобщенный метод спектральных элементов, использующий 
универсальную технику реализации неоднородных граничных 
условий Дирихле и Неймана. 

2. Алгоритм решения плоских линейных краевых задач обобщен-
ным методом спектральных элементов. 

3. Алгоритм решения плоских нелинейных задач динамики вязкой 
жидкости обобщенным методом спектральных элементов. 

4. Способ решения систем линейных алгебраических уравнений, 
получающихся при дискретизации уравнений Навье-Стокса 
обобщенным методом спектральных элементов. 

5. Результаты моделирования течения вязкой жидкости в прямо-
угольной каверне, в канале за уступом, а также результаты мо-
делирования течения Коважного. 
Достоверность полученных результатов следует из корректной 

математической постановки задачи, а также обеспечивается сравнени-
ем результатов расчетов с известными аналитическими решениями, 
экспериментальными данными и расчетами других авторов. 

Теоретическая значимость. Разработанный обобщенный метод 
спектральных элементов открывает широкий спектр возможностей 
применения высокоточных вычислений в различных областях науки и 
техники, в частности, в исследовании турбулентных течений. Кроме 
того, задача обобщения вышеупомянутого метода на случай трёх не-
зависимых переменных выглядит вполне разрешимой. 
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Практическая значимость. Метод спектральных элементов 
позволяет получать решения плоских задач динамики вязкой жидко-
сти с высоким порядком точности на грубых неструктурированных 
сетках. Данный метод позволяет очень точно аппроксимировать ре-
шения в областях с большими градиентами, что, в свою очередь, по-
зволяет учитывать тонкие физические эффекты и моделировать ис-
тинное поведение решения. Метод спектральных элементов, в отли-
чие от метода конечных разностей, может быть использован для ре-
шения задач в областях сложной формы, и, в отличие от метода ко-
нечных элементов и контрольных объемов, имеет экспоненциальную 
скорость сходимости приближенного решения к точному. Решения, 
полученные с использованием метода спектральных элементов, слу-
жат для тестирования алгоритмов локальной аппроксимации, а также 
могут иметь самостоятельное значение для разработки высокоточных 
приборов и систем. 

Апробация работы. Основные результаты диссертации доло-
жены на 4 конференциях, в том числе на двух международных, одной 
всероссийской, а также на 100-м юбилейном семинаре «Численные 
методы решения задач механики сплошной среды» в г. Кемерово. Ос-
новные результаты, полученные в диссертации, опубликованы в 7 ра-
ботах, в том числе в 2-х журналах из списка ВАК. 

Структура и объем работы. Диссертация состоит из введения, 
4 глав, заключения и списка цитированной литературы. Объем 
диссертации – 115 с., в том числе 107 с. основного текста с рисунками. 
Список цитируемой литературы содержит 92 названия. 

 
Краткое содержание работы 

Во введении дается характеристика глобального спектрального 
метода и конечно-элементного спектрального метода. Указывается их 
место в системе современных численных методов. Подчеркивается, 
что основным достоинством спектрального метода является сочетание 
использования грубых неструктурированных сеток с возможностью 
построения высокоточных решений. Здесь же, во введении, формули-
руются цели и задачи исследования и формулируются положения, вы-
носимые на защиту. 

В первой главе на базе деления на локальные и глобальные ме-
тоды кратко рассмотрено все множество сеточных методов, исполь-
зуемых в современной вычислительной математике. Отмечаются об-
щие для всех методов особенности расчетов:   

1. Видоизмененная постановка дифференциальной задачи, назы-
ваемая слабой формой исходной постановки, является более 
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удобной при создании рабочего алгоритма, реализующего ре-
шение стационарных задач. 

2. На практике дискретизация производных по времени осуществ-
ляется почти исключительно с использованием конечно-
разностного представления, даже если оставшаяся дифференци-
альная часть исходной постановки реализуется в рамках иного 
подхода. 
В заключение всего отмечается, что реальный эффект повыше-

ния точности расчетов достигается за счет комбинации идей конечно-
элементного разбиения области интегрирования и спектрального раз-
ложения искомой функции (уже на конечном элементе).  

Во второй главе излагается метод спектральных элементов для 
одномерных линейных краевых задач математической физики.  

Рассмотрим обыкновенное дифференциальное уравнение 
второго порядка: 

( ) ( ) ( )d dup x q x u f
dx dx

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

− = − x ,    (1) 

определенное на отрезке [ 1  с граничными условиями вида  ,1]−

( )1 1 1c1 ( 1)dua b u
dx

− + − = , ( )2 2 21 (1)du u c
dx

a b = .    +

Спектральный метод использует приближенное решение в той 
же форме, что и традиционные методы взвешенных невязок. Как и в 
традиционном методе Галеркина, аппроксимирующие и весовые 
функции отличны от нуля во всей вычислительной области. В этом 
отношении спектральный метод является глобальным методом. Наи-
более существенное отличие спектрального метода от традиционных 
подходов, связанных с применением метода взвешенных невязок, со-
стоит в том, что указанный метод использует в качестве аппроксими-
рующих и весовых функций ортогональные функции, являющиеся 
собственными функциями задачи Штурма-Лиувилля, сформулиро-
ванной на отрезке [ 1,1]Ω = − : 

( ) ( ) ( )i
i i

dd a x b x w x
dx dx i

ϕ ϕ λ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

− + = ϕ ,     

( 1) (1) 0i iϕ ϕ− = = .       
В общем случае, решением данной задачи являются полиномы 

Якоби. Так как полиномы Якоби взаимно ортогональны на интервале 
, можно показать, что  [ 1,1]−

: lim 0h
NN

u U u P u
→∞

∀ ∈ − = .      
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Здесь  – точное решение исходной дифференциальной задачи, u

0

N
h

i iN
i

P u cϕ
=

=∑ . Более того, если искомое решение является  раз не-

прерывно дифференцируемым, то ошибка аппроксимации будет сле-
дующей:    

u m

2
1 m

h m
N HL

u P u C N u−− ≤ .      

Таким образом, используя спектральное разложение, для доста-
точно гладких функций можно получить экспоненциальную скорость 
сходимости приближенного решения к точному. В этом и состоит ос-
новное преимущество спектрального метода: очень точные прибли-
жения могут быть получены при небольшом числе слагаемых, причём 
ошибка аппроксимации будет уменьшаться экспоненциально с ростом 

. В настоящей работе в качестве базисных функций использовались 
интерполяционные многочлены, представляющие собой комбинации 
полиномов Лежандра и их производных и получившие название по-
линомов Гаусса – Лежандра – Лобатто: 

N

        
1

( ) ( ),
N

i i
i

u x u C x
=

=∑

 
2(1 )1( )

( 1) ( )
N

i
i iN

x LC x
N N L x x x

− ′−=
+ −

,    (2) 

 ( )i j iC x jδ= .        
где ijδ  – символ Кронекера, jx  – точки Лежандра-Гаусса-Лобатто.  

Недостатком спектрального метода является то, что высокоточ-
ные решения получаются при выборе системы специальных функций, 
теряющих линейную независимость в областях нестандартной формы. 
Поэтому приходится осуществлять преобразования координат, пере-
водящие исходную область интегрирования в отрезок, квадрат или 
куб. Естественно, что для областей сложной формы поиск таких пре-
образований координат, которые бы существенным образом не ус-
ложняли дифференциальный оператор, является непростой задачей. 
Недостаток спектрального метода можно нивелировать, если строить 
решение не во всей расчетной области, а на отдельном элементе сет-
ки, накрывающем исходную область.  

Уравнение (1) в слабой постановке можно переписать следую-
щим образом: 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

1
1 1

1 1

1 1 1 1 1 1du du dv duv p v p p x x x dx
dx dx dx dx

v x q x u x dx= v x f x dx

−

− −

− − − − −

− −

∫

∫ ∫

−

  (3) 
Воспользовавшись интерполяционными формулами (2), а также 

используя квадратурные формулы Гаусса, уравнение (3) можно свести 
к системе линейных алгебраических уравнений на нахождение неиз-
вестных значений искомой функции в узлах сетки.  
 Пусть коэффициенты, входящие в (1), имеют вид: 

( ) 1, ( ) 1p x q x= = , . На рис. 1 представлена за-

висимость порядка относительной погрешности расчетов при фикси-
рованной степени полинома 

( )2 22 1 1( ) 4 1x xf x x e e− −= − + +

3N =  от числа конечных элементов, а на 
рис. 2 – относительная погрешность расчетов при фиксированном 
числе конечных элементов (5 элементов) от степени полинома. Как 
видно из рис. 1 и рис. 2, скорость сходимости по степени полинома 
является экспоненциальной и уровень машинной точности достигает-
ся при малой степени полинома, в то же время при увеличении числа 
конечных элементов погрешность аппроксимации также уменьшается, 
но скорость сходимости ниже, чем скорость сходимости по степени 
полинома.  
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Рис. 1. Зависимость порядка относи-
тельной погрешности численного ин-
тегрирования уравнения (1) при фик-
сированной степени полинома от чис-
ла конечных элементов 
 

Рис. 2. Зависимость порядка относи-
тельной погрешности вычислений при 
фиксированном числе конечных эле-
ментов (5 элементов) от степени поли-
нома 
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Далее, в этой же главе приводится алгоритм расчета плоского 

уравнения Пуассона методом спектральных элементов. Спектральный 
метод обобщается на случай двух и более измерений путем использо-
вания в качестве базисных функций скалярного произведения соот-
ветствующих одномерных базисных функций.  

Рассмотрим  уравнение Пуассона: 

       (4) 
2 ( ), ,

( ).
u f x x

u xϕ∂Ω

−∇ = ∈Ω
=

Рассмотрим  также проблему построения решения (4) в слабой 
постановке: 

2uvdV = fvdV
Ω Ω

− ∇∫ ∫      (5) 

Применим к левой части уравнения (5) формулу Грина: 
2 .ˆ

uuvdV = u vdV v dS = fvdV
nΩ Ω ∂Ω Ω

∂− ∇ − ∇ ∇ − ⋅
∂∫ ∫ ∫ ∫    (6) 

Воспользовавшись интерполяционными формулами Гаусса-
Лежандра-Лобатто, квадратурными формулами Гаусса, произведя 
преобразования координат, переводящие исходные элементы к кано-
ническому виду, получим систему линейных алгебраических уравне-
ний на нахождение неизвестных величин. 

Для оценки точности построенной аппроксимации численно 
проинтегрировали уравнение Пуассона  

(2 2 )x yu e +∇ =        (7) 
с аналитическим решением (( , ) )x yu x y e +=  в области, представляющей 
прямоугольник: . Для оценки влияния на точность 
решения числа элементов и степени базисных функций были прове-
дены расчеты для степеней базисных функций от 2 до 13 и различного 
числа элементов. На рис. 3 представлена зависимость порядка относи-
тельной погрешности расчетов при фиксированной степени полинома 
( ) от числа конечных элементов и относительная погрешность 
вычислений, полученная при фиксированном числе конечных элемен-
тов (число элементов равно 18), в зависимости от степени полинома.  

[ 1,1] [ 1,1]Ω= − × −

3N =

Как видно из рис. 3, скорость сходимости по степени полинома 
является экспоненциальной, и уровень машинной точности достигает-
ся при малой степени полинома, в то время как при увеличении числа 
конечных элементов погрешность также уменьшается, но скорость 
сходимости ниже, чем соответствующая скорость сходимости, обу-
словленная увеличением степени полинома. 
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Рис. 3. Зависимость порядка относительной погрешности расчетов от сте-
пени полинома и числа спектральных элементов: а) при фиксированной степени 
полинома  от числа конечных элементов; б) при фиксированном числе эле-
ментов от степени полиномов (18 элементов) 

3N =

 
Необходимо отметить, что, как при росте степени полинома, так 

и при росте числа элементов, матрица системы линейных уравнений 
становится плохо обусловленной, поэтому надлежащий выбор метода 
решения системы линейных уравнений позволяет ускорить итераци-
онный процесс сходимости. В данной работе использовался метод 
GMRES с предобуславливателем в виде неполного ILU(0) разложения 
исходной матрицы системы. Результаты сравнения числа итераций, 
необходимых для сходимости метода, представлены в табл. 1. Из этой 
таблицы видно, что удачный подбор численного метода решения сис-
темы линейных уравнений позволяет существенно ускорить расчёты. 

 
Таблица 1. Сравнение числа итераций при решении системы линейных уравне-
ний, полученной при интегрировании уравнения (7), методами Гаусса-Зейделя и 
GMRES + ILU(0) 
Степень полинома Число итераций  

(метод Гаусса-Зейделя) 
Число итераций 

(GMRES + ILU(0)) 
2 174 28 
3 650 54 
4 900 86 
5 2000 120 
6 3780 140 
7 6470 180 
9 15600 260 
11 28300 441 
13 41000 511 
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В третьей главе представлены результаты решения автомо-
дельных МГД-задач методом конечных разностей и методом спек-
тральных элементов. В данной главе представлено численное решение 
новой задачи о магнитно-гидродинамическом течении вязкой жидко-
сти в канале, имеющем вид рельсовой камеры. Было проанализирова-
но влияние чисел Гартмана и углового размера окон проводимости на 
индуцированные электрические поля и поля скорости жидкости. 

Неосесимметричное течение электропроводящей жидкости на 
участке стабилизированного движения в канале круглого поперечного 
сечения, находящемся в однородном по длине канала электромагнит-
ном поле описывается следующими безразмерными уравнениями: 

2 sincos z
B BU Ha p
r r

θθ
θ

⎛
⎜
⎝ ⎠

∂ ∂ ⎞
⎟Δ = − + ′

∂ ∂
,     (8) 

sincos UB
r r

Uθθ
θ

∂ ∂Δ = −
∂ ∂

.    (9) 

Здесь , U B  – продольные компоненты векторов скорости и 
магнитной индукции, Ha – число Гартмана ,Δ  – плоский оператор 
Лапласа, записанный в полярных координатах, zp′ – перепад давления, 
приходящийся на единицу длины, 0 /Ha B R σ μ=  – число Гартмана, 

 – величина магнитной индукции внешнего однородного магнитно-
го поля, 

0B
R  – радиус канала, ,σ μ  – проводимость и вязкость жидкости 

соответственно. 
Уравнение импульсов (8) интегрируется с использованием ус-

ловия прилипания жидкости на стенке канала , где 
, а уравнение индукции (9) с условиями, характе-

ризующими проводящие свойства стенок: 

| 0U Γ=

1 2 3Γ = Γ ∪Γ ∪Γ ∪Γ4

1,3
| 0,B∂ =

r Γ∂
 . Здесь 

 – проводящие участки стенки канала, 
2,4

| 0B Γ =

1 3,Γ Γ 2 4,Γ Γ  – участки изоля-
ции. 

Первоначально было рассмотрено течение проводящей жидко-
сти в канале с не проводящими стенками и рассчитано сопротивление 
магнитно-гидродинамического потока для круглой трубы при различ-
ных числах Гартмана. Применив метод конечных разностей для ин-
тегрирования уравнений (8) – (9),  были получены расчеты, хорошо 
согласующиеся с данными опытов Дж. Гартмана. Наряду с этим было 
произведено тестирование на режиме течения не проводящей среды и 
получен параболоид Пуазейля. При течении проводящей жидкости в 
канале с изолированными стенкам возникает структура поперечных 
токов, причем, у стенок канала траектории зарядов загущены (эффект 
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Дж. Гартмана для контуров тока). Расчеты показывают, что движени-
ем жидкости индуцируется такое электромагнитное поле, которое 
препятствует перемещению жидкости в направлении среднего потока.  

Далее было рассмотрено течение электропроводящей жидкости 
в канале с однородными неидеальными стенками. В таком случае гра-
ничные условия заменяются на следующие: 

| 0B B
r ϕ Γ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∂ + =
∂

.      

Здесь 2

1R
σ δϕ
σ

=  – параметр проводимости стенки; 1, 2σ σ  – соответст-

венно проводимости жидкости и стенки, R  – радиус трубы, δ  – тол-
щина стенки канала. На рис. 4 приведены обобщающие данные по ве-
личине 0/λ λ  (здесь λ  коэффициент трения, 0 64 / Reλ = ) в зависимо-
сти от безразмерных параметров ϕ  и Ha . Как видно из рисунка, по-
тери на трение увеличиваются с ростом каждого из указанных пара-
метров. Рис. 4 обобщает данные по сопротивлению электропроводя-
щей жидкости для трубы, находящейся в поперечном однородном 
магнитном поле. 

Было также рассмотрено стационарное, стабилизированное по 
длине канала течение вязкой электропроводящей жидкости в канале 
прямоугольного сечения, которое также подвергается воздействию 
поперечного однородного магнитного поля. Уравнения МГД-течения 
в этом случае можно записать следующим образом: 

 

 
Рис.4. Закон сопротивления для проводящей жидкости в трубе в поперечном ма-
гитном поле 
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1,BU Ha
y

∂Δ + =
∂

     (10) 

 

0UB Ha
y

∂Δ + =
∂

.     (11) 

Интегрирование уравнений (10) – (11) проводили методом спек-
тральных элементов. Исходя из результатов тестирования и характера 
распределения искомой функции, данные вычислений по МГД потоку 
следует признать высокоточными. Анализируя результаты расчетов, 
мы наблюдаем, что с ростом параметра Ha  все более ярко проявляет-
ся эффект Гартмана для контуров тока, состоящий в сближении траек-
торий заряженных частиц у поверхностей, расположенных перпенди-
кулярно вектору напряженности внешнего магнитного поля. Видно 
также, что при заданной величине безразмерного градиента давления 
и с ростом числа Ha , поверхность скоростей становится все более за-
полненной и наблюдается существенное уменьшение расхода элек-
тропроводящей жидкости через поперечное сечение прямоугольного 
канала. 

 
 

Рис. 5. Поверхность скорости и изолинии магнитного напряжения при  7Ha =
  

В четвертой главе излагаются основы применения метода 
спектральных элементов к нелинейным задачам динамики вязкой 
жидкости, формулируемым на базе плоских уравнений Навье-Стокса.  

Уравнения, описывающие двумерные стационарные несжимае-
мые ламинарные течения имеют вид: 

1( )

0.

T p
Re

⎧
⎪
⎨
⎪⎩

,∇ − Δ −∇

∇⋅

u u u =

u =
      (12) 
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Здесь ULRe = 
ν

 – число Рейнольдса; ,  – характерная скорость и 

характерный линейный размер соответственно; 

U L

ν – кинематическая 
вязкость;  – векторная функция, представляющая скорость 
жидкости в плоском сечении; – скалярная функция давления жид-
кости. 

1 2( , )u u=u
p

Для численного решения уравнений (12) применили метод уста-
новления совместно с методом проекций. Суть метода проекций со-
стоит в следующем: 

1. На первом этапе находим промежуточное значение для скоро-
сти из уравнения  

1 ( )
n

n n np
t Re

− − Δ = ⋅∇ −∇
Δ

u u u u u .   (13) 

2. На втором этапе производим расчет давления по формуле 
2 1 1np

t
+∇ = ∇

Δ
u .       

3. На третьем этапе производим расчет скорости для временного 
слоя :  1n+

1
1.

n n
np

t
+

+− = −∇
Δ

u u      

Шаги 1 – 3 выполняются до установления решения. 
Рассмотрим проблему построения решения уравнения (13) в 

слабой постановке: 
21 .

nu u vdV uvdV fvdV
t ReΩ Ω Ω

− − ∇ =
Δ∫ ∫ ∫        (14)  

Здесь n nf u u= ∇ , – одна из компонент скорости. Ко второму 
слагаемому из левой части уравнения (14) применим формулу Грина: 

u

21 1 uuvdV u vdV v dS
Re ReΩ Ω ∂Ω

⎛ ⎞
⎜
⎜
⎝ ⎠

∂− ∇ = ∇ ∇ −
∂∫ ∫ ∫ n

⎟
⎟
.    

Тогда формулу (14) можно переписать следующим образом: 
1 1 .

n

Re Re
u u uvdV u vdV v dS fvdVt

Ω Ω ∂Ω

= +− ∂+ ∇ ∇Δ ∂∫ ∫ ∫
Ω
∫n  (15) 

Поскольку цель исследования – получить метод, позволяющий 
аппроксимировать решение с высоким порядком точности, то и инте-
гралы, входящие в последнюю формулу, необходимо также вычис-
лить с высоким порядком точности. Для этого будем использовать 
квадратурные формулы Гаусса. В случае задачи с размерностью ин-
терполяционная формула (2) может быть рассмотрена в виде прямого 
произведения одномерных базисных функций: 

m
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1
1

,...,
1,..., 1 1

( ) ( )
m i

m

mN

p p p i
p p i

u u
= = =

= ∑ ∏x C x

x

.    

На элементе рассмотрим тестовые функции, имеющие следую-
щий вид: 

1,...,
1

( ) ( )
m i

m

q q q i
i

v x C
=

=∏ .     

Подставив интерполяционные формулы в (15), применив теоре-
му Гаусса, а также выполнив преобразования координат, переводящие 
элементы, на которые разбита область интегрирования, к канониче-
скому виду, получим необходимые уравнения на нахождение неиз-
вестных величин в узлах сетки. Действуя аналогичным образом, мож-
но получить аппроксимации для уравнений, решаемых на втором и 
третьем этапе метода проекций. 

Для тестирования алгоритма были произведены сопоставления 
результатов с известным аналитическим решением. Рассмотрим тече-
ние Коважного, которое определяется точным решением плоских ста-
ционарных уравнений  Навье-Стокса и имеет следующий вид: 

( )( , ) 1 cos(2 ),xu x y e yλ π−= −       

( , ) sin(2 ),
2

xv x y e yλλ π
π

−= −       

21( , ) 2
xp x y e λ−= − .      

Параметр λ , в свою очередь, определяется следующим соотно-

шением: 
2

24
4 2

Reλ π= + − Re .      

Численное решение было найдено в области прямоугольной 
формы . Граничные условия задавали согласно ана-
литическим формулам. Расчеты велись для числа Рейнольдса, равного 
40, на сетке, состоящей из 36 конечных элементов. На рис. 6 пред-
ставлены относительные погрешности расчетов для компонент скоро-
стей, давления, а также невязка уравнения неразрывности. 

[ 0,5;1] [ 0,5;1,5]− × −

Далее, были произведены расчеты течения в плоской каверне. 
Двумерная область, представляющая собой полость квадратной фор-
мы с длиной грани, равной 1, показана на рис. 7. Нижняя и боковые 
грани являются твердыми стенками, верхняя грань является подвиж-
ной границей, перемещающейся с постоянной скоростью. Граничные 
условия для данной задачи задавались следующим образом: 

0=u  на твердых неподвижных стенках; 1 21, 0u u= =  на подвиж-

ной стенке; 0p∂ =
∂n

. 
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На рис. 7 приведены линии тока для чисел Рейнольдса 400 и 
1000. Результаты расчетов можно сравнить с данными работ М. Жан-
ка, Д.С. Вона, Д.К. Фирсова. На рис. 8 представлены профили про-
дольной компоненты скорости на вертикальной линии 0x =  при 

1000Re = . 

 
Рис. 6. Относительные погрешности расчетов для компонент скоростей, 
давления, и невязка для уравнения неразрывности 

 

  
400Re =  1000Re =  

Рис. 7. Линии тока в каверне при 400Re = и 1000Re =  
 

Был также произведен расчет стационарного течения за уступом 
(см. рис. 9). На входе течение считается установившимся, поэтому 
первая компонента скорости имеет параболический профиль, а вторая 
компонента скорости тождественно равна нулю. Граничные условия 

для давления на входе определяются соотношением: p a∂ = −
∂n

, где  

некоторая положительная константа. На выходе течение также счита-
ется установившимся. Линии тока, для числа Рейнольдса 75 представ-
лены на рис. 9.  

a
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Рис. 8. Сравнение расчета двумерного распределения первой компоненты ско-
рости при , выполненного с помощью метода спектральных элемен-
тов, с расчетом работы К. Флетчера 

1000Re =

 

 

Рис. 9. Распределение линий тока при 75Re =  

В заключении диссертации приводятся основные выводы, со-
стоящие в следующем. В настоящей работе предложена, обоснована и 
опробована вычислительная технология высокоточных расчетов, ис-
пользуемая для решения линейных и нелинейных эллиптических за-
дач, которая базируется на применении грубых неструктурированных 
сеток, дроблении треугольных элементов, построении отображений 
четырехугольников на единичный квадрат и спектральном разложе-
нии искомого решения в канонической области. Разработан обобщен-
ный метод спектральных элементов, использующий универсальную 
технику реализации неоднородных граничных условий Дирихле и 
Неймана, а также предложен способ решения систем линейных алгеб-
раических уравнений, что позволило существенно ускорить время 
расчетов. Спектральный метод конечных элементов, лежащий в осно-
ве предложенной технологии, показал экспоненциальную сходимость 
на известных точных решениях, а также возможность достижения за-
данной величины точности (до уровня машинной) во всех рассмот-
ренных в работе случаях посредством увеличения количества элемен-
тов и степени аппроксимирующего полинома. Для тестирования алго-
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ритма были проведены расчеты течений в каверне при различных 
числах Рейнольдса, был также произведен расчет потока за уступом. 
Результаты, полученные с помощью метода спектральных элементов, 
хорошо согласуются с экспериментальными данными, а также с ре-
зультатами расчетов других авторов. Метод является технологичным 
и допускает обобщения на случаи пространственных областей изме-
нения независимых переменных. 

Основные опубликованные работы 
1. Бубенчиков А.М., Клевцова А.В., Попонин В.С. Движение 
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2. Бубенчиков А.М., Попонин В.С., Колесникова А.В. Течение 
электропроводящей жидкости в канале с частично проводящими 
стенками // Вычислительные технологии, 2006, т.11, №1, с. 26 – 
34. 

3. Попонин В.С. Разработка технологии высокоточных 
вычислений на базе спектрального метода конечных элементов 
// Международная конференция студентов, аспирантов и 
молодых ученых «Ломоносов». – Москва, 2007, с. 75. 

4. Бубенчиков А.М., Попонин В.С., Фирсов Д.К. Расчет 
неизотермического течения вязкой жидкости в каналах 
сложного профиля поперечного сечения // Международная 
конференция по математике и механике. – Томск, 2003, с. 153 – 
165. 

5. Попонин В.С. Метод спектральных элементов для расчета 
стационарных уравнений Навье-Стокса // Материалы 9-й 
Республиканской научной конференции студентов и аспирантов 
«Новые математические методы и компьютерные тенологии в 
проектировании, производстве и научных исследованиях». - 
Гомель: ГГУ им. Ф. Скорины, 2006, с. 127 – 128. 

6. Бубенчиков А.М., Попонин В.С. Спектральный метод решения 
плоских краевых задач // Вестник Томского государственного 
университета. Бюллетень оперативной научной информации 
«Вычислительная гидромеханика», 2006, № 81, с. 21 - 37.  

7. Попонин В.С., Фирсов Д.К.  Вычислительная технология 
построения высокоточных решений краевых задач 
математической физики // V Всероссийская научно-
практическая конференция студентов, аспирантов и молодых 
ученых. – Томск: ТПУ, 2007, с. 33 -35. 
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Общая характеристика работы


Актуальность проблемы. Появление вычислительных машин в 60-х годах прошлого столетия стимулировало развитие вычислительных методов в естественных науках, инженерных дисциплинах и в управлении. Появление персональных компьютеров на рубеже 70 – 80-х годов заметно ускорило процессы разработки новых алгоритмов и математических моделей. Дальнейшее развитие вычислительной техники – создание многопроцессорных компьютеров – позволяет успешно решать задачи моделирования сложных физических систем. В связи с этим, разработка новых математических алгоритмов является важной и  актуальной задачей.


Применение вычислительных методов оказалось особенно эффективным для задач динамики жидкости и газа, что позволило получить решения для круга задач, считавшихся ранее неразрешимыми.  Связано это с тем, что такие особенности уравнений гидродинамики, как нелинейность, высокий порядок и возникновение разрывных решений, делают вычислительный метод наиболее предпочтительным и эффективным методом исследования. 


В 60 – 70-х годах 20-го века наиболее широкое распространение получили методы конечных разностей. Связано это было с тем, что достаточно правдоподобные аппроксимации данных дифференциальных уравнений можно было получить с небольшими затратами вычислительных ресурсов. Но круг задач, решаемых с помощью этого метода, был не широк и ограничивался интегрированием дифференциальных уравнений в областях простой формы. Для областей сложной геометрической формы приходилось находить преобразования координат, переводящие исходную область интегрирования в стандартную или каноническую. Недостаток такого подхода очевиден – это отсутствие универсальных алгоритмов преобразования координат и, как следствие, наличие задач, для которых такой подход не применим. Основные принципы метода конечных разностей подробно изложены в работах К. Флетчера, А.А. Самарского, С.К. Годунова, Г.И. Марчука, А.И. Толстых.

Вышеупомянутые недостатки метода конечных разностей привели к разработке новых, более универсальных алгоритмов. Особенно широкое распространение получили методы конечных элементов и методы контрольных объемов. Метод конечных элементов широко освещен в работах O.C. Зинкевича, К. Моргана, А. Дэвиса, Г. Бира и др. Метод контрольных объемов подробно описан в работах М. Пиллера, М. Хаббарда, Ж. Вонга, С. Патанкара.  Данные методы позволяют решать сложные инженерные задачи в реальных областях, форма которых далека от канонической. Недостатком метода конечных элементов является отсутствие консервативности, что может привести к нефизическим решениям. Напротив, метод контрольного объема обладает свойством консервативности, что делает данный метод более предпочтительным. Однако, и метод конечных элементов, и метод контрольных объемов обладают существенным недостатком – низким порядком точности, что может оказаться критичным при решении ряда практических задач, например, задач газовой динамики в ракетостроении.


В связи со всем вышесказанным, особенно актуальным является разработка  вычислительных алгоритмов, позволяющих решать задачи на неструктурированных сетках с высоким порядком аппроксимации. 


Впервые высокоточные методы были разработаны  на рубеже 80-х годов 20-го века, но, в силу достаточно низкой производительности компьютерной техники того времени, не получили широкого распространения. 


К высокоточным методам относится спектральный метод. Фундаментальный вклад в развитие этого метода внесли К. Флетчер, С. Орзаг, Д. Готтлиб, Р. Пейретта, Р. Вильямс. Однако использование глобального спектрального метода ограничено областями простой геометрической формы, что существенно сужает его применимость к реальным физическим процессам. По указанной причине глобальный спектральный метод не получил широкого распространения.

Метод спектральных элементов основан на тех же принципах, что и глобальный спектральный метод. Основное отличие метода спектральных элементов состоит в том, что интегрирование ведется по части  пространства независимых переменных, которую отождествляют с конечным элементом.

Целью исследования является построение математического аппарата, позволяющего получать решения высокого порядка точности в областях сложной геометрии для плоских задач динамики вязкой жидкости. 

Основные задачи исследования состоят в следующем:


1. Обобщить метод спектральных элементов и расширить область его использования в реальных инженерных и физических задачах.


2. Разработать алгоритм решения плоских линейных краевых задач на основе обобщенного метода спектральных элементов.

3. Разработать алгоритм решения плоских нелинейных задач динамики вязкой жидкости на основе обобщенного метода спектральных элементов.

Научная новизна работы определяется следующими положе-ниями:

1. Разработан обобщенный метод спектральных элементов, использующий универсальную технику реализации неоднородных граничных условий Дирихле и Неймана, позволяющий повысить точность и качество решений плоских линейных и нелинейных задач динамики вязкой жидкости по сравнению с аналогами.

2. На основе обобщенного спектрального метода разработан алгоритм решения плоских линейных краевых задач.


3. На основе обобщенного спектрального метода разработан алгоритм решения плоских нелинейных задач динамики вязкой жидкости.


4. Предложен способ решения системы линейных алгебраических уравнений, позволяющий существенно сократить время расчета за счет подбора предобуславливающей матрицы.


Основные положения, выносимые на защиту:


1. Обобщенный метод спектральных элементов, использующий универсальную технику реализации неоднородных граничных условий Дирихле и Неймана.


2. Алгоритм решения плоских линейных краевых задач обобщенным методом спектральных элементов.


3. Алгоритм решения плоских нелинейных задач динамики вязкой жидкости обобщенным методом спектральных элементов.


4. Способ решения систем линейных алгебраических уравнений, получающихся при дискретизации уравнений Навье-Стокса обобщенным методом спектральных элементов.


5. Результаты моделирования течения вязкой жидкости в прямоугольной каверне, в канале за уступом, а также результаты моделирования течения Коважного.


Достоверность полученных результатов следует из корректной математической постановки задачи, а также обеспечивается сравнением результатов расчетов с известными аналитическими решениями, экспериментальными данными и расчетами других авторов.

Теоретическая значимость. Разработанный обобщенный метод спектральных элементов открывает широкий спектр возможностей применения высокоточных вычислений в различных областях науки и техники, в частности, в исследовании турбулентных течений. Кроме того, задача обобщения вышеупомянутого метода на случай трёх независимых переменных выглядит вполне разрешимой.


Практическая значимость. Метод спектральных элементов позволяет получать решения плоских задач динамики вязкой жидкости с высоким порядком точности на грубых неструктурированных сетках. Данный метод позволяет очень точно аппроксимировать решения в областях с большими градиентами, что, в свою очередь, позволяет учитывать тонкие физические эффекты и моделировать истинное поведение решения. Метод спектральных элементов, в отличие от метода конечных разностей, может быть использован для решения задач в областях сложной формы, и, в отличие от метода конечных элементов и контрольных объемов, имеет экспоненциальную скорость сходимости приближенного решения к точному. Решения, полученные с использованием метода спектральных элементов, служат для тестирования алгоритмов локальной аппроксимации, а также могут иметь самостоятельное значение для разработки высокоточных приборов и систем.

Апробация работы. Основные результаты диссертации доложены на 4 конференциях, в том числе на двух международных, одной всероссийской, а также на 100-м юбилейном семинаре «Численные методы решения задач механики сплошной среды» в г. Кемерово. Основные результаты, полученные в диссертации, опубликованы в 7 работах, в том числе в 2-х журналах из списка ВАК.

Структура и объем работы. Диссертация состоит из введения, 4 глав, заключения и списка цитированной литературы. Объем диссертации – 115 с., в том числе 107 с. основного текста с рисунками. Список цитируемой литературы содержит 92 названия.

Краткое содержание работы

Во введении дается характеристика глобального спектрального метода и конечно-элементного спектрального метода. Указывается их место в системе современных численных методов. Подчеркивается, что основным достоинством спектрального метода является сочетание использования грубых неструктурированных сеток с возможностью построения высокоточных решений. Здесь же, во введении, формулируются цели и задачи исследования и формулируются положения, выносимые на защиту.

В первой главе на базе деления на локальные и глобальные методы кратко рассмотрено все множество сеточных методов, используемых в современной вычислительной математике. Отмечаются общие для всех методов особенности расчетов:  

1. Видоизмененная постановка дифференциальной задачи, называемая слабой формой исходной постановки, является более удобной при создании рабочего алгоритма, реализующего решение стационарных задач.

2. На практике дискретизация производных по времени осуществляется почти исключительно с использованием конечно-разностного представления, даже если оставшаяся дифференциальная часть исходной постановки реализуется в рамках иного подхода.

В заключение всего отмечается, что реальный эффект повышения точности расчетов достигается за счет комбинации идей конечно-элементного разбиения области интегрирования и спектрального разложения искомой функции (уже на конечном элементе). 

Во второй главе излагается метод спектральных элементов для одномерных линейных краевых задач математической физики. 


Рассмотрим обыкновенное дифференциальное уравнение второго порядка:
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Спектральный метод использует приближенное решение в той же форме, что и традиционные методы взвешенных невязок. Как и в традиционном методе Галеркина, аппроксимирующие и весовые функции отличны от нуля во всей вычислительной области. В этом отношении спектральный метод является глобальным методом. Наиболее существенное отличие спектрального метода от традиционных подходов, связанных с применением метода взвешенных невязок, состоит в том, что указанный метод использует в качестве аппроксимирующих и весовых функций ортогональные функции, являющиеся собственными функциями задачи Штурма-Лиувилля, сформулированной на отрезке 
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В общем случае, решением данной задачи являются полиномы Якоби. Так как полиномы Якоби взаимно ортогональны на интервале 
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, можно показать, что 
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Здесь 
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 – точное решение исходной дифференциальной задачи, 
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. Более того, если искомое решение 
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является 
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 раз непрерывно дифференцируемым, то ошибка аппроксимации будет следующей:   
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Таким образом, используя спектральное разложение, для достаточно гладких функций можно получить экспоненциальную скорость сходимости приближенного решения к точному. В этом и состоит основное преимущество спектрального метода: очень точные приближения могут быть получены при небольшом числе слагаемых, причём ошибка аппроксимации будет уменьшаться экспоненциально с ростом 
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. В настоящей работе в качестве базисных функций использовались интерполяционные многочлены, представляющие собой комбинации полиномов Лежандра и их производных и получившие название полиномов Гаусса – Лежандра – Лобатто:
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где 
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 – символ Кронекера, 
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x


 – точки Лежандра-Гаусса-Лобатто. 

Недостатком спектрального метода является то, что высокоточные решения получаются при выборе системы специальных функций, теряющих линейную независимость в областях нестандартной формы. Поэтому приходится осуществлять преобразования координат, переводящие исходную область интегрирования в отрезок, квадрат или куб. Естественно, что для областей сложной формы поиск таких преобразований координат, которые бы существенным образом не усложняли дифференциальный оператор, является непростой задачей. Недостаток спектрального метода можно нивелировать, если строить решение не во всей расчетной области, а на отдельном элементе сетки, накрывающем исходную область. 


Уравнение (1) в слабой постановке можно переписать следующим образом:
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(3)

Воспользовавшись интерполяционными формулами (2), а также используя квадратурные формулы Гаусса, уравнение (3) можно свести к системе линейных алгебраических уравнений на нахождение неизвестных значений искомой функции в узлах сетки. 


Пусть коэффициенты, входящие в (1), имеют вид: 

[image: image22.wmf]()1,()1


pxqx


==


, 

[image: image23.wmf](


)


22


211


()41


xx


fxxee


--


=-++


. На рис. 1 представлена зависимость порядка относительной погрешности расчетов при фиксированной степени полинома 
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 от числа конечных элементов, а на рис. 2 – относительная погрешность расчетов при фиксированном числе конечных элементов (5 элементов) от степени полинома. Как видно из рис. 1 и рис. 2, скорость сходимости по степени полинома является экспоненциальной и уровень машинной точности достигается при малой степени полинома, в то же время при увеличении числа конечных элементов погрешность аппроксимации также уменьшается, но скорость сходимости ниже, чем скорость сходимости по степени полинома. 
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		Рис. 1. Зависимость порядка относительной погрешности численного интегрирования уравнения (1) при фиксированной степени полинома от числа конечных элементов



		Рис. 2. Зависимость порядка относительной погрешности вычислений при фиксированном числе конечных элементов (5 элементов) от степени полинома








Далее, в этой же главе приводится алгоритм расчета плоского уравнения Пуассона методом спектральных элементов. Спектральный метод обобщается на случай двух и более измерений путем использования в качестве базисных функций скалярного произведения соответствующих одномерных базисных функций. 

Рассмотрим  уравнение Пуассона:
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Рассмотрим  также проблему построения решения (4) в слабой постановке:
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Применим к левой части уравнения (5) формулу Грина:
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Воспользовавшись интерполяционными формулами Гаусса-Лежандра-Лобатто, квадратурными формулами Гаусса, произведя преобразования координат, переводящие исходные элементы к каноническому виду, получим систему линейных алгебраических уравнений на нахождение неизвестных величин.

Для оценки точности построенной аппроксимации численно проинтегрировали уравнение Пуассона 
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с аналитическим решением 
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 в области, представляющей прямоугольник: 
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. Для оценки влияния на точность решения числа элементов и степени базисных функций были проведены расчеты для степеней базисных функций от 2 до 13 и различного числа элементов. На рис. 3 представлена зависимость порядка относительной погрешности расчетов при фиксированной степени полинома (
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) от числа конечных элементов и относительная погрешность вычислений, полученная при фиксированном числе конечных элементов (число элементов равно 18), в зависимости от степени полинома. 

Как видно из рис. 3, скорость сходимости по степени полинома является экспоненциальной, и уровень машинной точности достигается при малой степени полинома, в то время как при увеличении числа конечных элементов погрешность также уменьшается, но скорость сходимости ниже, чем соответствующая скорость сходимости, обусловленная увеличением степени полинома.
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Рис. 3. Зависимость порядка относительной погрешности расчетов от степени полинома и числа спектральных элементов: а) при фиксированной степени полинома 
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 от числа конечных элементов; б) при фиксированном числе элементов от степени полиномов (18 элементов)

Необходимо отметить, что, как при росте степени полинома, так и при росте числа элементов, матрица системы линейных уравнений становится плохо обусловленной, поэтому надлежащий выбор метода решения системы линейных уравнений позволяет ускорить итерационный процесс сходимости. В данной работе использовался метод GMRES с предобуславливателем в виде неполного ILU(0) разложения исходной матрицы системы. Результаты сравнения числа итераций, необходимых для сходимости метода, представлены в табл. 1. Из этой таблицы видно, что удачный подбор численного метода решения системы линейных уравнений позволяет существенно ускорить расчёты.

Таблица 1. Сравнение числа итераций при решении системы линейных уравнений, полученной при интегрировании уравнения (7), методами Гаусса-Зейделя и GMRES + ILU(0)

		Степень полинома

		Число итераций 

(метод Гаусса-Зейделя)

		Число итераций

(GMRES + ILU(0))



		2

		174

		28



		3

		650

		54



		4

		900

		86



		5

		2000

		120



		6

		3780

		140



		7

		6470

		180



		9

		15600

		260



		11

		28300

		441



		13

		41000

		511





В третьей главе представлены результаты решения автомодельных МГД-задач методом конечных разностей и методом спектральных элементов. В данной главе представлено численное решение новой задачи о магнитно-гидродинамическом течении вязкой жидкости в канале, имеющем вид рельсовой камеры. Было проанализировано влияние чисел Гартмана и углового размера окон проводимости на индуцированные электрические поля и поля скорости жидкости.


Неосесимметричное течение электропроводящей жидкости на участке стабилизированного движения в канале круглого поперечного сечения, находящемся в однородном по длине канала электромагнитном поле описывается следующими безразмерными уравнениями:
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Здесь 
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 – продольные компоненты векторов скорости и магнитной индукции, 
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– число Гартмана ,
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 – плоский оператор Лапласа, записанный в полярных координатах, 

[image: image43.wmf]z


p


¢


– перепад давления, приходящийся на единицу длины, 
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 – число Гартмана, 
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 – величина магнитной индукции внешнего однородного магнитного поля, 
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 – радиус канала, 

[image: image47.wmf],


sm


 – проводимость и вязкость жидкости соответственно.


Уравнение импульсов (8) интегрируется с использованием условия прилипания жидкости на стенке канала 
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, а уравнение индукции (9) с условиями, характеризующими проводящие свойства стенок: 
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. Здесь 
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 – проводящие участки стенки канала, 
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 – участки изоляции.

Первоначально было рассмотрено течение проводящей жидкости в канале с не проводящими стенками и рассчитано сопротивление магнитно-гидродинамического потока для круглой трубы при различных числах Гартмана. Применив метод конечных разностей для интегрирования уравнений (8) – (9),  были получены расчеты, хорошо согласующиеся с данными опытов Дж. Гартмана. Наряду с этим было произведено тестирование на режиме течения не проводящей среды и получен параболоид Пуазейля. При течении проводящей жидкости в канале с изолированными стенкам возникает структура поперечных токов, причем, у стенок канала траектории зарядов загущены (эффект Дж. Гартмана для контуров тока). Расчеты показывают, что движением жидкости индуцируется такое электромагнитное поле, которое препятствует перемещению жидкости в направлении среднего потока. 

Далее было рассмотрено течение электропроводящей жидкости в канале с однородными неидеальными стенками. В таком случае граничные условия заменяются на следующие:
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Здесь 
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 – параметр проводимости стенки; 
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 – соответственно проводимости жидкости и стенки, 
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 – радиус трубы, 
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 – толщина стенки канала. На рис. 4 приведены обобщающие данные по величине 
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 коэффициент трения, 
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) в зависимости от безразмерных параметров 
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 и 
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. Как видно из рисунка, потери на трение увеличиваются с ростом каждого из указанных параметров. Рис. 4 обобщает данные по сопротивлению электропроводящей жидкости для трубы, находящейся в поперечном однородном магнитном поле.

Было также рассмотрено стационарное, стабилизированное по длине канала течение вязкой электропроводящей жидкости в канале прямоугольного сечения, которое также подвергается воздействию поперечного однородного магнитного поля. Уравнения МГД-течения в этом случае можно записать следующим образом:
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		Рис.4. Закон сопротивления для проводящей жидкости в трубе в поперечном магитном поле
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Интегрирование уравнений (10) – (11) проводили методом спектральных элементов. Исходя из результатов тестирования и характера распределения искомой функции, данные вычислений по МГД потоку следует признать высокоточными. Анализируя результаты расчетов, мы наблюдаем, что с ростом параметра 
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 все более ярко проявляется эффект Гартмана для контуров тока, состоящий в сближении траекторий заряженных частиц у поверхностей, расположенных перпендикулярно вектору напряженности внешнего магнитного поля. Видно также, что при заданной величине безразмерного градиента давления и с ростом числа 
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, поверхность скоростей становится все более заполненной и наблюдается существенное уменьшение расхода электропроводящей жидкости через поперечное сечение прямоугольного канала.
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		Рис. 5. Поверхность скорости и изолинии магнитного напряжения при 
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В четвертой главе излагаются основы применения метода спектральных элементов к нелинейным задачам динамики вязкой жидкости, формулируемым на базе плоских уравнений Навье-Стокса. 

Уравнения, описывающие двумерные стационарные несжимаемые ламинарные течения имеют вид:
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(12)

Здесь 
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 – число Рейнольдса; 
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 – характерная скорость и характерный линейный размер соответственно; 
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– кинематическая вязкость; 
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 – векторная функция, представляющая скорость жидкости в плоском сечении; 
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– скалярная функция давления жидкости.

Для численного решения уравнений (12) применили метод установления совместно с методом проекций. Суть метода проекций состоит в следующем:


1. На первом этапе находим промежуточное значение для скорости из уравнения 
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2. На втором этапе производим расчет давления по формуле
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3. На третьем этапе производим расчет скорости для временного слоя 
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Шаги 1 – 3 выполняются до установления решения.

Рассмотрим проблему построения решения уравнения (13) в слабой постановке:
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Здесь 
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– одна из компонент скорости. Ко второму слагаемому из левой части уравнения (14) применим формулу Грина:
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Тогда формулу (14) можно переписать следующим образом:
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(15)

Поскольку цель исследования – получить метод, позволяющий аппроксимировать решение с высоким порядком точности, то и интегралы, входящие в последнюю формулу, необходимо также вычислить с высоким порядком точности. Для этого будем использовать квадратурные формулы Гаусса. В случае задачи с размерностью 
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интерполяционная формула (2) может быть рассмотрена в виде прямого произведения одномерных базисных функций:
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На элементе рассмотрим тестовые функции, имеющие следующий вид:
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Подставив интерполяционные формулы в (15), применив теорему Гаусса, а также выполнив преобразования координат, переводящие элементы, на которые разбита область интегрирования, к каноническому виду, получим необходимые уравнения на нахождение неизвестных величин в узлах сетки. Действуя аналогичным образом, можно получить аппроксимации для уравнений, решаемых на втором и третьем этапе метода проекций.


Для тестирования алгоритма были произведены сопоставления результатов с известным аналитическим решением. Рассмотрим течение Коважного, которое определяется точным решением плоских стационарных уравнений  Навье-Стокса и имеет следующий вид:
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Параметр 
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, в свою очередь, определяется следующим соотношением: 
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Численное решение было найдено в области прямоугольной формы 
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. Граничные условия задавали согласно аналитическим формулам. Расчеты велись для числа Рейнольдса, равного 40, на сетке, состоящей из 36 конечных элементов. На рис. 6 представлены относительные погрешности расчетов для компонент скоростей, давления, а также невязка уравнения неразрывности.


Далее, были произведены расчеты течения в плоской каверне. Двумерная область, представляющая собой полость квадратной формы с длиной грани, равной 1, показана на рис. 7. Нижняя и боковые грани являются твердыми стенками, верхняя грань является подвижной границей, перемещающейся с постоянной скоростью. Граничные условия для данной задачи задавались следующим образом:
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 на твердых неподвижных стенках; 
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 на подвижной стенке; 
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На рис. 7 приведены линии тока для чисел Рейнольдса 400 и 1000. Результаты расчетов можно сравнить с данными работ М. Жанка, Д.С. Вона, Д.К. Фирсова. На рис. 8 представлены профили продольной компоненты скорости на вертикальной линии 
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		Рис. 6. Относительные погрешности расчетов для компонент скоростей, давления, и невязка для уравнения неразрывности
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Рис. 7. Линии тока в каверне при 
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Был также произведен расчет стационарного течения за уступом (см. рис. 9). На входе течение считается установившимся, поэтому первая компонента скорости имеет параболический профиль, а вторая компонента скорости тождественно равна нулю. Граничные условия для давления на входе определяются соотношением: 
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, где 
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 некоторая положительная константа. На выходе течение также считается установившимся. Линии тока, для числа Рейнольдса 75 представлены на рис. 9. 
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		Рис. 8. Сравнение расчета двумерного распределения первой компоненты скорости при 

[image: image112.wmf]1000


Re


=


, выполненного с помощью метода спектральных элементов, с расчетом работы К. Флетчера
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		Рис. 9. Распределение линий тока при 
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В заключении диссертации приводятся основные выводы, состоящие в следующем. В настоящей работе предложена, обоснована и опробована вычислительная технология высокоточных расчетов, используемая для решения линейных и нелинейных эллиптических задач, которая базируется на применении грубых неструктурированных сеток, дроблении треугольных элементов, построении отображений четырехугольников на единичный квадрат и спектральном разложении искомого решения в канонической области. Разработан обобщенный метод спектральных элементов, использующий универсальную технику реализации неоднородных граничных условий Дирихле и Неймана, а также предложен способ решения систем линейных алгебраических уравнений, что позволило существенно ускорить время расчетов. Спектральный метод конечных элементов, лежащий в основе предложенной технологии, показал экспоненциальную сходимость на известных точных решениях, а также возможность достижения заданной величины точности (до уровня машинной) во всех рассмотренных в работе случаях посредством увеличения количества элементов и степени аппроксимирующего полинома. Для тестирования алгоритма были проведены расчеты течений в каверне при различных числах Рейнольдса, был также произведен расчет потока за уступом. Результаты, полученные с помощью метода спектральных элементов, хорошо согласуются с экспериментальными данными, а также с результатами расчетов других авторов. Метод является технологичным и допускает обобщения на случаи пространственных областей изменения независимых переменных.
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									-0.89			-0.188420			-0.188517															-0.89			-5.13E-04


									-0.71			-0.390531			-0.390495															-0.71			9.29E-05


									-0.60			-0.472698			-0.472708															-0.60			-2.07E-05


									-0.49			-0.532514			-0.532542															-0.49			-5.22E-05


									-0.31			-0.594871			-0.594873															-0.31			-2.83E-06


									-0.20			-0.617097			-0.617107															-0.20			-1.65E-05


									-0.09			-0.629154			-0.629166															-0.09			-1.92E-05


									0.09			-0.629154			-0.629166															0.09			-1.92E-05


									0.20			-0.617097			-0.617107															0.20			-1.65E-05


									0.31			-0.594871			-0.594873															0.31			-2.83E-06


									0.49			-0.532514			-0.532542															0.49			-5.22E-05


									0.60			-0.472698			-0.472708															0.60			-2.07E-05


									0.71			-0.390531			-0.390495															0.71			9.29E-05


									0.89			-0.188420			-0.188517															0.89			-5.13E-04


									1.00			0.000000			0.000000															1.00			0.00E+00


									Решение задачи


									Число элементов			Макс. относительная погрешность


									5			5.13E-04


									10			3.81E-05


									20			2.59E-06


									50			6.95E-08


									100			4.42E-09


									150			8.79E-10


									200			2.80E-10


									500			2.10E-11


									1000			7.47E-12


									2000			4.01E-12


									5000			2.01E-12


									Решение задачи


									Степень полинома			Максимальная относительная погрешность


									3			5.13E-04


									4			2.64E-05


									5			1.32E-06


									6			6.51E-08


									7			3.11E-09


									9			6.35E-12


									11			8.06E-14


									13			2.42E-13


									15			3.68E-14








Лист2


			








Лист3


			










_1236504683.unknown



_1235809864.unknown



_1235577825.unknown



_1235578313.unknown



_1235578762.unknown



_1235579862.unknown



_1235578703.unknown



_1235578326.unknown



_1235578336.unknown



_1235578282.unknown



_1235577392.unknown



_1235577428.unknown



_1235575588.unknown



_1235491492.unknown



_1235492752.unknown



_1235575439.unknown



_1235575502.unknown



_1235575322.unknown



_1235492456.unknown



_1235492603.unknown



_1235492214.unknown



_1235489942.unknown



_1235491045.unknown



_1235491138.unknown



_1235490823.unknown



_1235489295.unknown



_1235489758.unknown



_1235489017.unknown



_1235402815.unknown



_1235488469.unknown



_1235488555.unknown



_1235488580.unknown



_1235488484.unknown



_1235488317.unknown



_1235488449.unknown



_1235403160.unknown



_1235402029.unknown



_1235402163.unknown



_1235402611.unknown



_1235402083.unknown



_1235401143.unknown



_1235401892.unknown



_1235401952.unknown



_1235401476.unknown



_1235401125.unknown



_1235382373.unknown



_1235400305.unknown



_1235400363.unknown



_1235400585.unknown



_1235400339.unknown



_1235400154.unknown



_1235400251.unknown



_1235382381.unknown



_1235381886.unknown



_1235382045.unknown



_1235382150.unknown



_1235381917.unknown



_1235381772.unknown



_1235381835.unknown



_1235381675.unknown



_1235326168.unknown



_1235330986.unknown



_1235378511



_1235381289.unknown



_1235381399.unknown



_1235378666.unknown



_1235331199.unknown



_1235331675.unknown



_1235331085.unknown



_1235328041.unknown



_1235329779.unknown



_1235330274.unknown



_1235329692.unknown



_1235327686.unknown



_1235327762.unknown



_1235326457.unknown



_1235323995.unknown



_1235324480.unknown



_1235326060.unknown



_1235326105.unknown



_1235325315.unknown



_1235326018.unknown



_1235325280.unknown



_1235324125.unknown



_1235324308.unknown



_1235324096.unknown



_1235323020.unknown



_1235323625.unknown



_1235323964.unknown



_1235323306.unknown



_1235323573.unknown



_1235323264.unknown



_1235322840.unknown



_1235322870.unknown



_1235322336.unknown



