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OO0mas xapakTepucTuKa padoThl

AKTYaJIbHOCTDH NPo0OaeMbl. [0sBIIeHNE BBIYUCIUTENIBHBIX MAIIUH B
60-x rojiax MpOIUIOro CTOJETUS CTUMYJIHPOBAIO PA3BUTUE BHIUUCIUTEIb-
HBIX METOJIOB B €CTECTBEHHBIX HayKaX, MHKEHEPHBIX MAUCIUIIMHAX U B
ynpasienuu. [losBieHne nepcoHaibHBIX KOMIBIOTEPOB Ha pydexe 70 —
80-X TOJI0B 3aMETHO YCKOPHUJIO MPOLECCHl Pa3padOTKU HOBBIX aJITOPUTMOB
M MaTeMaTH4ecKux Mojesnen. JlanpHelliee pa3BUTUE BBIYMCIUTEIBHOU
TEXHUKHU — CO3JJaHHE€ MHOTOIPOLIECCOPHBIX KOMITBIOTEPOB — MO3BOJISIET yC-
NENIHO peliaTh 3aJa4i MOJEIUPOBAHUS CIIOXKHBIX (PU3UUYECKUX cHCcTeM. B
CBSI3U C 3THM, pa3pabOTKa HOBBIX MAaTEeMAaTHUYECKUX AJITOPUTMOB SBIISETCS
BAKHOW M aKTyaJIbHOM 3aJ1a4cHl.

[IpumMeHeHne BBHIYMCIUTEIBHBIX METOJOB OKa3aJIoCh OCOOEHHO 3(-
(beKTUBHBIM I 337124 JUHAMUKH KUJAKOCTH U ras3a, 4ToO MO3BOJIMIIO TOJTY-
YUTh PEILICHUS JUIsl Kpyra 3ajad, CUMTABLIMXCS paHEEe HEpa3pelIuMbIMH.
CBs13aHO 3TO € T€M, YTO TaKHU€ OCOOCHHOCTH YpaBHEHWI I'MIpPOJMHAMUKH,
KaK HEJIMHEWHOCTb, BHICOKHI MOPSAIOK U BO3ZHHMKHOBEHHE Pa3pbIBHBIX pe-
IICHUH, JJIaI0T BRIYMCIUTEIIBHBIN METOJT HanboJiee MpeanoYTUTEIbHBIM U
() PEKTUBHBIM METOJIOM UCCIIEIOBAHUSI.

B 60 — 70-x rogax 20-ro Beka HanboJsiee MHUPOKOE PACHPOCTPAHEHHE
MOJIYYHJIA METOJIbl KOHEYHBIX pa3HocTel. CBs3aHO 3TO OBLJIO C TEM, UTO
JIOCTaTOYHO MPaBIONOA00HBIE ANMPOKCUMALIMK AaHHBIX JuddepeHmab-
HBIX YpPaBHEHUN MOKHO ObUIO MOJIYYHTh C HEOOJBIIMMH 3aTpaTaMu Bbl-
YUCIUTENBHBIX pecypcoB. Ho Kpyr 3amad, pemaemMbIx ¢ MOMOLIBIO 3TOrO
MeTOo/1a, OB HE MIMPOK W OTPaHUYMUBAIICS WHTErpupoBaHueM auddepeH-
[IMAJIBHBIX ypaBHEHUHN B o0sacTax npoctoi popmel. s obmacteit ciox-
HOM TEOMETPUYECKONH (POPMBI MPUXOIUIOCH HAXOIUTh MPEeoOpa3OBaHUS
KOOpJIMHAT, MEePEeBOJSALIME HCXOAHYIO O0JIACTh WHTErPUPOBAHUSA B CTaH-
JapTHYI0 WM KaHOHHYECKYr0. HemocTaTok Takoro mojaxoja OYEBHJIEH —
ATO OTCYTCTBUE YHHBEPCAIbHBIX AJITOPUTMOB MPeoOpa3oBaHUs KOOPIUHAT
U, KaK CJICJICTBUE, HAIMYKE 3aja4, JUIsl KOTOPHIX TaKOW MOAXOJ HE MpUMe-
HUM. OCHOBHBIE TIPUHIIMIIBI METOJIa KOHEUHBIX Pa3HOCTEW MOJIPOOHO W3-
noxxeHsl B pabotax K. @neruepa, A.A. Camapckoro, C.K. I'ogynosa, I'.1.
Mapuyka, A.U. ToncTsix.

BrinieynoMsaHyThle HEJOCTATKH METOJAa KOHEYHBIX Pa3HOCTEW Ipu-
BEJIM K pa3paboTKe HOBBIX, 00Jiee YHUBEPCATbHBIX aIrOpUTMOB. OCOOEHHO
HIMPOKOE PACIPOCTPAHEHUE IMOJYYHJIA METOJbl KOHEYHBIX 3JIEMEHTOB U
METO/IbI KOHTPOJBHBIX 00beMOB. MeETO/J KOHEUHBIX 3JEMEHTOB IIUPOKO
ocsenieH B paborax O.C. 3unkesuva, K. Moprana, A. JIauca, I'. bupa u
1p. MeToa KOHTPOJIBHBIX 00BEMOB MOJIPOOHO onucaH B padorax M. Ilui-
nepa, M. Xa66apna, XK. Bonra, C. [Tarankapa. JlaHHBIE METOMBI TTO3BOJIS-



I0T peIlaTh CJIOKHBIE MHXXCHEPHBIC 3aJlauyd B peaibHbIX 00JacTsax, hopma
KOTOPBIX Jajieka OT kaHOHW4Yeckoi. HemocTatkoM MeTojia KOHEUHBIX dJie-
MEHTOB SIBJIIETCSI OTCYTCTBHE KOHCEPBATUBHOCTH, YTO MOXKET MPUBECTH K
He(U3n4eCcKuM pelieHusM. HampoTus, MeToJ KOHTPOIBHOrO oObema 00-
JajiaeT CBOMCTBOM KOHCEPBAaTUBHOCTH, YTO J€NAaeT AaHHBIA MeTona Oolee
npeanoyYTuTeNbHbIM. OQHAKO, U METOJ KOHEUHBIX 3JIEMEHTOB, U METOJ]
KOHTPOJBHBIX 00BEMOB 00JIaJIal0T CYIIECTBEHHBIM HEIOCTATKOM — HU3KUM
MOPSIAKOM TOYHOCTH, YTO MOKET OKAa3aThCsl KPUTUUHBIM MPU PELICHUU Psi-
Jla TIPaKTUYECKUX 3aJ]a4, HalpuMep, 3a7ad ra3oBoil TUHAMUKHU B PAKETO-
CTPOCHUH.

B cBsi3u co BceM BhIIECKa3aHHBIM, OCOOCHHO aKTyaJIbHBIM SIBIISICTCS
pa3pabOTKa BBIUUCIUTEIBHBIX AJITOPUTMOB, MO3BOJISIIONIUX pPEIaTh 3a/1a4n
Ha HECTPYKTYPUPOBAHHBIX CETKAX C BHICOKUM MOPSIAKOM alMpPOKCUMAIUH.

BriepBbie BBHICOKOTOYHBIE METO/bI ObUIM pa3paboTaHbl Ha pyOexe
80-x rogoB 20-ro Beka, HO, B CWJIy IOCTATOYHO HU3KOU MPOU3BOIUTEIIHHO-
CTH KOMITBIOTEPHON TEXHUKU TOTO BPEMEHHM, HE TIOJYUUJIU IHUPOKOTO pac-
MPOCTPAHEHUS.

K BBICOKOTOYHBIM METOJIJaM OTHOCUTCS CIEKTpajibHbIN MeTos. DyH-
JaMEHTalbHBIM BKJIaa B pa3Butue 3Toro merona BHecian K. ®duertuep, C.
Opszar, J. T'ortiu6, P. Ileitperta, P. Bunbsmc. OnHako WCMOIb30BaHUE
IJI00AJIBHOTO CHEKTPAIBHOTO METOJa OTPAHWYEHO OO0JACTSIMH TPOCTOMN
TreOMETPUYECKON (OPMBI, YTO CYIIECTBEHHO CYKAaeT €ro MPUMEHHMOCTh K
peanbHBIM (pu3nyeckum mnporeccam. [lo ykazanHo¥ npuyuHe T100aTbHBIN
CHEKTPAIbHBIM METO/1 HE MOIYYHUII LIUPOKOTO PACIIPOCTPAHEHUS.

Meto/ CneKTpalbHBIX 3JIEMEHTOB OCHOBAH Ha TE€X K€ MPUHLMUIAX,
YTO U TJIOOATBHBIM CHEKTpalbHbIE MeTO[. OCHOBHOE OTIMYUE METOAA
CIIEKTPAIbHBIX 3JIEMEHTOB COCTOMT B TOM, YTO MHTETPUPOBAHHE BEICTCS
M0 YaCTU MPOCTPAHCTBA HE3ABUCUMBIX MEPEMEHHBIX, KOTOPYIO OTOXKJIECT-
BIISIFOT C KOHEYHBIM 3JIEMEHTOM.

Henabo ucciaenoBaHUs SBISETCS NOCTPOECHUE MAaTEMaTHYECKOTO
anmnapara, MO3BOJISIFOIIETO MOJIy4YaTh PEUIeHUs] BRICOKOIO MOpsJIKa TOUHO-
CTH B 0OJIACTSIX CJIIOXKHOM Te€OMETpUU IS MJIOCKUX 3a/lay TUHAMUKH BSI3-
KOH KUJIKOCTH.

OcHOBHbBIE 3212491 HCCJIEIOBAHUSA COCTOST B CJIEAYIOIIEM:

1. O600mMUTh METOJ CIEKTPATHHBIX DJIEMEHTOB U PACHIMPUTH 00JIaCTh
€ro UCIOJb30BaHUS B PEATbHBIX WHKEHEPHBIX U (PU3MYECKUX 3a/ia-
yax.

2. Pa3paboTrarh anropuTM pELICHUs IUIOCKUX JIMHEHHBIX KPaeBbIX 3a-
J1a4 Ha OCHOBE 000OIIEHHOTI0 METO/1a CIIEKTPAIbHBIX 3JIEMEHTOB.

3. Pa3zpaborarh aJirOpuTM pElICHUs IUIOCKUX HEJIMHEHHBIX 3a7a4 Ju-
HAMUKHU BSI3KOM KUJIKOCTH Ha OCHOBE OOOOIIIEHHOTO METOja CHEK-



TPpaJbHBIX 3JICMCHTOB.
Haquaﬂ HOBH3HA paﬁoTbI OoNpCACIACTCA CICAYIOMKUMU I10JI0KC-

HUAMMU:

1.

Pa3paboTan 0OOOIIEHHBII METOJ CIEKTPAIbHBIX 3JE€MEHTOB, HC-
NOJIB3YIOIINM YHUBEPCAIIbBHYIO TEXHHUKY peaju3alii HEOJTHOPOIAHBIX
rpaHu4HbIX yciaoBur [upuxne m HelimaHa, NO3BOJAOMIMK IOBBI-
CUTh TOYHOCTb M KA4e€CTBO PEIICHUM IJIOCKUX JIMHEWHBIX U HEIU-
HEWHBIX 3a/1a4 IMHAMUKH BSI3KOU KUIKOCTU MO CPABHEHUIO C aHAJIO-
ramu.

Ha ocHoBe 00001IEHHOTO CIIEKTPAILHOTO METO/Ia pa3padoTaH ajiro-
PUTM pelIeHUs MIIOCKUX JIMHEHHBIX KPaeBbIX 3a/1a4.

Ha ocHoBe 0000MIEHHOTO CIEKTPAIBHOTO METO/a pa3padoTaH ajro-
PUTM pEIICHUsl IUIOCKUX HEJIMHEHHBIX 3aJa4 JUHAMHUKU BSI3KOU
KUJKOCTH.

[Ipemioxken cnocoO penieHrss CUCTEMbI JTUHEUHBIX aareOpandeckux
ypaBHEHUM, MO3BOJISIIOIIUNA CYIIECTBEHHO COKPATUTh BpeMs pacuera
3a cueT moj0opa npeno0yciaBIBaOIICH MATPHUIIBI.

OcHOBHbBIE N0JIO’KEHHS, BEIHOCUMBIE HA 3aILUTY:

OO0O00IIeHHBI METOJ] CHEKTPAIbHBIX 3JIEMEHTOB, HCIOJb3YIOIIHMA
YHUBEPCAIBHYIO TEXHUKY pEaIN3alli HEOJHOPOAHBIX TI'PAHUYHBIX
ycioBui J{upuxie n Helimana.

ANTOPUTM pelIeHHs] TUIOCKUX JIMHEWHBIX KpaeBbIX 3a7a4 0000IeH-
HBIM METOJIOM CHEKTPAJIbHBIX JJIEMEHTOB.

AJITOPUTM pELICHHS TUIOCKUX HEJIMHEMHBIX 3a]1a4 JUHAMUKH BSI3KOU
KUIAKOCTH 0000IIEHHBIM METOJIOM CTIIEKTPAIBHBIX DJIEMECHTOB.
Crioco0 peleHus: CUCTeM JIMHEHWHBIX alure0panyecKux ypaBHEHUH,
NOJIy4aroIuxcsi Tpu  AUCKpeTuzanuu ypaBHeHui Habbe-Ctokca
0000IIEHHBIM METOJIOM CIIEKTPAIbHBIX 3JIEMEHTOB.

Pe3ynbTaThl MOAEIUPOBAHUS TEUEHUS BSI3KOM KUJIKOCTH B IMPSMO-
YTOJIbHOW KaBEpHE, B KaHAJIE 32 YCTYIIOM, a TAK)KE PE3yJIbTaThl MO-
nenupoBaHus TeueHus: KoBaxkHOro.

J10CTOBEPHOCTB IOIYUYEHHBIX PE3YJIbTATOB CIEAYET U3 KOPPEKTHOU

MaTEMaTHYE€CKON MOCTAHOBKH 3aJadu, a TaKiKcC oOecreynBaeTcs CpPaBHCHU-
CM PC3YyJIbTAaTOB PACUYCTOB C M3BCCTHBIMHU AHAIIMTHYCCKUMH PCIICHHUAMH,
OKCIICPUMCHTAJIbHBIMU JAHHBIMH U PaCuCTaMU APYI'UX aBTOPOB.

TeopeTnueckasi 3 HAUMMOCTB. PazpaboTaHHbIil 0000IICHHBIN METO/T

CHEKTPAJIBHBIX 3JEMEHTOB OTKPBIBAECT IIMPOKHHA CIEKTP BO3MOXKHOCTEH
IPUMEHEHUS BHICOKOTOYHBIX BBIYUCICHUH B Pa3IMYHbIX 00JACTSIX HAYKU U
TE€XHHUKH, B YaCTHOCTH, B UCCIIEJOBAHUU TYpOyJIEeHTHbIX TeueHuil. Kpome
TOTO, 3aja4a 000OIIEHNS BBIILIEYTOMSIHYTOIO METOJa Ha ciiy4yail TpéX He-
3aBHCHMBIX TIEPEMEHHBIX BBITIISIUT BIIOJTHE Pa3peInMOii.



IIpakTHyeckass 3HAYUMOCTb. METOI CHEKTPAIBHBIX 3JIEMEHTOB
MIO3BOJIAET IOJYy4YaTh PEIICHUS IUIOCKUX 3a/1a4 JUHAMUKH BSI3KOM JKHJIKO-
CTH C BBICOKMM MOPSAKOM TOYHOCTHM Ha IpyObIX HECTPYKTYPHPOBAHHBIX
ceTkax. /[aHHBIA METOX IMO3BOJISIET OYEHb TOYHO ANNPOKCUMHUPOBATH pe-
HIeHUs] B 00J1aCTAX ¢ OOJBIIMMU T'paJUeHTaMH, YTO, B CBOIO OYe€pe/ib, IO-
3BOJIIET YUYUTHIBaTh TOHKUE (uznueckue 3(h(EeKTsl U MOACIUPOBATH HC-
TUHHOE TOBEICHUE pEUICHHS. METON CHEKTpalbHbIX 3JEMEHTOB, B OTJIU-
Yie OT METOJa KOHEUHBbIX Pa3HOCTEH, MOXET ObITh HCIOJIb30BaH IS pe-
IICHUA 3a7a4d B 00JacTAX CIOXKHOU (OpMBI, U, B OTIMYHME OT METO/a KO-
HEYHBIX 3JIEMEHTOB U KOHTPOJIbHBIX 00BbEMOB, UMEET 3KCIOHEHIUAIbHYIO
CKOPOCTh CXOAMMOCTH NPHUOJMKEHHOIO PEIIeHHs K TOYHOMY. PemnieHus,
IIOJIyYEHHBIE C MCIIOJIb30BAHUEM METOJA CIIEKTPAJIBHBIX JJIEMEHTOB, CIIy-
KaT JUIsl TECTUPOBAHUS AJITOPUTMOB JIOKAJIBHOM alIIPOKCHUMALMH, a TAKXKE
MOTYT UMETh CAMOCTOSITEIbHOE 3HAUYEHUE IS Pa3padOTKU BBICOKOTOUYHBIX
MpUOOPOB U CUCTEM.

AnpobGanust padorbl. OCHOBHBIE PE3yJbTAThl JUCCEPTALUUU JOJIO-
EHbI HAa 4 KOHPEPEeHLIHUSIX, B TOM YUCIJIE Ha JBYX MEXIAYHApPOJHbIX, OJTHON
Bcepoccuiickoi, a Takke Ha 100-m robOuieitHoM cemuHape «YuCIIeHHBIC
METOJbI PELICHUS 3a/1a4 MEXAHUKH CIUIOIIHOM cpeasd» B I. KemepoBo. Oc-
HOBHBIEC PE3YJIbTAThI, MOJIYUYEHHbIE B JUCCEPTALIMH, OMYOIMKOBaHbI B 7 pa-
0oTax, B TOM 4HCIIe B 2-X )KypHanax u3 cnucka BAK.

CtpykTypa n 00bemM padoThl. Jluccepraius COCTOUT U3 BBEJCHUS,
4 rnaB, 3aKIIOYCHUS M CIUCKAa IUTUPOBAHHOW JsuTepaTypbl. OO0bem
nucceprannu — 115 ¢., B ToM yncne 107 ¢. OCHOBHOTO TEKCTa ¢ PUCYHKAMM.
CnMcok HUTHPYEMOM JTUTEPATYPHI COAECPKUT 92 HA3BAHUA.

Kpatkoe cogep:kanue padoThl
Bo BBegeHuM gaeTcs XxapakTEPUCTHKA I100albHOTO CHEKTPAIbHOrO
METO0/1a 1 KOHEYHO-3JIEMEHTHOTO CIEKTPAJIBbHOIO METO/IA. Y Ka3bIBAETCS UX
MECTO B CHUCTEME COBPEMEHHBIX YMCIEHHBIX MeToJ0B. IlomuepkuBaercs,
4YTO OCHOBHBIM JJOCTOMHCTBOM CIIEKTPAJIbHOI'O METO/1a SIBJISIETCS] COUETAHUE
UCIOJIb30BaHUSl TPYOBIX HECTPYKTYPUPOBAHHBIX CETOK C BO3MOXHOCTBIO
IIOCTPOEHUSI BBICOKOTOUHBIX pelIeHui. 31ech ke, BO BBEIEHUH, (popMyn-
PYIOTCS LIENIU U 3aJ1a4M UCCIEA0BaHUS U POPMYIIUPYIOTCS MOJIOKEHHUS, BbI-
HOCHMBIE Ha 3aIUTY.
B nepBoii riaBe Ha 6ase JeneHUS Ha JOKAJIbHBIE U TII00QIBHBIC Me-
TOJABl KPaTKO PacCMOTPEHO BCE MHOXECTBO CETOYHBIX METOJIOB, HCIOJIb-
3yEMbIX B COBPEMEHHOW BBIYUCIUTEIbHOM MaTeMaruke. OTMeuarorcs 00-
IMe U1 BCEX METOAO0B OCOOEHHOCTH PACUETOB:
1. BupousmenenHass noctaHoBka AuddepeHunanbHoil 3a1aun, Hasbl-
BaeMas ciaboi (QopMOll HMCXOMHOM TMOCTAHOBKH, SIBIsieTCs Oosee



yAO0OHOW TP CO3/IaHUHM PadOyYero ajropuTMa, peaau3yrollero pe-
IICHHE CTAIlMOHAPHBIX 3a/1a4.

2. Ha mpaktuke quCKpeTH3aiys MPOU3BOIHBIX MO0 BPEMEHU OCYIIECTB-
JSeTCST TOYTH  HCKIIOYUTENBHO C HUCIHOJIB30BAaHUEM KOHEYHO-
PA3HOCTHOTO MPEJCTaBICHUS, IaXKe €ciii ocTaBascs auddepeHuu-
aJIbHAsl YacCTh MCXOJHOM MOCTAHOBKHU PEAM3yeTcs B paMKaxX MHOTO
M0JIX0/1a.

B 3akiodenne Bcero ormMedaercs, 4To peanbHbIi 3G (HEeKT MoBbIIIe-
HUSI TOUHOCTH PacyeTOB JIOCTUTaeTCs 3a CUeT KOMOMHAIMK UAeH KOHEUHO-
3JIEMEHTHOTO pa30MeHHsl 00JIaCTH UHTETPUPOBAHMS U CHEKTPAIbHOTO pa3-
JOXKEHHSI HCKOMOU (YHKINH (YK€ Ha KOHEUHOM 3JIEMEHTE).

Bo BTOpOIi r1aBe u3naraeTcsi METO/ CIEKTPAIbHBIX 3JIEMEHTOB JIJIs
OJTHOMEPHBIX JIMHEWHBIX KPAeBBIX 3a7a4 MaTeMaTHUECKON (PU3UKH.

PaccMoTpyM  OOBIKHOBEHHOE U] PepeHlIralbHOE  ypaBHEHHE
BTOPOTO MOPSIIKA:

d du
o poogeJ-ao0u=—rco. )

omnpeesieHHoe Ha oTpe3ke [—1,1] ¢ rpaHMYHBIMH YCITOBUSIMU BUJIA
a g—i(—1)+ bu(-)=c,, a, g—i(l)Jr bu(l)=c,.

CrieKkTpaJIbHBIII METOJI UCTOIb3yeT MPHUOIMKEHHOE PEIICHUE B TOU
xe Qopme, UTO U TPaJAULIMOHHBIE METOJbI B3BEIICHHBIX HEBsI30K. Kak 1 B
TPaIUIIMOHHOM MeToAe [anepkuHa, anmpOKCHMHUPYIOIIME ¢ BECOBBIC
GyHKUMHA OTIIMYHBI OT HYJIsSi BO BCEH BBIUMCIUTENBHOM oOsiacTu. B sTOM
OTHOUIECHUU CIEKTPAJbHBI METOJ SBIsAETCA TN00aNbHBIM MeTogoM. Hau-
0osiee CyIIeCTBEHHOE OTIMYME CHEKTPAJIbHOIO0 METOJIa OT TPaJAMIIMOHHBIX
IOJIXOJIOB, CBS3aHHBIX C MPUMEHEHUEM METOJla B3BEIIECHHBIX HEBS30K, CO-
CTOUT B TOM, YTO YKa3aHHBIH METOJ MCIOJb3YyeT B KAUECTBE ANNpPOKCUMHU-
PYIOILMX M BECOBBIX (YHKIMI OpTOroHajbHbIE (DYHKLUWH, SBISIOLIUECS
coOcTBeHHbIMU QyHKIMsIMH 3amaun  Itypma-JIlnyBumns, chopmymnupo-
BaHHOI Ha oTpe3ke Q=[-1,1]:

{3005 +b00s, = 20

p(=D=¢(1)=0.
B o6mem cnyuae, pemieHueM JaHHOW 3aJa4d SIBISIFOTCS] TTOJTMHOMBI
Axo6u. Tak Kak NOJMHOMBI SIKOOM B3aMMHO OPTOrOHAJIbHBI HA UHTEpBAJIE
[-1,1], MOXXHO TTOKa3aTh, YTO

vueU: lim[u-PRju|=0.



3nech U — TOYHOE pelleHrne UCXoqHou auddepeHuuanbHoi 3anayu,

N
Phu =Zcigoi . bonee toro, ecan rckomoe pemieHue U siBIsieTcss M pa3 He-
1=0
npepbIiBHO TudPepeHInpyemMbIM, TO OIIMOKA anmnpoKCUMALMK OyJeT cre-
JYIOIIIEH:
h -m
Hu —~ PNuHL2 <CN |y -

Takum 00pa3oM, UCTIONIB3YsI CTIEKTPATILHOE PA3IOKEHUE, JIJIS 10CTa-
TOYHO TJAIKUX (QYHKIIUA MOKHO TOJTYYUTh dKCIMOHEHITUATHHYIO CKOPOCTh
CXOJUMOCTH MPUOIMKEHHOTO PeIIeHus K TouHOMY. B 3TOM 1 coctouT oc-
HOBHOE MPEUMYIIECTBO CIEKTPAIBHOTO METOJIa: OYE€Hb TOYHBIC MPHUOJIH-
YKEHUSI MOTYT OBITh MOJYYEHBI TPU HEOOJIBIIIOM YHCIIE CIaraéMbIX, MPUUEM
omuOKa anmnpokcuMaluu OyJeT YMEHbIIAThCSl SKCIIOHEHIIUAIBHO C POCTOM
N . B Hacrosmielt pabote B kKauecTBe 0a3MCHBIX (QYHKIIUNA HCTIOIB30BAINCH
WHTEPIOISAIMOHHBIE MHOTOYJICHBI, TIPEACTABIISAIONINE COO0M KOMOMHAIIUU
MOJIMHOMOB JIeaH/Ipa U UX MPOU3BOJHBIX M IMOJIYYHUBIINE HA3BaHUE IIO-
auHoMoB ["aycca — Jlexxannpa — Jlo6aTTo:

u(x)= iuici (%),

I T O
GO = NTDL 00 x—x 2)
Ci(X;)=9-

rae o —cumBon Kponekepa, X; —touku Jlexanpa-I'aycca-Jlobarro.

HenoctatkoMm CHeKTpambHOTO METOJIa SIBISIETCS TO, YTO BBHICOKOTOY-
HBIE PEIICHUS TOJyYarOTCs MPU BHIOOPE CUCTEMBI CIIEIUATBHBIX (PYHKITUH,
TEPSIONIUX JIMHEHHYIO HE3aBUCUMOCTD B 00JIACTSAX HECTAaHAAPTHOM (HOPMBI.
[ToaTOMy TpUXOAMTCS OCYIIECTBIATH MPeoOpa3oBaHMsI KOOPAWHAT, Tepe-
BOJSAIINE WCXOIHYI0 O0JAaCTh MHTETPUPOBAHHS B OTPE30K, KBaIpaT WU
ky0. EcTtecTBeHHO, UTO AJi1 00acTeil CIOKHOU (DOPMBI TOUCK TaKUX Mpe-
o0pa3oBaHUl KOOPAMHAT, KOTOPhIE ObI CYIIECTBEHHBIM 00pa3oM HE Yc-
JOoXHsUM U depeHINaIbHBIN OlepaTop, SBISIETCS HEMPOCTOM 3amadeil.
Hemocratok CeKTpaJlbHOIO METOJIa MOKHO HHUBEIIMPOBATh, €CIIH CTPOUTH
perieHre He BO BCEil pacueTHOM 001acTH, a Ha OTAEIBHOM DJIEMEHTE CET-
KU, HAKPBIBAIOIIIEM UCXO/IHYIO 00JIacTh.

VYpaBuenue (1) B cinaboi MOCTaHOBKE MOXKHO MEPENUCaTh CIEIYIO-
UM 00pa3om:
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Bocmnonb3oBaBumMchk HHTEPHOIAIMOHHBIME (hopMmyiaMu (2), a Takxke

UCTIONBb3Ys KBaJparypHbie popmyibl ['aycca, ypaBHeHue (3) MOXKHO CBECTU

K CHCTEME JIMHEHHBIX anreOpandeckux ypaBHEHHI Ha HAXOXJICHUE HEU3-
BECTHBIX 3HAUEHUU UCKOMOW (DYHKILIMHU B y3J1aX CETKH.

Ilycte  koadduuuments, Bxomsmue B (1), uUMEWT BUI:

p(X)=1,q(x)=1, f(x)= —(4X2e"2‘1 +eX! +1) . Ha puc. 1 npexncrasnena 3a-

BUCUMOCTD MOPSIIKA OTHOCUTEIBHOW MOTPEIIHOCTH PACUeTOB MpU (PUKCH-
poBaHHOM creneHu noivHoMa N =3 OT yuciia KOHEUHBIX 3JIEMEHTOB, a Ha
pUC. 2 — OTHOCHUTEIbHAs MOTPEIIHOCTh PACUYETOB MpPH (PUKCHPOBAHHOM
YHUCJIE€ KOHEYHBIX 3JEMEHTOB (5 3JE€MEHTOB) OT CTeneHu nosrHoMa. Kak
BUJIHO U3 pUC. | U puC. 2, CKOPOCTh CXOJMMOCTH IO CTENEHHU IMOJIMHOMA
ABJISIETCS DKCIOHEHUMAJIBHON U YPOBEHb MAIMHHOM TOYHOCTH JOCTUTAET-
Cs IPU MaJIOW CTEINEHM IOJIMHOMA, B TO K€ BPEMS IIPU YBEJIMYECHUHN YHCIIA
KOHEUYHBIX JIEMEHTOB MOTPEIIHOCTD alllIPOKCUMAIUU TAKKE YMEHBIIAETCS,
HO CKOPOCTh CXOOUMOCTH HHXKE, YEM CKOPOCTh CXOJIWMOCTH IO CTEIECHH
MOJIMHOMA.

1.00E-03

1.00E-03 1 1.00E-04 “

1.00E-04
\ 1.00E-05
1.00E-05 \
1.00E-06 1.00E-06
1.00E-07 1.00E-07
1.00E-08
\ 1.00E-08

OTHOCUTenbHas norpewHoCTb

OTHoCUTeNbHasA NOrpeLHOCTb

1.00E-09
1.00E-10 1.00E-09
1.00E-11
1.00E-10
1.00E-12
1.00E-13 \ —Ai 1.00E-11
1.00E-14 1.00E-12 : . ;
2 4 6 8 10 12 14 1 10 100 1000 10000

CTeneHb nonMHoma Yucno KOHeYHbIX 3N1IeMEeHTOB

Puc. 1. 3aBucumMocTs nopsiika OTHOCH- Puc. 2. 3aBucumocTb nopsiika OTHOCH-
TEJIbHOW MOTPENTHOCTH YUCIIEHHOTO HH- TEJbHOW MOTPENTHOCTH BBIYMCIIEHUN MPH
TerpupoBanus ypaBaenus (1) npu ¢uk- (UKCHUPOBAaHHOM YHCIIE KOHEUHBIX JJIe-
CHPOBAHHOW CTETICHH MOJUHOMA OT YUC-  MEHTOB (5 2JIEMEHTOB) OT CTETICHH MOJIH-
J1a KOHEYHBIX 3JICMEHTOB HOMa



Jlanee, B 3TOM ke TJIaBe MPUBOIUTCS AJITOPUTM pacdeTa IIOCKOTO
ypaBHeHus [IyaccoHa MEeTOI0M CIIEKTpaIbHbBIX 3JIEMEHTOB. CHIEKTpaIbHbIN
MeTo; 000011aeTcst Ha ciydail IByX U 0oJiee U3BMEPEHUN MyTeM HUCTOJIb30-
BaHUS B KauecTBE O0a3MCHBIX (DYHKIMH CKaJISIPHOrO MPOU3BEACHHS COOT-
BETCTBYIOILIUX OJJTHOMEPHBIX 0a3UCHBIX (DYHKIIMA.

PaccmoTtpum ypaBHenue Ilyaccona:

~Vau=f(x),xeQ, @
Uag = @(X).

PaccmoTpum  Taxke mpobsiemy moctpoeHus perieHus (4) B ciaboi

MOCTAHOBKE:

—I VauvdV = j' fvdV (5)
o o)
[IpuMenum k nieBoit yactu ypaBHeHus (5) popmyny ['puna:
2 _ oU o _
_iv uvdV-—quVvdV—iv-éﬁdS—ifvdV. (6)

Bocrnonb3oBaBmmchk MHTEPHOSAIMOHHBIMUA — (popMysnamu  ["aycca-
Jlexxangpa-Jlobarro, kBaapaTypHbiMu Qopmynamu [aycca, mpousBeas
npeoOpa3oBaHus KOOPAWHAT, IEPEBOMSIINE UCXOAHBIC JIEMEHTHI K KaHO-
HUYECKOMY BHUIY, MOJYyYNM CHCTEMY JIMHEHWHBIX alreOpandecKux ypaBHeE-
HUW HAa HAXOXJCHUE HEU3BECTHBIX BEIIMUUH.

JIns OLEHKM TOYHOCTH TOCTPOCHHOM amnmpoOKCHUMAIIMU YHUCIEHHO
NpOUHTErpUpoBaiu ypaBHenue [lyaccona

V2 =2e*Y) (7)
C aHAIUTUYeCKuM penreHueM U(X,Y)=e*"Y) B obmacTu, mpeacTaBisomei
npsmoyroiapHuk: Q=[-L1]x[-1L1]. [ns oneHKu BIMSHUS HA TOYHOCTH
pEIICHHs] YUCIIa AJIEMEHTOB U CTETCHH 0a3uCHBIX (DYHKIMN ObLTH TPOBE-
JICHBI pACYETHI JIs CTeTneHel 0a3ucHbIX PyHKIMi oT 2 10 13 1 pa3nuaHoTO
yucia anemMeHToB. Ha puc. 3 npeacraBieHa 3aBUCUMOCTD MOPsiJIKa OTHOCH-
TEJIBLHON MOTPEITHOCTH PACUETOB MPU (PUKCUPOBAHHON CTENEHU MOJIMHOMA
(N =3) or yncia KOHEYHBIX 3JIEMEHTOB W OTHOCHUTEIbHAS IOTPEUTHOCTH
BBIYUCJICHUH, MOJy4eHHas: TPU (PUKCUPOBAHHOM YHUCJIE KOHEYHBIX JIEMEH-
TOB (YMCJIO AJIEMEHTOB paBHO 18), B 3aBUCHMOCTH OT CTEIICHH MOJUHOMA.

Kak BuaHO U3 puc. 3, CKOPOCTh CXOJIMMOCTH MO CTENEHU MOJIMHOMA
SBJIIETCS SKCIIOHEHIIMATBHOM, U YPOBEHb MAIIMHHON TOYHOCTHU JIOCTUTAET-
Csl P MaJIOW CTENEHH MOJIMHOMA, B TO BpEMS KaK MPU YBEIUYEHUU YHCIIA
KOHEUHBIX 3JIEMEHTOB IOrPEIIHOCTh TAKKE€ YMEHBIIAETCSA, HO CKOPOCThb
CXOJUMOCTH HUXE, YeM COOTBETCTBYIOIIAs CKOPOCTh CXOIUMOCTH, 00y-
CJIOBJICHHAs! YBEJIMYEHUEM CTETIEHU MOJIMHOMA.
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CreneHs nonMHoMoB

Puc. 3. 3aBUCUMOCTb MOpSIKA OTHOCUTEIBHOW MOTPENIHOCTH PACUETOB OT CTE-
MEHU TIOJTMHOMA U YHCIIa CIIEKTPAIBHBIX JJIEMEHTOB: a) MpU (PUKCHPOBAHHOW CTEIEHU
nommHOMa N =3 OT Ymclia KOHEUHBIX 3JIEMEHTOB; 0) MPH (PUKCUPOBAHHOM YHCIIC dJIe-
MEHTOB OT CTEIeHU NOJUHOMOB (18 snemeHTOB)

Heo0xoaumMo 0TMETHUTD, YTO, KaK MpU POCTE CTENEHU MOJIMHOMA, TaK
U IIPY POCTE YHCIIA JIEMEHTOB, MAaTPHIA CUCTEMBI JIMHEWHBIX YPaBHEHUM
CTAaHOBUTCS IJIOXO OOYCIIOBIEHHOH, IT0O3TOMY HaJJIeKalluil BHIOOp MeTo1a
pELIEHNs CUCTEMBI JIMHEWHBIX YPABHEHUU I103BOJIIET YCKOPUTH UTEPALU-
OHHBIA TPOIIECC CXOAMMOCTU. B maHHO# paboTe HCHOIB30BANICA METO]]
GMRES c npenoOycnasnupatenem B Buae HenoiaHoro ILU(0) paznoxxenus
VCXOIHOW MAaTpuLbl CUCTEMBI. Pe3ynbTaThl CpaBHEHUS 4YMCIIA WUTEPALNM,
HEO0OXOAMMBIX JUIsl CXOOUMOCTH METO/1a, MpeACTaBieHsbl B Ta0. 1. 13 aToi
TaOJIUIBl BUAHO, YTO YJAUHBIN MOA0Op YMCICHHOTO METO/a PEIICHHS CUC-
TE€MBbI JJMHEWHBIX YPABHEHNUN IMO3BOJISIET CYIIECTBEHHO YCKOPUTH PACUETHI.

Tabmuma 1. CpaBHEeHHE 4YKCIIa UTEPAIMil MPU PEIICHUH CHUCTEMbI JIMHCHHBIX ypaBHE-
HU, MOJyYeHHOHN NpU MHTErpupoBaHuU ypaBHeHHs (7), Metogamu ['aycca-3eiinens u

GMRES + ILU(0)

Crenenp noamHoMa Yucno urepanuin Yucio urepanuit
(meton INaycca-3eitnens) (GMRES + ILU(0))

2 174 28

3 650 54

4 900 86

5 2000 120
6 3780 140
7 6470 180
9 15600 260
11 28300 441
13 41000 511
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B Tperbeill rijiaBe MpeACTaBIICHBI PE3yNbTaThl PELIEHUS ABTOMO-
nenbHbIXx MI'/[-3a1ad METOIOM KOHEYHBIX Pa3HOCTEM M METOJIOM CIIEK-
TPAJIBHBIX AJIEMEHTOB. B TaHHOW TJIaBe MPEICTABIEHO YUCIEHHOE PELICHUE
HOBOW 3a/1a4¥ O MarHUTHO-TUAPOJAVMHAMUYECKOM TEUCHUU BA3ZKOU KUIKO-
CTU B KaHalle, UMEIOIIEM BUJl PEIIbCOBOU Kamepsl. belno npoananusuposa-
HO BJIMsSIHUE 4yucell ['apTMaHa U yIiioBOro pasmepa OKOH IIPOBOJMMOCTH Ha
UHIYLUPOBAHHBIE JIEKTPUYECKUE T10JI U MOJI1 CKOPOCTHU KUJIKOCTH.

HeocecummeTpuyHoe TEYeHUE DIEKTPONPOBOAALICH KUIKOCTH Ha
y4acTKe CTaOMJIM3UPOBAHHOIO JIBUKEHUS B KaHaJIe KPYTJIOro MONepeyHOro
CEUYEHM, HaXOAIEMCS B OHOPOIHOM IO JUIMHE KaHajla 3J€KTPOMarHuT-
HOM I10JI€ OMKCBIBAETCS CAEAYIOIIMMH O€3pa3MEpPHBIMU YPABHEHUSIMU:

a2 0B sinéd 0B ,
AU =Ha (cos@—ar ; _8(9j+ P., (8)
_ oU sind oU
AB =cosé ar 30 9)

3nece U, B — mpomonbHble KOMIIOHEHTHI BEKTOPOB CKOPOCTH H
MarHuTHOM WHAYKIUH, Ha— uyucio ['aptmana ,A — TuIoCKHil omeparop
Jlamnaca, 3anMCaHHbBINA B MOJISPHBIX KOOpJIUHATAX, P),— Mepenaj JaBlIeHuUs,

NPUXOIAIINICA Ha eauHully auuHbl, Ha=B R\ o/u — uucno I'aprmana,
B, — BeIM4YMHAa MarHUTHOW MHAYKIMH BHEIIHETO OAHOPOJHOIO MarHUTHO-

ro noisi, R — paguyc kanana, o,/ — IPOBOAUMOCTD U BA3KOCTh KHUIKOCTH
COOTBETCTBEHHO.

VYpaBHEHHE UMITYJIbCOB (8) MHTErpUPYETCS] C MCHOJIb30BAHHEM YC-
JOBUSL TPWIMNAHUS OKUJIKOCTH Ha creHke kaHaima U |.=0, rxme

'=T,ul,ul'yul',, a ypaBaeHne HHAYKIMH (9) C yCIOBHAMH, XapaKTe-
. oB
PU3YIOIMMHU MPOBOASIIME CBONCTBA CTEHOK: §|F13:O’ B|r24:0. 3nech

I'),I'; — mpoBoasmue y4acTku CTeHKM Kanana, I',,I', — y4actku m3ois-

1005048

[IlepBoHauanbHO OBUIO PACCMOTPEHO TE€YEHUE MPOBOMSAIICH KUIKO-
CTH B KaHaJe C HE MPOBOJALIMMH CTEHKAMU U PACCUYUTAHO COIPOTUBIICHUE
MarHUTHO-TUAPOAMHAMUYECKOTO MOTOKA AJIA KPYTJoi TpyObl MpHU pa3iiny-
HbIX yucnax ['aptMmana. [I[puMeHUB METOJ KOHEUHBIX Pa3HOCTEH IJisl WH-
TerpupoBaHus ypaBHeHuit (8) — (9), ObUIM MOJYyYEHBI PACUYEThI, XOPOIIO
corjacymommecs ¢ naHHbiMu onbiToB J[k. ['aprmana. Hapsimy ¢ atum Ob110
IIPOU3BEACHO TECTUPOBAHHUE HA PEKUME TEUCHHS HE MPOBOASUIEN CPEIbl U
nostydeH napabosnoua Ilyaseiis. [lpu TeueHun mpoBOASIICH KUIKOCTH B
KaHaJIE€ C M30JIMPOBAHHBIMM CTEHKaM BO3HUKAET CTPYKTypa IMOINEPEUYHBIX
TOKOB, NMPUYEM, Y CTEHOK KaHajla TPAeKTOPHUH 3apsiioB 3aryieHbl (3ddexT
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JIx. "'apTMaHa AJ11 KOHTYpOB TOKa). PacueTsl MoKa3bIBatOT, YTO JBUKEHU-
€M KUIKOCTH WHIYLUPYETCS TAKOE DJIEKTPOMATrHUTHOE IIOJE, KOTOPOE
NPENSATCTBYET NEPEMELIEHUIO )KUIKOCTH B HAIIPABJICHUU CPEAHETO MMOTOKA.

Jlanee ObUIO PACCMOTPEHO TEUEHHUE BIEKTPONPOBOMASILEH KUIKOCTH
B KaHaJIe C OJTHOPOJHBIMHU HEUJCAIbHBIMA CTCHKaMHU. B TakoM citydae rpa-
HUYHBIC YCIIOBHSI 3aMEHSIOTCS Ha CIICTYIOLIHE:

oB B
—+—=|].=0.
8r+(o I

0,0
3meck @ =—2- — mapaMerp NPOBOJUMOCTH CTCHKH; O,,0, — COOTBETCT-

oR
BEHHO MPOBOJAMMOCTH JKUJIKOCTH U CTCHKH, R — pagmyc TpyObI, 0 — TOJ-
IIMHa CTEHKU KaHana. Ha puc. 4 npuBenensl 000011aronye JaHHbIe 0 Be-
nuyuHe A/A, (3nece A koaddunuent tpenus, A,=64/Re) B 3aBUCHMO-

cTH OT Oe3pa3MepHbIX mapaMeTpoB @ u Ha. Kak BuaHO M3 pHCyHKa, MO-
TEpPU HA TPEHUE YBEIMYMBAIOTCS C POCTOM KaXKIAOIO M3 yKa3aHHBIX IMapa-
MeTpoB. Puc. 4 00001aeT naHHbIE MO CONMPOTHBICHHUIO JIEKTPOIPOBO/IS-
el XUAKOCTU Uig TPYObl, HaXOZsIIEHCs B MONEPEYHOM OJHOPOIHOM
MarHUTHOM IIOJIE.

bbuto Takke paccMOTPEHO CTallMOHApHOE, CTAOMIM3UPOBAHHOE II0
JUIMHE KaHalla TeUYEHUE BSI3KOW 3JIEKTPOMPOBOMASIIIEH >KUIKOCTH B KaHAJe
NPSIMOYTOJIBHOTO CEUYEHHs, KOTOPOE TaKKe IOJBEPraeTcsi BO3JIECHCTBHUIO
MONEPEYHOT0 OJTHOPOJIHOTO MATHUTHOTO TOJsA. YpaBHeHus MI'/[-Treuenus
B 3TOM CJIy4ae MOXKHO 3aMucaTh CIEAYIOIUM 00pa3oM:

o 4 g 12 1B 20
Ha

Puc.4. 3akoH cONPOTUBIICHUS /IS IPOBOASAIIEH KUIKOCTH B TPyOe B IIONEPEYHOM Ma-
TUTHOM I10J1€

13



oB

AU +Ha—> =1, 10
Y (10)
oU

AB+Ha—=0. 11
oy (11)

Wnrerpupoanue ypaBaenuit (10) — (11) mpoBoauam METOI0M CIIEK-
TpaJIbHBIX AJIEMEHTOB. MCX0s U3 pe3yabTaTOB TECTUPOBAHUS U XapakTepa
pacnpeneneHusi HICKOMOU (YyHKIMH, TaHHbIe BeruucieHuit mo MI'Jl motoky
CJIEyeT NPHU3HATh BBICOKOTOYHBIMH. AHANIM3UPYs pE3yJbTaThl pPacyETOB,
MBI HaOJII0/1aeM, YTO C POCTOM MapaMmeTpa Ha Bce Gosiee sipKo MpOsBIISET-
cs s ekt ['apTMaHa 7151 KOHTYPOB TOKA, COCTOSAIIMN B COTMKEHUU TPACK-
TOPUM 3apsKEHHBIX YaCTHULl Y MOBEPXHOCTEH, PACON0KEHHBIX MEPIICH/IN-
KYJISIDHO BEKTOPY HAIPSHKEHHOCTH BHEUIHET0 MarHUTHOro mosst. BugHo
TaK)Ke, YTO MpPH 3a/JaHHON BeIMYMHE O€3pa3MEpHOro IpaJueHTa JaBJICHUS
U C POCTOM 4Mcia Ha, moBepXHOCTh CKOPOCTENW CTaHOBUTCS Bce Ooliee 3a-
IOJTHEHHOW M HaOJII0JIaeTCsl CYIIECTBEHHOE YMEHBIIEHHE pacxoja 3JIeK-
TPOIPOBOJSAIIEH KUAKOCTH YEPE3 MOMEPEYHOE CEYEHUE MPSIMOYTOJIBHOTO
KaHaja.

I
i
-*‘mnm;m'f

i
-'-'H;,?'

Ll i Iy
g
i 7

i

| i
Al

jul

Puc. 5. IloBepXHOCTh CKOPOCTH U M30JIMHIUHM MarHUTHOTO HanpsbkeHust npu Ha =7

B uyerBepTOil IyIaBe U3IArarOTCsd OCHOBBI NPUMEHEHHS METOAa
CHEKTPaJIbHBIX 3JEMEHTOB K HEJIWHEWHBIM 3a/ladyaM JUHAMUKH BS3KOU
KUAKOCTH, PopMyIHpyeMbIM Ha 0aze minockux ypaBHenuii Hasbe-Crokca.

VYpaBHEHUs, ONKCHIBAIOIINE ABYMEPHBIE CTAIIMOHAPHBIE HECKUMAaE-
MbI€ JJAMUHAPHBIE TEUEHUS UMEIOT BUJL:

1
Vu'u) ——Au=-V
( )Re P,
V-u=0.

(12)
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UL y
3nece Re=—— — uucno PeitHonpaca; U, L — xapakrepHas cCKOpocTh U
14

XapaKTEepHbIM JIMHEWHBIM pa3Mep COOTBETCTBEHHO; V — KHHEMATHYECKas
BA3KOCTh; U=(U,,U,) — BeKTOpHas (YHKLUs, IPEACTABIAIOIIAsA CKOPOCTh

JXHUIKOCTH B IINIOCKOM CC€YCHUH,; P — CKaJIsApHas (I)YHKI_[I/IH JaBJICHUA XUI-

KOCTH.

JI1st urciieHHoro penieHust ypaBHeHud (12) npumMeHniam MeTon ycra-
HOBJICHUSI COBMECTHO C METOJIOM Mpoekuuil. CyTh METOAa MPOEKUIHM CO-
CTOMT B CIEAYIOLIEM:

1. Ha nmepBom sTame HaxoguM MPOMEXKYTOYHOE 3HAYEHUE I CKOPO-

CTH U3 YPaBHECHUS

a-u" 1 -
——Al=(U"-V)u"-vp". 13
R Al= (U V)U" - VD (13)
2. Ha BTopom 3Tamne npou3BOAMM pacueT AaBlieHus o popmyse
l o~
Vip™=—va.
P A
3. Ha tperbem 3Tame mpom3BOAUM pacdeT CKOPOCTU JIsI BPEMEHHOI'O
ciost N+1:
un+1 _ un
:_v n+1.
At P

[aru 1 — 3 BBITIOTHSIOTCS IO YCTAHOBJICHHSI PEIICHUS.
Paccmotpum mpobnemy moctpoenusi pemieHust ypaBHeHus (13) B
c;1a00# MOCTaHOBKE:
a—-u"
At
3nece f =u"VUu", U— omHa M3 KOMIOHEHT ckopocTH. Ko BTOpoMy

1 rv2gvdy —
vdV Regj)v uvdV—SJ;fvdV. (14)

cilaraeMoMy M3 JieBoi yactu ypaBHeHus (14) npumenum popmyiy ['puna:

1 2 1 - ou
—— | VaOvdV =—| | VavvdV — pv——dS |.
Rei Re U; gz on }
Torna popmyny (14) MOKHO TiepenucaTh CIeAYIOIMNM 00pa3oMm:

a-u” 1 ron 1 ¢ 00
“Apvav +R—ejVqudV =R—egSva—ndS +I fvdV. (15)
) ) e )

[TockonbKy LEAb UCCAEAOBAHUS — MOJIYYUTh METOM, MO3BOJISIFOLINI
annpOKCUMHUPOBATH PEIICHHE C BHICOKUM MOPSIKOM TOYHOCTH, TO U UHTE-
rpajbl, BXOJSAUIME B MOCIEIHIO (POpMyIy, HEOOXOAUMO TaKXKe€ BBIYHUC-
JUTh C BBICOKUM MOPSAKOM TOYHOCTU. [[ns1 3TOro Oynem HUCHoJIb30BaTh
KBaJparypHble (popMyiibl ['aycca. B citydae 3amaum ¢ pa3MepHOCTBIO M UH-
TepnoJisiLuoHHas ¢popmyna (2) MOXKET ObITh PaCCMOTPEHA B BUJE MPSMOTO
IIPOU3BEICHUS OJTHOMEPHBIX OA3UCHBIX (PYHKIIHIA:
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N

l](X)I Z l]pl,...,pmli[cpi(Xi)-

py=L>r— P =1
Ha snemeHTe paccMOTpUM TECTOBbIE (PYHKIIMM, UMEIOIINE CIIETYIO-
AN BUJ;

Vo (X)= lijcqi (%)-

[ToxcraBuB uHTEpHONAIIMOHHBIE (hOpMyJIbl B (15), mpuMeHUB Teope-
My ["aycca, a Tak)Ke BBITIOJIHUB TTPE0Opa30BaHusl KOOPAUHAT, TIEPEBOISIIIIE
AJIEMEHTHI, HAa KOTOphIE pa3duTa 00JacTh MHTETPUPOBAHMS, K KaHOHUYE-
CKOMY BHUJy, TIOJIy9MM HEOOXOJWMbIC YpaBHCHUS Ha HAXOXXJCHUE HEU3-
BECTHBIX BEJIMYHH B y3JIax CeTKH. JIeHCTBYS aHaJOTUYHBIM 00pa3oM, MOXK-
HO TIOJYYWThH AMMPOKCUMAIIMK JJIs ypaBHEHUH, pelIaeMbIX Ha BTOPOM H
TPETHEM ITAIe METO 1A TIPOSKITHIA.

JIist TecTUpOBaHUST alTOPUTMa OBLIM MPOM3BEICHBI COMOCTABICHUS
PE3yJIbTaTOB ¢ U3BECTHHIM aHATMTHUYECKUM perieHreM. Paccmorpum teue-
Hue KoBa)xHOTO, KOTOpPOE ONpEeeNsIeTCss TOYHBIM PEIICHHEM TIOCKUX CTa-
IIMOHApHBIX ypaBHeHU HaBbe-CTOKCa M IMEET CIIETyIOIINA BHI:

u(x,y)=1-e"*® cos(2ry),

V(X,y)= —%e‘“ sin(27y),

p(x, y)=—%e‘“x-

[Tapametrp A, B CBOIO OYepe/ib, OMPEICISETCS CICTYOIIUM COOTHO-

/Re2 Re
1= |28 g BT
IHICHHEM T

UucnenHoe penieHue ObUIO HaMIEHO B 00JIACTH TPSIMOYTOJILHOM
dbopmer [—0,5;1]1x[-0,5;1,5]. I'panuyHbIe yCcIOBUS 3a7aBajid COTJIACHO aHa-
autnyeckuM popmyrnam. Pacuetst Benuck uig uncna PeitHomnbaca, paBHOTO
40, Ha cetke, cocTosimiell U3 36 KoHeuHbIX 3jeMeHToB. Ha puc. 6 mpen-
CTaBJICHbl OTHOCHUTEIIbHBIE MTOTPEIIHOCTH PACUETOB JJIsl KOMIIOHEHT CKOPO-
CTeH, JaBJIEHUsI, a TAKKE HEBSI3KA YPABHEHUS HEPA3PHIBHOCTH.

Janee, ObLIM TPOU3BENCHBI PACUEThl TECUCHUS B TJIOCKOW KaBEpHE.
JIBymepHast 00J1acTh, MpeACTaBiIAomas co00il MOJIOCTh KBaApaTHOU (op-
MBI C JIJTMHOMW I'paHu, paBHOM 1, rmoka3ana Ha puc. 7. HuxkHss u G0KOBBIE
I'PAaHU SIBIISIIOTCS TBEPABIMU CTEHKAMH, BEPXHSS T'PaHb SBIISIETCS MOJBHX-
HOW TpAaHUIIEH, EPEMEIIAIOIICHCS C MIOCTOSHHONW CKOPOCThIO. [ paHYHBIE
yCJIOBHS JIJIsl JAHHOMW 3a/1a4y 33/1aBAJIMCh CIAEAYIOIIUM 00pa3oMm:

U=0 Ha TBEpABIX HENOJBWKHBIX CTeHKaxX; U, =1,U, =0 Ha moasux-

P _

HOH cTenke;, — =0.

on
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Ha puc. 7 npuBenens! quHuM TOKa 11 yucen Peiinonmpraca 400 u
1000. Pe3ynbpTaThl pacu€TOB MOKHO CPAaBHHUTH C JaHHbIMU paboT M. JKan-
ka, J1.C. Bona, /I.K. ®upcoBa. Ha puc. 8 npencrasinensl npopuiau npo-
JOJIbHOM KOMIIOHEHTBI CKOPOCTH Ha BepTUKaIbHOW JnHMUM X=0 mpu

Re=1000.

.00E-01
.00E-02 ~_
.00E-03

.00E-04 '\ S p—
.00E-05
- \

. ——
00E-06 ——
.00E-07 \. e iy ()
.00E-08

.00E-09
.00E'1 0 T T T T T

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

OTHOCUTENBHAA NOrpPeLHOCTE

CTeneHb NoNIMHOMA

Puc. 6. OTHOCHTENbHBIE NOTPELIHOCTH PACUETOB JUISI KOMIIOHEHT CKOPOCTEH,
JABJICHUs, U HEBA3KA JJIs1 YPABHEHHUS HEPA3PBIBHOCTH

Re =400 Re =1000
Puc. 7. Jlunuu Toka B kaBepHe mpu Re =400u Re =1000

bbbt Takke mMpou3BeieH pacueT CTAllMOHAPHOTO TEUYEHUS 32 YCTYIIOM
(cMm. puc. 9). Ha Bxozme TedyeHHE CUMTAETCSl YCTAaHOBUBIIUMCS, MO3TOMY
nepBasi KOMIIOHEHTa CKOPOCTH UMeeT mapadonndeckuii mpoduib, a BTopas
KOMIIOHEHTa CKOPOCTH TOXJIECTBEHHO paBHA HYINIO. [ paHWUYHBIE yCIOBUS

0
JJIsI JaBJICHHUSA Ha BXOJC ONPCACISIOTCS COOTHOLICHHUEM: 5—2=—a, rac a
HEKOTOpAas IOJIOKUTEIbHAsA KOHCTaHTa. Ha BhIXO/IE TEUECHUE TAKKE CUMTA-
ercst ycraHoBuBIIMMc. JInauuy Toka, u1d ynciia PeliHonbaca 75 npeacras-

JIeHbI Ha puc. 9.
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0.5
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0.2 0.4 0.6 0.8 —«—PesynbTatbl

pacdeTtoB K.
dneTyepa
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Puc. 8. CpaBHeHue pacueTa ABYMEPHOTO pacmlpeiesieHus: MepBod KOMIIOHEHTHI CKO-
poctu ipu Re =1000, BBEITIOTHEHHOTO ¢ IMOMOIIBI0O METO/AA CIEKTPATHHBIX JJIEMEH-
TOB, ¢ pacueToM paboTsl K. dneruepa

Puc. 9. Pacnipenenenue nuHuit Toka npu Re =75

B 3ak/l04eHMH AWCCEPTAIIMHA MPHUBOJSITCS OCHOBHBIE BBIBOIBI, CO-
cTosLMe B cienyrouieM. B HacTosmeil pabore npeanoxkeHa, 000CHOBaHA U
onpoOoBaHa BBIYUCIINUTENbHAS TEXHOJOTUS BBICOKOTOUYHBIX PacyeToB, MC-
HOJIb3yeMasi JUIsl PELICHUS JIMHEHHBIX U HEJTUHEHHBIX AJIMNTUYECKUX 3a-
Jiad, KoTopast 6bazupyeTcsi Ha IPUMEHEHUU IPyObIX HECTPYKTYPUPOBAHHbBIX
CETOK, APOOJECHUH TPEYrOJbHBIX 3JIEMEHTOB, MOCTPOECHUU OTOOpaKEHUM
YEeThIPEXYTOJbHUKOB Ha €AMHUYHBIA KBaJpaT M CIEKTPaIbHOM pa3jioxe-
HUU HCKOMOTO pEIIeHUsI B KaHOHWYecKoi oOnactu. Pazpaboran 00o0mieH-
HBI METOJ| CIEKTPAIbHBIX 3JIEMEHTOB, HCHOJB3YIOIIMA YHUBEPCAIbHYIO
TEXHUKY peaju3alliid HEOJHOPOIHBIX TPaHWYHBIX ycloBuil [upuxie u
Helimana, a Takxe npeaiokeH crnoco0 penieHus: CUCTEM JIMHEHHBIX aireo-
pauveCcKUX YpaBHEHUM, UYTO MO3BOJUIO CYIIECTBEHHO YCKOPUTH BpeMs
pacuetoB. CHEeKTpalbHbII METOJ KOHEYHBIX 3JIEMEHTOB, JIEXKAIIUI B OCHO-
BE MPEUIOKEHHON TEXHOJIOTUH, MOKa3aJl IKCIOHEHINAIbHYIO CXOJUMOCTb
Ha U3BECTHBIX TOYHBIX PELICHUSX, a TAKKE BO3MOKHOCTh JOCTHIKECHUS 3a-
JAHHOM BEJIMYMHBI TOYHOCTH (O YPOBHS MAlIMHHON) BO BCEX PACCMOT-
PEHHBIX B paboTe ciayyasx MOCPEACTBOM YBEIMUEHUS KOJUYECTBA DJIEMEH-
TOB U CTENEHH alMpOKCUMUPYIOLIETO MOJMHOMA. J[JIs1 TeCTUpOBaHUS airo-
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puTMa OBUIM TIPOBEJEHBI pacyeThl TEUCHHN B KaBEepHE MPU Pa3IMUHBIX
yuciax PeifHonbca, ObUT TakKe MPOU3BEICH pacdeT MOTOKA 3a YCTYIOM.
Pe3ynbTaThl, MOTYyUYEHHBIE C TOMOIILI0O METO/Ia CIIEKTPATbHBIX JIEMEHTOB,
XOPOIIO COTJACyrTCS C DKCIEPUMEHTAIBHBIMU JaHHBIMHU, a TakXkKe C pe-
3yJIbTaTAMHU PACYETOB APYTUX aBTOPOB. METOX SIBASETCA TEXHOJIOTHYHBIM
U JIonmycKaeT 00o0OIIeHusl Ha Clydyad IMPOCTPaHCTBEHHBIX o0OjacTell n3me-
HEHHUS HE3aBUCUMBIX TIEPEMEHHBIX.
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Общая характеристика работы


Актуальность проблемы. Появление вычислительных машин в 60-х годах прошлого столетия стимулировало развитие вычислительных методов в естественных науках, инженерных дисциплинах и в управлении. Появление персональных компьютеров на рубеже 70 – 80-х годов заметно ускорило процессы разработки новых алгоритмов и математических моделей. Дальнейшее развитие вычислительной техники – создание многопроцессорных компьютеров – позволяет успешно решать задачи моделирования сложных физических систем. В связи с этим, разработка новых математических алгоритмов является важной и  актуальной задачей.


Применение вычислительных методов оказалось особенно эффективным для задач динамики жидкости и газа, что позволило получить решения для круга задач, считавшихся ранее неразрешимыми.  Связано это с тем, что такие особенности уравнений гидродинамики, как нелинейность, высокий порядок и возникновение разрывных решений, делают вычислительный метод наиболее предпочтительным и эффективным методом исследования. 


В 60 – 70-х годах 20-го века наиболее широкое распространение получили методы конечных разностей. Связано это было с тем, что достаточно правдоподобные аппроксимации данных дифференциальных уравнений можно было получить с небольшими затратами вычислительных ресурсов. Но круг задач, решаемых с помощью этого метода, был не широк и ограничивался интегрированием дифференциальных уравнений в областях простой формы. Для областей сложной геометрической формы приходилось находить преобразования координат, переводящие исходную область интегрирования в стандартную или каноническую. Недостаток такого подхода очевиден – это отсутствие универсальных алгоритмов преобразования координат и, как следствие, наличие задач, для которых такой подход не применим. Основные принципы метода конечных разностей подробно изложены в работах К. Флетчера, А.А. Самарского, С.К. Годунова, Г.И. Марчука, А.И. Толстых.

Вышеупомянутые недостатки метода конечных разностей привели к разработке новых, более универсальных алгоритмов. Особенно широкое распространение получили методы конечных элементов и методы контрольных объемов. Метод конечных элементов широко освещен в работах O.C. Зинкевича, К. Моргана, А. Дэвиса, Г. Бира и др. Метод контрольных объемов подробно описан в работах М. Пиллера, М. Хаббарда, Ж. Вонга, С. Патанкара.  Данные методы позволяют решать сложные инженерные задачи в реальных областях, форма которых далека от канонической. Недостатком метода конечных элементов является отсутствие консервативности, что может привести к нефизическим решениям. Напротив, метод контрольного объема обладает свойством консервативности, что делает данный метод более предпочтительным. Однако, и метод конечных элементов, и метод контрольных объемов обладают существенным недостатком – низким порядком точности, что может оказаться критичным при решении ряда практических задач, например, задач газовой динамики в ракетостроении.


В связи со всем вышесказанным, особенно актуальным является разработка  вычислительных алгоритмов, позволяющих решать задачи на неструктурированных сетках с высоким порядком аппроксимации. 


Впервые высокоточные методы были разработаны  на рубеже 80-х годов 20-го века, но, в силу достаточно низкой производительности компьютерной техники того времени, не получили широкого распространения. 


К высокоточным методам относится спектральный метод. Фундаментальный вклад в развитие этого метода внесли К. Флетчер, С. Орзаг, Д. Готтлиб, Р. Пейретта, Р. Вильямс. Однако использование глобального спектрального метода ограничено областями простой геометрической формы, что существенно сужает его применимость к реальным физическим процессам. По указанной причине глобальный спектральный метод не получил широкого распространения.

Метод спектральных элементов основан на тех же принципах, что и глобальный спектральный метод. Основное отличие метода спектральных элементов состоит в том, что интегрирование ведется по части  пространства независимых переменных, которую отождествляют с конечным элементом.

Целью исследования является построение математического аппарата, позволяющего получать решения высокого порядка точности в областях сложной геометрии для плоских задач динамики вязкой жидкости. 

Основные задачи исследования состоят в следующем:


1. Обобщить метод спектральных элементов и расширить область его использования в реальных инженерных и физических задачах.


2. Разработать алгоритм решения плоских линейных краевых задач на основе обобщенного метода спектральных элементов.

3. Разработать алгоритм решения плоских нелинейных задач динамики вязкой жидкости на основе обобщенного метода спектральных элементов.

Научная новизна работы определяется следующими положе-ниями:

1. Разработан обобщенный метод спектральных элементов, использующий универсальную технику реализации неоднородных граничных условий Дирихле и Неймана, позволяющий повысить точность и качество решений плоских линейных и нелинейных задач динамики вязкой жидкости по сравнению с аналогами.

2. На основе обобщенного спектрального метода разработан алгоритм решения плоских линейных краевых задач.


3. На основе обобщенного спектрального метода разработан алгоритм решения плоских нелинейных задач динамики вязкой жидкости.


4. Предложен способ решения системы линейных алгебраических уравнений, позволяющий существенно сократить время расчета за счет подбора предобуславливающей матрицы.


Основные положения, выносимые на защиту:


1. Обобщенный метод спектральных элементов, использующий универсальную технику реализации неоднородных граничных условий Дирихле и Неймана.


2. Алгоритм решения плоских линейных краевых задач обобщенным методом спектральных элементов.


3. Алгоритм решения плоских нелинейных задач динамики вязкой жидкости обобщенным методом спектральных элементов.


4. Способ решения систем линейных алгебраических уравнений, получающихся при дискретизации уравнений Навье-Стокса обобщенным методом спектральных элементов.


5. Результаты моделирования течения вязкой жидкости в прямоугольной каверне, в канале за уступом, а также результаты моделирования течения Коважного.


Достоверность полученных результатов следует из корректной математической постановки задачи, а также обеспечивается сравнением результатов расчетов с известными аналитическими решениями, экспериментальными данными и расчетами других авторов.

Теоретическая значимость. Разработанный обобщенный метод спектральных элементов открывает широкий спектр возможностей применения высокоточных вычислений в различных областях науки и техники, в частности, в исследовании турбулентных течений. Кроме того, задача обобщения вышеупомянутого метода на случай трёх независимых переменных выглядит вполне разрешимой.


Практическая значимость. Метод спектральных элементов позволяет получать решения плоских задач динамики вязкой жидкости с высоким порядком точности на грубых неструктурированных сетках. Данный метод позволяет очень точно аппроксимировать решения в областях с большими градиентами, что, в свою очередь, позволяет учитывать тонкие физические эффекты и моделировать истинное поведение решения. Метод спектральных элементов, в отличие от метода конечных разностей, может быть использован для решения задач в областях сложной формы, и, в отличие от метода конечных элементов и контрольных объемов, имеет экспоненциальную скорость сходимости приближенного решения к точному. Решения, полученные с использованием метода спектральных элементов, служат для тестирования алгоритмов локальной аппроксимации, а также могут иметь самостоятельное значение для разработки высокоточных приборов и систем.

Апробация работы. Основные результаты диссертации доложены на 4 конференциях, в том числе на двух международных, одной всероссийской, а также на 100-м юбилейном семинаре «Численные методы решения задач механики сплошной среды» в г. Кемерово. Основные результаты, полученные в диссертации, опубликованы в 7 работах, в том числе в 2-х журналах из списка ВАК.

Структура и объем работы. Диссертация состоит из введения, 4 глав, заключения и списка цитированной литературы. Объем диссертации – 115 с., в том числе 107 с. основного текста с рисунками. Список цитируемой литературы содержит 92 названия.

Краткое содержание работы

Во введении дается характеристика глобального спектрального метода и конечно-элементного спектрального метода. Указывается их место в системе современных численных методов. Подчеркивается, что основным достоинством спектрального метода является сочетание использования грубых неструктурированных сеток с возможностью построения высокоточных решений. Здесь же, во введении, формулируются цели и задачи исследования и формулируются положения, выносимые на защиту.

В первой главе на базе деления на локальные и глобальные методы кратко рассмотрено все множество сеточных методов, используемых в современной вычислительной математике. Отмечаются общие для всех методов особенности расчетов:  

1. Видоизмененная постановка дифференциальной задачи, называемая слабой формой исходной постановки, является более удобной при создании рабочего алгоритма, реализующего решение стационарных задач.

2. На практике дискретизация производных по времени осуществляется почти исключительно с использованием конечно-разностного представления, даже если оставшаяся дифференциальная часть исходной постановки реализуется в рамках иного подхода.

В заключение всего отмечается, что реальный эффект повышения точности расчетов достигается за счет комбинации идей конечно-элементного разбиения области интегрирования и спектрального разложения искомой функции (уже на конечном элементе). 

Во второй главе излагается метод спектральных элементов для одномерных линейных краевых задач математической физики. 


Рассмотрим обыкновенное дифференциальное уравнение второго порядка:
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определенное на отрезке 
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 с граничными условиями вида 
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Спектральный метод использует приближенное решение в той же форме, что и традиционные методы взвешенных невязок. Как и в традиционном методе Галеркина, аппроксимирующие и весовые функции отличны от нуля во всей вычислительной области. В этом отношении спектральный метод является глобальным методом. Наиболее существенное отличие спектрального метода от традиционных подходов, связанных с применением метода взвешенных невязок, состоит в том, что указанный метод использует в качестве аппроксимирующих и весовых функций ортогональные функции, являющиеся собственными функциями задачи Штурма-Лиувилля, сформулированной на отрезке 
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В общем случае, решением данной задачи являются полиномы Якоби. Так как полиномы Якоби взаимно ортогональны на интервале 
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, можно показать, что 
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Здесь 
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 – точное решение исходной дифференциальной задачи, 
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. Более того, если искомое решение 
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является 
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 раз непрерывно дифференцируемым, то ошибка аппроксимации будет следующей:   




[image: image14.wmf]2


1


m


hm


N


H


L


uPuCNu


-


-£


. 






Таким образом, используя спектральное разложение, для достаточно гладких функций можно получить экспоненциальную скорость сходимости приближенного решения к точному. В этом и состоит основное преимущество спектрального метода: очень точные приближения могут быть получены при небольшом числе слагаемых, причём ошибка аппроксимации будет уменьшаться экспоненциально с ростом 
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. В настоящей работе в качестве базисных функций использовались интерполяционные многочлены, представляющие собой комбинации полиномов Лежандра и их производных и получившие название полиномов Гаусса – Лежандра – Лобатто:
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где 
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 – символ Кронекера, 
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x


 – точки Лежандра-Гаусса-Лобатто. 

Недостатком спектрального метода является то, что высокоточные решения получаются при выборе системы специальных функций, теряющих линейную независимость в областях нестандартной формы. Поэтому приходится осуществлять преобразования координат, переводящие исходную область интегрирования в отрезок, квадрат или куб. Естественно, что для областей сложной формы поиск таких преобразований координат, которые бы существенным образом не усложняли дифференциальный оператор, является непростой задачей. Недостаток спектрального метода можно нивелировать, если строить решение не во всей расчетной области, а на отдельном элементе сетки, накрывающем исходную область. 


Уравнение (1) в слабой постановке можно переписать следующим образом:
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(3)

Воспользовавшись интерполяционными формулами (2), а также используя квадратурные формулы Гаусса, уравнение (3) можно свести к системе линейных алгебраических уравнений на нахождение неизвестных значений искомой функции в узлах сетки. 


Пусть коэффициенты, входящие в (1), имеют вид: 
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. На рис. 1 представлена зависимость порядка относительной погрешности расчетов при фиксированной степени полинома 
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 от числа конечных элементов, а на рис. 2 – относительная погрешность расчетов при фиксированном числе конечных элементов (5 элементов) от степени полинома. Как видно из рис. 1 и рис. 2, скорость сходимости по степени полинома является экспоненциальной и уровень машинной точности достигается при малой степени полинома, в то же время при увеличении числа конечных элементов погрешность аппроксимации также уменьшается, но скорость сходимости ниже, чем скорость сходимости по степени полинома. 
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		Рис. 1. Зависимость порядка относительной погрешности численного интегрирования уравнения (1) при фиксированной степени полинома от числа конечных элементов



		Рис. 2. Зависимость порядка относительной погрешности вычислений при фиксированном числе конечных элементов (5 элементов) от степени полинома








Далее, в этой же главе приводится алгоритм расчета плоского уравнения Пуассона методом спектральных элементов. Спектральный метод обобщается на случай двух и более измерений путем использования в качестве базисных функций скалярного произведения соответствующих одномерных базисных функций. 

Рассмотрим  уравнение Пуассона:
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Рассмотрим  также проблему построения решения (4) в слабой постановке:
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Применим к левой части уравнения (5) формулу Грина:




[image: image29.wmf]2


.


ˆ


u


uvdV=uvdVvdS=fvdV


n


WW¶WW


¶


-Ñ-ÑÑ-×


¶


òòòò


Ñ
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Воспользовавшись интерполяционными формулами Гаусса-Лежандра-Лобатто, квадратурными формулами Гаусса, произведя преобразования координат, переводящие исходные элементы к каноническому виду, получим систему линейных алгебраических уравнений на нахождение неизвестных величин.

Для оценки точности построенной аппроксимации численно проинтегрировали уравнение Пуассона 
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с аналитическим решением 
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 в области, представляющей прямоугольник: 
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. Для оценки влияния на точность решения числа элементов и степени базисных функций были проведены расчеты для степеней базисных функций от 2 до 13 и различного числа элементов. На рис. 3 представлена зависимость порядка относительной погрешности расчетов при фиксированной степени полинома (
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) от числа конечных элементов и относительная погрешность вычислений, полученная при фиксированном числе конечных элементов (число элементов равно 18), в зависимости от степени полинома. 

Как видно из рис. 3, скорость сходимости по степени полинома является экспоненциальной, и уровень машинной точности достигается при малой степени полинома, в то время как при увеличении числа конечных элементов погрешность также уменьшается, но скорость сходимости ниже, чем соответствующая скорость сходимости, обусловленная увеличением степени полинома.
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Рис. 3. Зависимость порядка относительной погрешности расчетов от степени полинома и числа спектральных элементов: а) при фиксированной степени полинома 
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 от числа конечных элементов; б) при фиксированном числе элементов от степени полиномов (18 элементов)

Необходимо отметить, что, как при росте степени полинома, так и при росте числа элементов, матрица системы линейных уравнений становится плохо обусловленной, поэтому надлежащий выбор метода решения системы линейных уравнений позволяет ускорить итерационный процесс сходимости. В данной работе использовался метод GMRES с предобуславливателем в виде неполного ILU(0) разложения исходной матрицы системы. Результаты сравнения числа итераций, необходимых для сходимости метода, представлены в табл. 1. Из этой таблицы видно, что удачный подбор численного метода решения системы линейных уравнений позволяет существенно ускорить расчёты.

Таблица 1. Сравнение числа итераций при решении системы линейных уравнений, полученной при интегрировании уравнения (7), методами Гаусса-Зейделя и GMRES + ILU(0)

		Степень полинома

		Число итераций 

(метод Гаусса-Зейделя)

		Число итераций

(GMRES + ILU(0))



		2

		174

		28



		3

		650

		54



		4

		900

		86



		5

		2000

		120



		6

		3780

		140



		7

		6470

		180



		9

		15600

		260



		11

		28300

		441



		13

		41000

		511





В третьей главе представлены результаты решения автомодельных МГД-задач методом конечных разностей и методом спектральных элементов. В данной главе представлено численное решение новой задачи о магнитно-гидродинамическом течении вязкой жидкости в канале, имеющем вид рельсовой камеры. Было проанализировано влияние чисел Гартмана и углового размера окон проводимости на индуцированные электрические поля и поля скорости жидкости.


Неосесимметричное течение электропроводящей жидкости на участке стабилизированного движения в канале круглого поперечного сечения, находящемся в однородном по длине канала электромагнитном поле описывается следующими безразмерными уравнениями:
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Здесь 
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 – продольные компоненты векторов скорости и магнитной индукции, 
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– число Гартмана ,
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 – плоский оператор Лапласа, записанный в полярных координатах, 
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– перепад давления, приходящийся на единицу длины, 
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 – число Гартмана, 
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 – величина магнитной индукции внешнего однородного магнитного поля, 
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 – радиус канала, 
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 – проводимость и вязкость жидкости соответственно.


Уравнение импульсов (8) интегрируется с использованием условия прилипания жидкости на стенке канала 
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, а уравнение индукции (9) с условиями, характеризующими проводящие свойства стенок: 
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. Здесь 
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 – проводящие участки стенки канала, 
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 – участки изоляции.

Первоначально было рассмотрено течение проводящей жидкости в канале с не проводящими стенками и рассчитано сопротивление магнитно-гидродинамического потока для круглой трубы при различных числах Гартмана. Применив метод конечных разностей для интегрирования уравнений (8) – (9),  были получены расчеты, хорошо согласующиеся с данными опытов Дж. Гартмана. Наряду с этим было произведено тестирование на режиме течения не проводящей среды и получен параболоид Пуазейля. При течении проводящей жидкости в канале с изолированными стенкам возникает структура поперечных токов, причем, у стенок канала траектории зарядов загущены (эффект Дж. Гартмана для контуров тока). Расчеты показывают, что движением жидкости индуцируется такое электромагнитное поле, которое препятствует перемещению жидкости в направлении среднего потока. 

Далее было рассмотрено течение электропроводящей жидкости в канале с однородными неидеальными стенками. В таком случае граничные условия заменяются на следующие:
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Здесь 
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 – параметр проводимости стенки; 
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 – соответственно проводимости жидкости и стенки, 
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 – радиус трубы, 
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 – толщина стенки канала. На рис. 4 приведены обобщающие данные по величине 
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 коэффициент трения, 

[image: image61.wmf]0


64/


Re


l


=


) в зависимости от безразмерных параметров 
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 и 
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. Как видно из рисунка, потери на трение увеличиваются с ростом каждого из указанных параметров. Рис. 4 обобщает данные по сопротивлению электропроводящей жидкости для трубы, находящейся в поперечном однородном магнитном поле.

Было также рассмотрено стационарное, стабилизированное по длине канала течение вязкой электропроводящей жидкости в канале прямоугольного сечения, которое также подвергается воздействию поперечного однородного магнитного поля. Уравнения МГД-течения в этом случае можно записать следующим образом:


		[image: image64.png]







		Рис.4. Закон сопротивления для проводящей жидкости в трубе в поперечном магитном поле
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Интегрирование уравнений (10) – (11) проводили методом спектральных элементов. Исходя из результатов тестирования и характера распределения искомой функции, данные вычислений по МГД потоку следует признать высокоточными. Анализируя результаты расчетов, мы наблюдаем, что с ростом параметра 
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 все более ярко проявляется эффект Гартмана для контуров тока, состоящий в сближении траекторий заряженных частиц у поверхностей, расположенных перпендикулярно вектору напряженности внешнего магнитного поля. Видно также, что при заданной величине безразмерного градиента давления и с ростом числа 
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, поверхность скоростей становится все более заполненной и наблюдается существенное уменьшение расхода электропроводящей жидкости через поперечное сечение прямоугольного канала.
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		Рис. 5. Поверхность скорости и изолинии магнитного напряжения при 
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В четвертой главе излагаются основы применения метода спектральных элементов к нелинейным задачам динамики вязкой жидкости, формулируемым на базе плоских уравнений Навье-Стокса. 

Уравнения, описывающие двумерные стационарные несжимаемые ламинарные течения имеют вид:
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(12)

Здесь 
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 – число Рейнольдса; 
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, 
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 – характерная скорость и характерный линейный размер соответственно; 
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– кинематическая вязкость; 
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 – векторная функция, представляющая скорость жидкости в плоском сечении; 
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– скалярная функция давления жидкости.

Для численного решения уравнений (12) применили метод установления совместно с методом проекций. Суть метода проекций состоит в следующем:


1. На первом этапе находим промежуточное значение для скорости из уравнения 
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2. На втором этапе производим расчет давления по формуле
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3. На третьем этапе производим расчет скорости для временного слоя 
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Шаги 1 – 3 выполняются до установления решения.

Рассмотрим проблему построения решения уравнения (13) в слабой постановке:
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Здесь 
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– одна из компонент скорости. Ко второму слагаемому из левой части уравнения (14) применим формулу Грина:
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Тогда формулу (14) можно переписать следующим образом:
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(15)

Поскольку цель исследования – получить метод, позволяющий аппроксимировать решение с высоким порядком точности, то и интегралы, входящие в последнюю формулу, необходимо также вычислить с высоким порядком точности. Для этого будем использовать квадратурные формулы Гаусса. В случае задачи с размерностью 
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интерполяционная формула (2) может быть рассмотрена в виде прямого произведения одномерных базисных функций:
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На элементе рассмотрим тестовые функции, имеющие следующий вид:
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Подставив интерполяционные формулы в (15), применив теорему Гаусса, а также выполнив преобразования координат, переводящие элементы, на которые разбита область интегрирования, к каноническому виду, получим необходимые уравнения на нахождение неизвестных величин в узлах сетки. Действуя аналогичным образом, можно получить аппроксимации для уравнений, решаемых на втором и третьем этапе метода проекций.


Для тестирования алгоритма были произведены сопоставления результатов с известным аналитическим решением. Рассмотрим течение Коважного, которое определяется точным решением плоских стационарных уравнений  Навье-Стокса и имеет следующий вид:
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Параметр 
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, в свою очередь, определяется следующим соотношением: 
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Численное решение было найдено в области прямоугольной формы 
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. Граничные условия задавали согласно аналитическим формулам. Расчеты велись для числа Рейнольдса, равного 40, на сетке, состоящей из 36 конечных элементов. На рис. 6 представлены относительные погрешности расчетов для компонент скоростей, давления, а также невязка уравнения неразрывности.


Далее, были произведены расчеты течения в плоской каверне. Двумерная область, представляющая собой полость квадратной формы с длиной грани, равной 1, показана на рис. 7. Нижняя и боковые грани являются твердыми стенками, верхняя грань является подвижной границей, перемещающейся с постоянной скоростью. Граничные условия для данной задачи задавались следующим образом:
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 на твердых неподвижных стенках; 
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На рис. 7 приведены линии тока для чисел Рейнольдса 400 и 1000. Результаты расчетов можно сравнить с данными работ М. Жанка, Д.С. Вона, Д.К. Фирсова. На рис. 8 представлены профили продольной компоненты скорости на вертикальной линии 
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		Рис. 6. Относительные погрешности расчетов для компонент скоростей, давления, и невязка для уравнения неразрывности
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Рис. 7. Линии тока в каверне при 
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Был также произведен расчет стационарного течения за уступом (см. рис. 9). На входе течение считается установившимся, поэтому первая компонента скорости имеет параболический профиль, а вторая компонента скорости тождественно равна нулю. Граничные условия для давления на входе определяются соотношением: 
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, где 
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 некоторая положительная константа. На выходе течение также считается установившимся. Линии тока, для числа Рейнольдса 75 представлены на рис. 9. 
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		Рис. 8. Сравнение расчета двумерного распределения первой компоненты скорости при 
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, выполненного с помощью метода спектральных элементов, с расчетом работы К. Флетчера
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		Рис. 9. Распределение линий тока при 
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В заключении диссертации приводятся основные выводы, состоящие в следующем. В настоящей работе предложена, обоснована и опробована вычислительная технология высокоточных расчетов, используемая для решения линейных и нелинейных эллиптических задач, которая базируется на применении грубых неструктурированных сеток, дроблении треугольных элементов, построении отображений четырехугольников на единичный квадрат и спектральном разложении искомого решения в канонической области. Разработан обобщенный метод спектральных элементов, использующий универсальную технику реализации неоднородных граничных условий Дирихле и Неймана, а также предложен способ решения систем линейных алгебраических уравнений, что позволило существенно ускорить время расчетов. Спектральный метод конечных элементов, лежащий в основе предложенной технологии, показал экспоненциальную сходимость на известных точных решениях, а также возможность достижения заданной величины точности (до уровня машинной) во всех рассмотренных в работе случаях посредством увеличения количества элементов и степени аппроксимирующего полинома. Для тестирования алгоритма были проведены расчеты течений в каверне при различных числах Рейнольдса, был также произведен расчет потока за уступом. Результаты, полученные с помощью метода спектральных элементов, хорошо согласуются с экспериментальными данными, а также с результатами расчетов других авторов. Метод является технологичным и допускает обобщения на случаи пространственных областей изменения независимых переменных.
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