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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 
Актуальность работы 
В настоящее время математическое моделирование динамики товарного 

рынка является одним из важнейших, но еще слабо изученных направлений ис-
следования экономических процессов. Представляет большой теоретический и 
практический интерес построение и исследование математических моделей, 
описывающих с возможно большей адекватностью динамику рыночных цен и 
объемов поставок и продаж товаров на рынке в зависимости от соотношений 
спроса и предложения товаров, конкуренции товаров и продавцов, дисциплины 
поставок товаров, маркетинговой политики и стратегии участников рынка и 
других факторов, влияющих на устойчивость положения рыночного равновесия 
и характер рыночных переходных процессов.  

Основополагающие классические работы, положившие начало математиче-
скому описанию рыночных процессов, связаны с именами Антуана Курно, Уиль-
яма Стенли Джевонса, Альфреда Маршалла, Леона Вальраса, Вильфредо Парето, 
Карла Менгера.  

Идея «нащупывания» равновесия (франц. tatonnement) между объемами 
спроса и предложения товаров впервые была высказана Л. Вальрасом в 1874 г. 
Затем эта идея применительно к проблеме равновесия между ценами спроса и 
предложения была развита в 1890 г. А. Маршаллом. Вальрас и Маршалл счита-
ются основателями теории рыночного равновесия. Рыночное равновесие уста-
навливается в точке пересечения линий спроса и предложения в пространстве 
координат «цена–объем» (по Вальрасу) и «объем–цена» (по Маршаллу). Мате-
матический аппарат этой теории — системы алгебраических уравнений.  

В течение более полувека шло развитие этой теории в плане учета различ-
ных факторов производства, обмена, сбыта и пр., влияющих на поведение линий 
спроса и предложения (Вальд, Нейман, Эрроу, Дебре, Маккензи, Раднер, Ау-
ман). И только в конце 30-х – начале 40-х годов XX века были сформулированы 
разностные и дифференцильные соотношения, определяющие динамику процес-
са перехода рынка к состоянию равновесия (Самуэльсон), положившие начало 
развитию дифференциально-разностных моделей рынка такими учеными, как 
Смизис (1942), Метцлер (1945), Эрроу и Гурвиц (1958), Хан (1958), Негиши 
(1958), Маккензи (1960), Никайдо и Узава (1960). Почти одновременно с появ-
лением динамических моделей рынка вальрасовского типа была осознана необ-
ходимость учета в динамических моделях рынка запаздывания, порождаемого 
задержками в поставках товара. По-видимому, первой моделью, учитывающей 
запаздывание в уравнениях динамики перехода рынка к равновесию в дискрет-
ном времени, была разностная «паутинообразная» модель, предложенная Езеки-
лем в 1938 г. Однако дифференциальные модели рынка в течение длительного 
времени развивались без учета запаздывания, по-видимому, в связи с определен-
ной сложностью математического аппарата (J.Q. Cheng, M.P. Wellman, J.I. 
McCauley, C.M. Kuffner). В дальнейшем, по мере развития теории и методов ре-
шения дифференциальных уравнений с запаздываниями, стали развиваться и не-
прерывные динамические модели рынка, учитывающие запаздывание (Н.К. Об-
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росова, 1996, Ю.А. Кузнецов, 2002, В.В. Поддубный, 2004, И.К. Коханенко, 
2005). Такие динамические модели вслед за Н.К. Обросовой будем называть мо-
делями вальрасовского типа. 

Если статические модели рынка можно считать изученными с математи-
ческой точки зрения более или менее хорошо (теория рыночного равновесия), 
то динамика рынка еще слабо исследована в связи со сложностью соответст-
вующего математического аппарата теории дифференциальных уравнений с за-
паздывающим аргументом. До сих пор остаются малоисследованными вопросы 
устойчивости, стабилизации и идентификации систем дифференциальных 
уравнений с запаздыванием, а, следовательно, и динамических моделей рынка. 

Различные методы аналитического и численного решения дифференци-
альных уравнений с запаздывающим аргументом предложены А.Д. Мышкисом, 
Л.Э. Эльсгольцем, К.Г. Валеевым, Т.С. Зверкиной, А.Д. Горбуновым и В.Н. По-
повым, Л.С. Гноенским и Г.А. Каменским, Л.Н. Белых и А.Л. Асаченковым, 
В.Б. Колмановским, А.В. Прасоловым, C. Sartori, A. Bellen, R. Vermiglio, 
C.T.H. Baker и C.A.H. Paul, A. Karou и R. Vaillancourt. К сожалению, эти ме-
тоды не являются универсальными и не всегда применимы (например, при ма-
лых запаздываниях). Кроме того, в ряде случаев предложенные алгоритмы ока-
зываются достаточно громоздкими. Поэтому остается актуальной проблема 
разработки и построения альтернативных численных методов решения диффе-
ренциальных уравнений с запаздыванием. 

Что касается исследования устойчивости уравнений с запаздыванием, то 
этой проблемой занимались такие отечественные ученые как Л.Э. Эльсгольц, 
Н.Н. Красовский, Б.С. Разумихин, Я.З. Цыпкин, Ю.И. Неймарк, Н.Н. Мейман и 
Н.Г. Чеботарев, Э. Пинни, С.Н. Шиманов, Ю.М. Репин, В.Б. Колмановский, Б.Г. 
Гребенщиков, А.В. Прасолов, Н.В. Азбелев и П.М. Симонов, Ю.Ф. Долгий и 
С.Н. Нидченко, Н.К. Обросова и зарубежные ученые H.W. Stech, K.L. Cooke и 
J. Turi, Guglielmi, A.G. Ulsoy, M.M. Peet, L.E. Kollar, L. Berezansky и L. Idels, 
T. Kalmar-Nagy, B. Cahlon и D. Schmidt. Все аналитические методы исследова-
ния устойчивости дифференциальных уравнений с запаздывающим аргументом 
достаточно сложны и трудно реализуемы численно. Они не дают явных рецеп-
тов нахождения границ областей устойчивости для состояния равновесия сис-
тем с запаздываниями. Поэтому остается актуальной разработка конструктив-
ных численных алгоритмов построения границ областей устойчивости решений 
дифференциальных уравнений с запаздывающим аргументом. 

Идентификация моделей рынка вальрасовского типа осложнена наличием 
временных лагов – запаздываний реакций поставщиков товаров на изменение 
цен этих товаров. Работ по идентификации дифференциальных уравнений с за-
паздывающим аргументом довольно мало. Среди них можно отметить работы 
D.W. Brewer, C. Baker и E.I. Parmuzin, В.И. Ловчакова, А.В. Прасолова, В.Ф. 
Лебедева и Е.А. Ситникова, С.А. Минюка и А.В. Метельского. 

Задачами оптимального управления системами, описываемыми диффе-
ренциальными уравнениями с запаздыванием, занимаются P. Wang, K. Kunisch, 
F. Gozzi и C. Marinelli, L. Berezansky и E. Braverman, В.М. Марченко, С.А. Ми-



5 

нюк, И.Е. Зубер, А.В. Клименко, Г.Н. Терновая, И.Б. Фуртат, А.В. Прасолов. 
Применительно к задачам стабилизации рынка первыми, по-видимому, являют-
ся работы В.В. Поддубного. 

Настоящая работа посвящена разработке численных методов и алгорит-
мов, необходимых для исследования систем дифференциальных уравнений с 
постоянными запаздываниями и используемых для построения математических 
динамических моделей товарного рынка вальрасовского типа, исследованию 
характера и особенностей поведения этих моделей, изучению вопросов устой-
чивости их равновесных состояний, стабилизации в состоянии равновесия и 
идентификации моделей рынка. 

Цель работы 
Целью работы является исследование математических моделей рынка, 

учитывающих наличие конкуренции товаров и запаздывание реакции постав-
щиков товаров на изменение цен товаров. Модели задаются с помощью систем 
дифференциальных уравнений с запаздывающими аргументами. Запаздывания 
считаются постоянными. В рамках указанной цели поставлены и решены сле-
дующие задачи: 

1) Построение вычислительных схем решения дифференциальных урав-
нений с запаздывающим аргументом, пригодных для работы с произвольными 
запаздываниями, в том числе, как угодно малыми. 

2) Построение и исследование различных модификаций динамических 
моделей рынка вальрасовского типа с использованием разработанных вычисли-
тельных схем. 

3) Разработка конструктивного численного алгоритма построения границ 
области устойчивости положения равновесия систем дифференциальных урав-
нений с запаздываниями применительно к моделям товарного рынка вальрасов-
ского типа. 

4) Исследование стабилизируемых в состоянии равновесия систем  диф-
ференциальных уравнений с запаздывающими аргументами применительно к 
моделям товарного рынка вальрасовского типа.  

5) Разработка метода идентификации систем дифференциальных уравне-
ний с запаздываниями применительно к моделям товарного рынка вальрасов-
ского типа. 

Методы исследований 
В ходе решения поставленных задач использовались методы вычисли-

тельной математики, теории дифференциальных уравнений (в том числе диф-
ференциальных уравнений с запаздывающим аргументом), теории оптимально-
го управления и стабилизации, теории устойчивости и теории идентификации 
систем. 

Научная новизна работы 
1) На основе численного метода Эйлера с уравниванием для решения 

дифференциальных уравнений без запаздывания разработан аналогичный чис-
ленный метод второго порядка точности для решения систем дифференциаль-
ных уравнений с запаздыванием. Предложено две модификации этого метода: 
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без интерполяции и с интерполяцией. Первая модификация ограничивает выбор 
шага интегрирования условием кратности запаздывания этому шагу. Вторая 
модификация свободна от этого ограничения и позволяет, в отличие от извест-
ного метода шагов, работать с любым, в том числе, как угодно малым запазды-
ванием, и выбирать любой шаг интегрирования, обеспечивающий желаемую 
точность решения. 

2) Разработан новый конструктивный численный алгоритм построения 
границы области устойчивости положения равновесия системы дифференци-
альных уравнений с запаздыванием. В отличие от существующих способов ис-
следования устойчивости, алгоритм не предполагает вычисления корней харак-
теристического квазиполинома. Метод сводится к численному поиску запазды-
ваний, удовлетворяющих характеристическому уравнению линеаризованной 
системы, в котором корни квазиполинома предполагаются чисто мнимыми. С 
использованием этого алгоритма впервые построены границы областей устой-
чивости динамических моделей рынка вальрасовского типа. 

3) На основе метода наименьших квадратов разработан новый алгоритм 
идентификации динамической модели рынка, описываемой системой диффе-
ренциальных уравнений с запаздываниями. Алгоритм позволяет совместно 
оценивать запаздывания и коэффициенты системы. 

Практическая и теоретическая ценность работы 
Практическая и теоретическая ценность работы заключается в развитии 

математических моделей рынка товаров в направлении повышения ее адекват-
ности и в разработке прикладных численных методов решения задач моделиро-
вания, идентификации и построения границ областей устойчивости равновесия 
систем дифференциальных уравнений с запаздыванием. Эти методы могут ис-
пользоваться при исследовании динамических моделей не только в экономике, 
но и в других областях науки. 

Положения, выносимые на защиту 
1) Модификация и обобщение динамических моделей рынка вальрасов-

ского типа: линейные модели второго и третьего порядков для рынка одного 
товара и нелинейные модели для рынка со многими товарами. 

2) Модификации численных методов для интегрирования систем диффе-
ренциальных уравнений с запаздывающим аргументом. 

3) Новый конструктивный алгоритм построения границ области устой-
чивости положения равновесия системы дифференциальных уравнений с запаз-
дыванием. 

4) Новый алгоритм идентификации системы с запаздыванием на основе 
метода наименьших квадратов. 

Внедрение полученных результатов 
Результаты работы используются в учебном процессе факультета инфор-

матики Томского государственного университета при проведении учебных за-
нятий по курсу «Дифференциальные уравнения и основы теории управления». 

Апробация работы 
По результатам работы сделаны доклады на следующих конференциях: 
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1. IV Всероссийская научно-практическая конференция «Информацион-
ные технологии и математическое моделирование» (ИТММ-2005), Анжеро-
Судженск, ноябрь 2005 г. 

2. VI  Международная научная конференция "Наука и образование": Ма-
тематическое моделирование и информатика, Белово, март 2006 г. 

3. XLIV Международная научная студенческая конференция "Студент и 
научно-технический прогресс": Математика, Новосибирск, апрель 2006 г. 

4. V Международная научно-практическая конференция «Информацион-
ные технологии и математическое моделирование» (ИТММ-2006), Анжеро-
Судженск, ноябрь 2006 г. 

5. XI Всероссийская научно-практическая конференция «Научное твор-
чество молодежи», Анжеро-Судженск, апрель 2007 г. 

Структура диссертации 
Диссертация состоит из введения, основного текста, заключения, списка 

использованной литературы (139 наименований). Основной текст состоит из 5 
глав, содержит 152 рисунка и 6 таблиц. Общий объем работы составляет 184 
страницы. 

Публикации по теме работы 
Основное содержание работы отражено в 9 публикациях, в т.ч. в 4 статьях 

из списка ВАК. 
 

ОСНОВНОЕ СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ 
Первая глава работы посвящена обзору существующих динамических 

моделей рынка вальрасовского типа, а также построению более адекватных ре-
альности модификаций и обобщений этих моделей.  

Вальрас при описании процесса перехода рынка в состояние равновесия 
сосредоточил внимание на объемах спроса DQ  и предложения SQ  при данных 
ценах P. Функции спроса и предложения у него имеют вид )(PQQ DD =   и 

)(PQQ SS = , а условие рыночного равновесия выражается равенством 
)()( PQPQ SD = . При равновесной цене *P  объем спроса совпадает с объемом 

предложения и составляет равновесный объем продаж *Q : 
*** )()( QPQPQ SD == . Обычно объем предложения реагирует на изменения 

цен с некоторым запаздыванием τ (будем считать его постоянным), тогда как 
объем спроса определяется текущей ценой. Тогда процесс «нащупывания» рав-
новесия по Вальрасу в современной интерпретации описывается обыкновен-
ным дифференциальным уравнением с запаздыванием 

 ( ) ( )( ) ( )( )( )τ−−γ= tPQtPQ
dt

tdP SD , 0>γ , (1) 

где t – время, ( )( ) ( )( )τ−−=Δ tPQtPQtQ SDD )(  – избыток спроса в момент вре-
мени t. При 0)( >Δ tQ D  рыночная цена повышается, при 0)( <Δ tQ D  падает, при 

0)( =Δ tQ D  выполняется условие равновесия. 
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Маршалл оперировал понятиями «цена спроса» DP  и «цена предложе-
ния» SP  при данном объеме продаж Q. Функции спроса и предложения у него 
имеют вид )(QPP DD =   и )(QPP SS = , а условие рыночного равновесия выра-
жается равенством )()( QPQP SD = . При равновесном объеме *Q  цена спроса 
совпадает с ценой предложения и составляет равновесную рыночную цену *P : 

*** )()( PQPQP SD == . Процесс взаимодействия спроса и предложения по 
Маршаллу описывается (в современной интерпретации) обыкновенным диффе-
ренциальным уравнением без запаздывания 

 ( ) ( )( ) ( )( )( )tQPtQPk
dt

tdQ SD −= , 0>k , (2) 

где ( ) ( )( ) ( )( )tQPtQPtP SDD −=Δ  – превышение ценой спроса цены предложе-
ния при объеме продаж ( )tQ  в момент времени t. При ( ) 0>Δ tP D  объем пред-
ложения возрастает, при ( ) 0<Δ tP D  снижается, при ( ) 0=Δ tP D  выполняется 
условие равновесия. 

Процессы «нащупывания» равновесия по Вальрасу и Маршаллу, описы-
ваемые дифференциальными соотношениями первого порядка (1) и (2), можно 
считать простейшими динамическими математическими моделями поведения 
рынка во времени, объясняющими механизм перехода рынка от неравновесного 
состояния к равновесному. 

Будем рассматривать два варианта функций спроса и предложения: ли-
нейные ( ) ( )** PPQPQ D −α−= , ( ) ( )** PPQPQ S −β+=  (по Вальрасу); 

( ) ( )*1* QQPQP D −α−= − , ( ) ( )*1* QQPQP S −β+= −  (по Маршаллу), где 0>α , 
0>β , и нелинейные, а именно, параболические функции предложения 
( ) ( ) ( )( )μμμμ −−= min

*
min

* PPPPQPQ S , ( ) ( )( )( ) μμμμ −+=
/1

min
**

min PPQQPQP S , 1≥μ , и 

гиперболические функции спроса ( ) ( )vD PPQPQ **= , ( ) ( ) vD QQPQP
/1**= , 

1≥ν , где ν и μ – показатели гиперболы и параболы, *
min PP <  – минимальная 

цена, ниже которой продавец не может продавать товар из-за убыточности про-
дажи.  

Рассматривая существующие динамические модели рынка вальрасовско-
го типа, включая модели, построенные И.К. Коханенко, Ю.А. Кузнецовым и 
Н.К. Обросовой, приходим к необходимости построения ряда модификаций и 
обобщений моделей рынка подобного типа. Рассматриваются следующие мо-
дификации и обобщения моделей.  

1. Линейная динамическая модель рынка второго порядка, содержащая 
только две зависимые переменные – рыночную цену товара )(tP  и объем про-
даж )(tQ . Модель задается системой дифференциальных уравнений с запазды-
ванием:  

)()()(
τ−+= tyBtAy

dt
tdy , ],[ 0 Ttt∈ ; )()( tty ϕ= , [ )00 ,ttt τ−∈ , 00 )( yty = ,  
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где векторы y, dtdy , ( )tϕ  и матрицы A, B имеют вид: 

( )TQtQPtPty ** )()()( −−= , 
T

dt
tdQ

dt
tdP

dt
tdy

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

)()()( , 

( )TQtQPtPty ** )()()( −τ−−τ−=τ− ,  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−−

=
br
qa

A
1

, ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

0
00

2r
B , ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
−

=ϕ
*

*

)(
)()(

QtQ
PtPt , 

причем 0>a , 0>b , 0>q , 01 >r , 02 >r . 
2. Линейная динамическая модель третьего порядка, учитывающая изме-

нения во времени не только рыночной цены товара )(tP  и объема продаж )(tQ , 
но и объемов предложения )(tQ S  и спроса )(tQ D : 

)()()(
τ−+= tyBtAy

dt
tdy , ],[ 0 Ttt∈ ; )()( tty ϕ= , [ )00 ,ttt τ−∈ , 00 )( yty = ,  

( )TDS QtQQtQPtPty *** )()()()( −−−= , 
TDS

dt
tdQ

dt
tdQ

dt
tdP

dt
tdy

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

)()()()( , 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−τ−
−τ−
−τ−

=τ−
*

*

*

)(
)(

)(
)(

QtQ
QtQ
PtP

ty
D

S , 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−
−−

=
DDDSD

SDSSS

DS

bbr
bbr
qqa

A

1

1 , 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

000
00
000

2
SrB , 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−ϕ
−ϕ
−ϕ

=ϕ
*

3

*
2

*
1

)(
)(
)(

)(
Qt
Qt
Pt

t , 

где 0>a , 0>Sq , 0>Dq , 0>SSb , 0>SDb , 0>DSb , 0>DDb , 01 >Sr , 01 >Dr , 
02 >Sr . При этом объем продаж в каждый данный момент времени определяет-

ся как минимальная из величин )(tQ S  и )(tQ D : ( ))(),(min)( tQtQtQ DS= .  
3. Нелинейная модель рынка вальрасовского типа со многими товарами, 

учитывающая наличие конкуренции на рынке. Эта модель рынка описывается 
системой связанных дифференциальных уравнений N-го порядка с N постоян-
ными запаздываниями: 

[ ]−τ−−γ= ))(())((
)(

1)(
ii

S
ii

D
iii

i

i tPQtPQ
tPdt

tdP  

 ( )( ) ( )( )[ ]∑ ≠=
τ−−γ−

N

ijj jj
S
jj

D
jij tPQtPQ

,1
, (3) 

 )()( tPtP ii = , [ )00 ,ttt iτ−∈ , 00 )( ii PtP = , Ni ,1= , (4) 
где ( )( )tPQ i

D
i  и ( )( )ii

S
i tPQ τ−  – объемы спроса и предложения i-ого товара в мо-

мент времени t, 0≥γ ij , Nji ,1, = . Функции спроса и предложения могут быть 
как линейными, так и нелинейными.  
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Для существования и единственности решений дифференциальных урав-
нений с запаздывающими аргументами вида 

( ))(),(,)(
τ−= tytytf

dt
tdy , 

с помощью которых описываются построенные выше модели рынка вальрасов-
ского типа, достаточно, чтобы правая часть ( ))(),(, τ−tytytf  была непрерывна 
по своим аргументам и удовлетворяла условиям Липшица по второму и треть-
ему аргументу (или более сильному условию ограниченности по модулю част-
ных производных Myf ji ≤∂∂  Nji ,1, =∀ ). Эти условия автоматически выпол-
няются в линейных и нелинейных моделях вальрасовского типа. 

Матрицы A и B в линейных моделях вальрасовского типа будем выбирать 
так, чтобы в отсутствие запаздывания (при 0=τ ) точка покоя (равновесия) сис-
тем дифференциальных уравнений была устойчива, т.е. так, чтобы веществен-
ные части всех собственных чисел матрицы A+B были отрицательными. 

Равновесная цена *P  и равновесный объем *Q  — это, очевидно, положи-
тельные величины. В работе будем рассматривать 1* =P  и 1* =Q , имея в виду, 
что цены и объемы продаж, предложения и спроса на товары измеряются в 
единицах равновесной цены и равновесного объема. 

Вторая глава диссертации посвящена численному моделированию рын-
ка товаров. В главе сделан обзор существующих методов аналитического и 
численного решения дифференциальных уравнений с запаздыванием. В связи с 
громоздкостью большинства существующих численных методов решения диф-
ференциальных уравнений с запаздыванием, обязательно включающих в полу-
ченное решение все точки разрыва производных, а также в связи с непригодно-
стью этих методов в случае как угодно малых запаздываний, разработаны мо-
дификации численных методов, обеспечивающие требуемую точность решения 
без обязательного включения в решение всех точек разрыва производной. Раз-
работано две формы обобщения на случай уравнений с запаздыванием методов 
численного интегрирования дифференциальных уравнений: без интерполяции и 
с интерполяцией. В первой форме шаг интегрирования выбирается как общий 
делитель всех запаздываний, обеспечивающий требуемую точность решения. 
Это позволяет включить в решение все точки разрывов производных. Вторая 
форма допускает  выбор любого шага интегрирования, обеспечивающего же-
лаемую точность, безотносительно к запаздываниям, которые могут быть лю-
быми, в том числе как угодно малыми. При этом информация о некоторых точ-
ках разрыва производных может быть потеряна, что не является существенным 
для задач моделирования рынка. В работе используются обобщения методов 
Рунге-Кутты и Эйлера с уравниванием в первой форме и метода Эйлера с урав-
ниванием во второй форме. 

Проведено численное исследование моделей рынка, представленных в 
первой главе. Исследован характер переходных процессов при выведении рын-
ка в некоторый начальный момент времени из состояния равновесия при раз-
личных запаздываниях. В моделях первого порядка в отсутствие запаздывания 
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переход рынка к равновесию происходит апериодически. Наличие запаздыва-
ния придает этому процессу характер затухающих колебаний. С увеличением 
запаздывания переход к равновесию замедляется, и при некотором критическом 
значении запаздывания крτ=τ  (точка бифуркации) траектория рынка перестает 
приближаться к точке равновесия, точка равновесия становится изолированной 
точкой, и рынок начинает совершать периодические колебания вокруг точки 
равновесия. При дальнейшем увеличении запаздывания ( крτ=τ ) точка равнове-
сия теряет устойчивость. В случае линейности модели траектория состояния 
рынка неограниченно удаляется от точки равновесия (рынок «разваливается»), 
в случае нелинейности модели траектории рынка начинают совершать колеба-
ния все возрастающей до некоторого насыщения амплитуды. В качестве при-
меров ниже представлены траектории цены товара в линейной модели Вальра-
са-Маршалла второго порядка (рис. 1, 2) и траектории цен товаров в нелиней-
ной модели вальрасовского типа с двумя товарами (рис. 3, 4) в случае устойчи-
вого (рис. 1, 3) и неустойчивого (рис. 2, 4) положения равновесия. 

Рис. 1. Траектории цен )(tP  при  
запаздываниях 0=τ , 3=τ  

Рис. 2. Траектории цен )(tP  при  
запаздываниях 0=τ , 9=τ  

Рис. 3. Траектории решения системы 
вальрасовского типа, рыночные  
цены )(1 tP , )(2 tP , ( )T6,26,1=τ  

Рис. 4. Траектории решения системы 
вальрасовского типа, рыночные  
цены )(1 tP , )(2 tP , ( )T52,3=τ  
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Результаты, полученные во второй главе, опубликованы в работах 
[1, 3, 5, 7, 8]. 

Третья глава посвящена исследованию устойчивости моделей рынка 
вальрасовского типа. Сделан обзор существующих методов исследования ус-
тойчивости дифференциальных уравнений с запаздываниями. Отметим, что на 
сегодняшний день не существует конструктивных алгоритмов нахождения гра-
ниц областей устойчивости для состояний равновесия систем с запаздывающи-
ми аргументами. В связи с этим разработан оригинальный конструктивный 
численный алгоритм построения границ области устойчивости в пространстве 
запаздываний для точки равновесия рынка многих товаров. Алгоритм основан 
на анализе характеристического квазиполинома, но не предполагает нахожде-
ния бесконечного множества его корней.  

Известно, что исследование на устойчивость положения равновесия не-
линейной системы с запаздываниями эквивалентно исследованию на устойчи-
вость решения системы, линеаризованной около состояния равновесия (систе-
мы первого приближения). Разработанный метод заключается  в поиске запаз-
дываний, удовлетворяющих характеристическому уравнению линеаризованной 
системы 

 0
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0...00
0...0
0...0

det
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e
e
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k

k

, (5) 

где I — единичная матрица размерности NN × , A и B — матрицы коэффициен-
тов линеаризованной системы. Так как известно, что необходимым и достаточ-
ным условием асимптотической устойчивости точки равновесия системы с за-
паздыванием является отрицательность действительных частей всех корней ха-
рактеристического уравнения (характеристического квазиполинома), то на гра-
нице области устойчивости все корни уравнения (5) должны быть чисто мни-
мыми: ω= ik . Перебирая с некоторым малым шагом значения ω и находя все 
наборы ( )Nτττ ,...,, 21 , при которых с заданной точностью (например, не хуже 
0,001) выполняется равенство (5), получим границы области устойчивости мо-
дели рынка вальрасовского типа. Для 2=N  эти точки, лежащие на линиях би-
фуркации решения, представлены на рис. 5. Область устойчивости — заштри-
хованная область левее и ниже всех линий бифуркации. 
 Результаты третьей главы опубликованы в работах [2, 4, 9]. 

Четвертая глава работы посвящена исследованию динамической модели 
рынка вальрасовского типа, стабилизируемой в положении равновесия. Целью 
стабилизации является увеличение области устойчивости положения равнове-
сия рынка. В главе разработана модификация одного из методов стабилизации 
систем с запаздывающим аргументом. Рассматривается линейная модель 
управляемого рынка 
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 )()()()( tDutBytAy
dt

tdy
+τ−+= , )()( tty ϕ= , [ )00 ,ttt τ−∈ , 00 )( yty = , (6) 

где )(tu  — скалярное управление, D — n-вектор-столбец передачи управлений, 
n — размерность вектора состояния )(ty . Вид вектора D определяется меха-
низмом стабилизации рынка.  

В качестве критерия оптимальности примем квадратичный интегрально-
терминальный критерий вида: 

 ∫∫ ++=
T

t

T

t

ТТ dttutNdttytMtyTLyTyuyJ
00

)()()()()()()(),( 2 . (7) 

Здесь 0≥L , 0)( ≥tM  — симметричные неотрицательно определенные nn× -
матрицы, 0)( >tN  — положительная кусочно-непрерывная функция, опреде-
ляющая ресурс управления (увеличение N(t) уменьшает ресурс управления, 
сильнее штрафуя большие управления, уменьшение N(t) увеличивает ресурс 
управления).  

Ставится вариационная задача минимизации функционала (7) на решени-
ях системы (6). Необходимым условием минимума функционала (7) является 
равенство нулю на оптимальной траектории и оптимальном управлении первой 
вариации функционала по )(ty  и )(tu : 0),( =δ uyJ . Для вычисления вариации 
функционала ),( uyJ  и получения уравнения для оптимального управления )(tu  
используется схема Р. Беллмана и К. Кука исключения из функционала (7) век-
тора состояния )(ty  через решение системы (6) при фиксированном управлении 

)(tu  с последующей минимизацией функционала по управлению )(tu . Напом-
ним, что схема Р. Беллмана и К. Кука имеет вид: 

∫∫ −+ϕ−τ−+=
τ−

T

t

t

t

dxxDuxtKdxxBxtKytKty
0

0

0

)()()()()()( 0 , 0tt ≥ , 

где nn× -матричная функция )(tK  удовлетворяет матричному дифференциаль-

ному уравнению )()()(
τ−+= tBKtAK

dt
tdK , 0tt > , и начальным условиям 

OtK =)(  при 0tt < , ItK =)( 0 . Здесь O — нулевая nn× -матрица, I – единичная 
nn× -матрица. 
Необходимое условие минимума функционала (7) принимает вид: 
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Используя основную лемму вариационного исчисления, получаем урав-
нение Эйлера для оптимального управления в следующем виде: 

 0)()(')'()'()'()()(
0

=+−+− ∫
T

t

TT tutNdtDttKtMtyDtTLKTy , ],[ 0 Ttt∈ . (8) 
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Исключая из (8) вектор состояния )(ty  по схеме Беллмана и Кука и введя обо-
значения:  

+−τ−−ϕ+−= ∫
τ−

0

0

')()'()'()()()( 0

t

t

TTTTT dtDtTLKtTKBtDtTLKTKytf  

∫ ∫
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
ϑ−τ−ϑ−ϑϕ+−+

τ−

T

t

t

t

TTTTT dtdDttKtMtKBDttKtMtKy
0

0

0

')'()'()'()()'()'()'(0 , 

∫ ϑ−ϑϑ−ϑ+−−=
T

t

TTTT dDtKMtKDDtTLKtTKDttF
0

)'()()()'()()',( , 

приведем (8) к виду неоднородного интегрального уравнения Фредгольма вто-
рого рода 

 0)()(')'()',()(
0

=++ ∫ tutNdttuttFtf
T

t

, ],[ 0 Ttt∈ , (9) 

решение которого представляет собой траекторию )(tu  оптимального управле-
ния системой. В главе построен численный алгоритм решения уравнения (9). 

С помощью описанного метода построены траектории управляемых мо-
делей рынка с запаздыванием поставок товаров в сравнении с неуправляемыми 
моделями. Показано, что при устойчивом положении равновесия рынка сво-
бодное движение рынка к равновесию происходит значительно медленнее, чем 
управляемое. Это хорошо видно на рис. 6–8, полученных для модели вальра-
совского типа второго порядка. Оптимальное управление при достаточном ре-
сурсе управления )(1 tN  эффективно стабилизирует рынок в положении даже 
неустойчивого равновесия, возникающего при больших запаздываниях, что хо-
рошо видно на рис. 9–11, полученных для модели второго порядка. 

 
Рис. 5. Область устойчивости  

(заштрихована) модели  
рынка с запаздыванием 

 
Рис. 6. Фазовая траектория движения 

к равновесию неуправляемого  
(тонкая линия) и управляемого  
(жирная линия) рынка, крτ<τ  
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Рис. 7. Динамика цены товара для 
неуправляемого (тонкая линия) и 
управляемого (жирная линия)  
рынка с запаздыванием крτ<τ  

Рис. 8. Динамика поставки товара 
для неуправляемого (тонкая линия) 
и управляемого (жирная линия) 
рынка с запаздыванием крτ<τ  

Рис. 9. Динамика цены товара для 
неуправляемого (тонкая линия) и 
управляемого (жирная линия)  
рынка с запаздыванием крτ>τ  

Рис. 10. Динамика поставки товара 
для неуправляемого (тонкая линия) 
и управляемого (жирная линия) 
рынка с запаздыванием крτ>τ  

 
Таким образом, стабилизация рынка, описываемого моделями вальрасов-

ского типа, позволяет расширить область устойчивости положения равновесия 
рынка. 

Результаты, полученные в четвертой главе, опубликованы в работе [1]. 
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Рис. 11. Фазовая траектория  
движения к равновесию неуправ-
ляемого (тонкая линия) и управляе-
мого (жирная линия) рынка, крτ>τ  

Рис. 12. Наблюдаемая реальная цена 
товара )(3 tPn и цена )(3 tP ,  

рассчитанная по идентифицирован-
ной модели вальрасовского типа  

 
В пятой главе разработан новый метод идентификации параметров рын-

ка (коэффициентов модели и запаздываний) на основе метода наименьших 
квадратов. 

Рассматривается динамическая модель рынка вальрасовского типа с N то-
варами, описываемая системой дифференциальных уравнений (3)–(4) с N за-
паздываниями. Функции спроса и предложения берутся линейными. Тогда сис-
тема принимает вид:  

 ),)(())(()(ln ** PtPBPtPA
dt

tPd
−τ−+−=  (10) 

где параметры A, B, P* и τ, вообще говоря, неизвестны и подлежат определению 
по результатам наблюдений за ценами товаров на некотором интервале време-
ни Ttt ≤≤0 . Здесь A и B — NN × -матрицы коэффициентов системы, P* и τ – 
N-векторы равновесных цен и запаздываний поставок товаров. 

Пусть имеется n наблюдений за ценами товаров в моменты времени kt , 
1,0 −= nk .  

Целевая функция метода наименьших квадратов, зависящая от коэффи-
циентов системы A и B, равновесной цены *P  и запаздывания τ , имеет вид: 
 ( )( ) ( )( )( )

*,,

** min,,
PC

T
CPYxCPYxtrJ

τ
⇒τ−τ−= , (11) 

где ( )TBAC =  — матрица коэффициентов размерности NN ×2 , 
( ) ( ) ( )( )τψϕ=τ ,, *** PPPY  — матрица плана размерности Nn 2× , а x, φ, ψ — 

матрицы размерности Nn× : 
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( )Tnxxxx 110 ... −= , ( )Tn 110 ... −ϕϕϕ=ϕ , ( )Tn 110 ... −ψψψ=ψ , 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

T

kN

kN

k

k

k

k
k tP

tP
tP

tP
tP

tPx ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= +++ 1

2

12

1

11 ln...lnln , 

( ) ( )( ) ( ) 212)( 0
*

1
* tttPPtPhP kkkk ≥⋅+−=ϕ + , 

( ) ( )( ) ( ) 212),( 0
*

1
* tttPPtPhP kkkk ≥τ−⋅τ−+−τ−=τψ + , 1,0 −= nk . 

Находя из (11) оценки коэффициентов С при фиксированных *P , τ 

( ) ( )( ) ( ) xPYPYPYC
TT

τττ=
−

,,, *
1

**)
 

и подставляя их в выражение (11), получим целевую функцию для оценивания 
*P , τ : 

( ) ( ) ( )( ) ( )⎜⎜
⎝

⎛
×⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ττττ−=

− T
TT xPYPYPYPYxtrJ ,,,, *

1
***  

( ) ( ) ( )( ) ( )
*,

*
1

*** min,,,,
P

TT xPYPYPYPYx
τ

−
⇒⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ττττ−× . 

Перебирая с некоторым шагом значения *P и τ, находим точку *P
)

, τ)  ми-
нимума ( )τ,*PJ  и вычисляем C

)
. Этот алгоритм используем для идентификации 

модели рынка вальрасовского типа с одним и несколькими товарами. В работе 
проводится оценка точности идентификации в зависимости от шага идентифи-
кации и от запаздывания. Показано, как с увеличением шага увеличивается 
ошибка оценивания параметров модели.  

Рассматривается идентификация модели рынка при наличии случайных 
составляющих в функциях спроса на товары. Случайный спрос моделируется 
нормально распределенными величинами с нулевым средним и дисперсией 2σ . 
Для рынка одного товара и нескольких товаров рассматриваются небольшие, 
средние и большие значения 2σ . Для коэффициентов системы построены 

%100)1( ε− -ные доверительные области вида  

( ) ( ) )2,2(2),(),( 22
1

22** NnNFsNCCСPYPYCC TT
−≤−τ− ε−

))))))
, 

где )2,2( 22
1 NnNF −ε−  — квантиль уровня ε−1  F-распределения с 22N  и 

22Nn −  степенями свободы, ( )22 2NnJs −=  — несмещенная оценка диспер-
сии ошибки. Показано, что чем больше дисперсия случайной составляющей 
спроса на товары, тем хуже идентифицируются параметры модели рынка и тем 
больше доверительная область для этих параметров. 

Отмечено, что параметры модели идентифицируются намного лучше при 
больших значениях запаздываний, когда положение равновесия рынка неустой-
чиво. Это можно объяснить тем, что увеличение запаздывания ведет к увеличе-
нию времени переходного процесса рынка. А идентификация возможна только 
на переходном процессе. Чем он длиннее, тем больше информации можно по-
лучить из наблюдений за ценой товара при идентификации параметров модели 
и, соответственно, тем лучше можно их оценить. 



18 

Один из разделов пятой главы посвящен решению практической задачи 
идентификации параметров реального рынка одного из типов компьютерных 
комплектующих — видеокарт. Оказалось, что остаточная сумма квадратов не-
вязок модели вальрасовского типа после МНК-идентификации заметно отлича-
ется от нуля. На рис. 12 приведены для сравнения реальная цена и цена, полу-
ченная по идентифицированной модели, для одного из рассматриваемых в на-
шем примере товаров-комплектующих. Максимальная относительная разница 
между реальными ценами и ценами, рассчитанными по идентифицированной 
модели вальрасовского типа, в рассмотренном примере не превышает для раз-
ных комплектующих 3–10%. Из этого можно сделать вывод, что модель валь-
расовского типа хотя и не вполне адекватна реальным данным, не учитывает, 
возможно, какие-то важные особенности реального рынка, но, тем не менее, 
достаточно правильно отражает главную закономерность динамики рынка — 
зависимость цены товара от соотношения спроса и предложения. 

Результаты, полученные в пятой главе, опубликованы в работе [6]. 
В заключении подводятся итоги проделанной работы: 
1) Проведено построение и исследование следующих динамических мо-

делей рынка вальрасовского типа: 
– линейные и нелинейные динамические модели рынка первого порядка, 

содержащие одну зависимую переменную — рыночную цену товара )(tP ; 
– линейная динамическая модель рынка второго порядка, содержащая две 

зависимые переменные — рыночную цену товара )(tP  и объем продаж )(tQ ;  
– более реалистичная модель третьего порядка, учитывающая изменения 

во времени не только рыночной цены товара и объема продаж, но и объемов 
предложения )(tQS  и спроса )(tQ D ; 

– нелинейная модель рынка вальрасовского типа со многими товарами, 
задаваемая системой N дифференциальных уравнений с N запаздываниями. 

2) Разработано две формы обобщения численных методов решения 
обыкновенных дифференциальных уравнений на случай уравнений с запазды-
ванием: обобщения методов Рунге-Кутты и Эйлера с уравниванием без интер-
поляции и метода Эйлера с уравниванием и интерполяцией. 

3) Разработан конструктивный численный алгоритм построения границы 
области устойчивости системы дифференциальных уравнений с запаздыванием. 
С помощью этого алгоритма построены границы областей устойчивости моде-
лей рынка вальрасовского типа. 

4) Разработана модификация одного из методов стабилизации по квадра-
тичному критерию в положении равновесия решения системы дифференциаль-
ных уравнений с запаздывающим аргументом на основе представления реше-
ния схемой Р. Беллмана и К. Кука. Проведено исследование линейных стабили-
зируемых моделей рынка вальрасовского типа с использованием этого метода. 

5) На основе метода наименьших квадратов разработан новый алгоритм 
идентификации динамической модели рынка, описываемой системой диффе-
ренциальных уравнений с запаздываниями, позволяющий совместно оценивать 
коэффициенты системы и запаздывания. 
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	ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 
	Актуальность работы 
	В настоящее время математическое моделирование динамики товарного рынка является одним из важнейших, но еще слабо изученных направлений исследования экономических процессов. Представляет большой теоретический и практический интерес построение и исследование математических моделей, описывающих с возможно большей адекватностью динамику рыночных цен и объемов поставок и продаж товаров на рынке в зависимости от соотношений спроса и предложения товаров, конкуренции товаров и продавцов, дисциплины поставок товаров, маркетинговой политики и стратегии участников рынка и других факторов, влияющих на устойчивость положения рыночного равновесия и характер рыночных переходных процессов.  
	Основополагающие классические работы, положившие начало математическому описанию рыночных процессов, связаны с именами Антуана Курно, Уильяма Стенли Джевонса, Альфреда Маршалла, Леона Вальраса, Вильфредо Парето, Карла Менгера.  
	Идея «нащупывания» равновесия (франц. tatonnement) между объемами спроса и предложения товаров впервые была высказана Л. Вальрасом в 1874 г. Затем эта идея применительно к проблеме равновесия между ценами спроса и предложения была развита в 1890 г. А. Маршаллом. Вальрас и Маршалл считаются основателями теории рыночного равновесия. Рыночное равновесие устанавливается в точке пересечения линий спроса и предложения в пространстве координат «цена–объем» (по Вальрасу) и «объем–цена» (по Маршаллу). Математический аппарат этой теории — системы алгебраических уравнений.  
	В течение более полувека шло развитие этой теории в плане учета различных факторов производства, обмена, сбыта и пр., влияющих на поведение линий спроса и предложения (Вальд, Нейман, Эрроу, Дебре, Маккензи, Раднер, Ауман). И только в конце 30-х – начале 40-х годов XX века были сформулированы разностные и дифференцильные соотношения, определяющие динамику процесса перехода рынка к состоянию равновесия (Самуэльсон), положившие начало развитию дифференциально-разностных моделей рынка такими учеными, как Смизис (1942), Метцлер (1945), Эрроу и Гурвиц (1958), Хан (1958), Негиши (1958), Маккензи (1960), Никайдо и Узава (1960). Почти одновременно с появлением динамических моделей рынка вальрасовского типа была осознана необходимость учета в динамических моделях рынка запаздывания, порождаемого задержками в поставках товара. По-видимому, первой моделью, учитывающей запаздывание в уравнениях динамики перехода рынка к равновесию в дискретном времени, была разностная «паутинообразная» модель, предложенная Езекилем в 1938 г. Однако дифференциальные модели рынка в течение длительного времени развивались без учета запаздывания, по-видимому, в связи с определенной сложностью математического аппарата (J.Q. Cheng, M.P. Wellman, J.I. McCauley, C.M. Kuffner). В дальнейшем, по мере развития теории и методов решения дифференциальных уравнений с запаздываниями, стали развиваться и непрерывные динамические модели рынка, учитывающие запаздывание (Н.К. Обросова, 1996, Ю.А. Кузнецов, 2002, В.В. Поддубный, 2004, И.К. Коханенко, 2005). Такие динамические модели вслед за Н.К. Обросовой будем называть моделями вальрасовского типа. 
	Если статические модели рынка можно считать изученными с математической точки зрения более или менее хорошо (теория рыночного равновесия), то динамика рынка еще слабо исследована в связи со сложностью соответствующего математического аппарата теории дифференциальных уравнений с запаздывающим аргументом. До сих пор остаются малоисследованными вопросы устойчивости, стабилизации и идентификации систем дифференциальных уравнений с запаздыванием, а, следовательно, и динамических моделей рынка. 
	Различные методы аналитического и численного решения дифференциальных уравнений с запаздывающим аргументом предложены А.Д. Мышкисом, Л.Э. Эльсгольцем, К.Г. Валеевым, Т.С. Зверкиной, А.Д. Горбуновым и В.Н. Поповым, Л.С. Гноенским и Г.А. Каменским, Л.Н. Белых и А.Л. Асаченковым, В.Б. Колмановским, А.В. Прасоловым, C. Sartori, A. Bellen, R. Vermiglio, C.T.H. Baker и C.A.H. Paul, A. Karou и R. Vaillancourt. К сожалению, эти методы не являются универсальными и не всегда применимы (например, при малых запаздываниях). Кроме того, в ряде случаев предложенные алгоритмы оказываются достаточно громоздкими. Поэтому остается актуальной проблема разработки и построения альтернативных численных методов решения дифференциальных уравнений с запаздыванием. 
	Что касается исследования устойчивости уравнений с запаздыванием, то этой проблемой занимались такие отечественные ученые как Л.Э. Эльсгольц, Н.Н. Красовский, Б.С. Разумихин, Я.З. Цыпкин, Ю.И. Неймарк, Н.Н. Мейман и Н.Г. Чеботарев, Э. Пинни, С.Н. Шиманов, Ю.М. Репин, В.Б. Колмановский, Б.Г. Гребенщиков, А.В. Прасолов, Н.В. Азбелев и П.М. Симонов, Ю.Ф. Долгий и С.Н. Нидченко, Н.К. Обросова и зарубежные ученые H.W. Stech, K.L. Cooke и J. Turi, Guglielmi, A.G. Ulsoy, M.M. Peet, L.E. Kollar, L. Berezansky и L. Idels, T. Kalmar-Nagy, B. Cahlon и D. Schmidt. Все аналитические методы исследования устойчивости дифференциальных уравнений с запаздывающим аргументом достаточно сложны и трудно реализуемы численно. Они не дают явных рецептов нахождения границ областей устойчивости для состояния равновесия систем с запаздываниями. Поэтому остается актуальной разработка конструктивных численных алгоритмов построения границ областей устойчивости решений дифференциальных уравнений с запаздывающим аргументом. 
	Идентификация моделей рынка вальрасовского типа осложнена наличием временных лагов – запаздываний реакций поставщиков товаров на изменение цен этих товаров. Работ по идентификации дифференциальных уравнений с запаздывающим аргументом довольно мало. Среди них можно отметить работы D.W. Brewer, C. Baker и E.I. Parmuzin, В.И. Ловчакова, А.В. Прасолова, В.Ф. Лебедева и Е.А. Ситникова, С.А. Минюка и А.В. Метельского. 
	Задачами оптимального управления системами, описываемыми дифференциальными уравнениями с запаздыванием, занимаются P. Wang, K. Kunisch, F. Gozzi и C. Marinelli, L. Berezansky и E. Braverman, В.М. Марченко, С.А. Минюк, И.Е. Зубер, А.В. Клименко, Г.Н. Терновая, И.Б. Фуртат, А.В. Прасолов. Применительно к задачам стабилизации рынка первыми, по-видимому, являются работы В.В. Поддубного. 
	Настоящая работа посвящена разработке численных методов и алгоритмов, необходимых для исследования систем дифференциальных уравнений с постоянными запаздываниями и используемых для построения математических динамических моделей товарного рынка вальрасовского типа, исследованию характера и особенностей поведения этих моделей, изучению вопросов устойчивости их равновесных состояний, стабилизации в состоянии равновесия и идентификации моделей рынка. 
	Цель работы 
	Целью работы является исследование математических моделей рынка, учитывающих наличие конкуренции товаров и запаздывание реакции поставщиков товаров на изменение цен товаров. Модели задаются с помощью систем дифференциальных уравнений с запаздывающими аргументами. Запаздывания считаются постоянными. В рамках указанной цели поставлены и решены следующие задачи: 
	1) Построение вычислительных схем решения дифференциальных уравнений с запаздывающим аргументом, пригодных для работы с произвольными запаздываниями, в том числе, как угодно малыми. 
	2) Построение и исследование различных модификаций динамических моделей рынка вальрасовского типа с использованием разработанных вычислительных схем. 
	3) Разработка конструктивного численного алгоритма построения границ области устойчивости положения равновесия систем дифференциальных уравнений с запаздываниями применительно к моделям товарного рынка вальрасовского типа. 
	4) Исследование стабилизируемых в состоянии равновесия систем  дифференциальных уравнений с запаздывающими аргументами применительно к моделям товарного рынка вальрасовского типа.  
	5) Разработка метода идентификации систем дифференциальных уравнений с запаздываниями применительно к моделям товарного рынка вальрасовского типа. 
	Методы исследований 
	В ходе решения поставленных задач использовались методы вычислительной математики, теории дифференциальных уравнений (в том числе дифференциальных уравнений с запаздывающим аргументом), теории оптимального управления и стабилизации, теории устойчивости и теории идентификации систем. 
	Научная новизна работы 
	1) На основе численного метода Эйлера с уравниванием для решения дифференциальных уравнений без запаздывания разработан аналогичный численный метод второго порядка точности для решения систем дифференциальных уравнений с запаздыванием. Предложено две модификации этого метода: без интерполяции и с интерполяцией. Первая модификация ограничивает выбор шага интегрирования условием кратности запаздывания этому шагу. Вторая модификация свободна от этого ограничения и позволяет, в отличие от известного метода шагов, работать с любым, в том числе, как угодно малым запаздыванием, и выбирать любой шаг интегрирования, обеспечивающий желаемую точность решения. 
	2) Разработан новый конструктивный численный алгоритм построения границы области устойчивости положения равновесия системы дифференциальных уравнений с запаздыванием. В отличие от существующих способов исследования устойчивости, алгоритм не предполагает вычисления корней характеристического квазиполинома. Метод сводится к численному поиску запаздываний, удовлетворяющих характеристическому уравнению линеаризованной системы, в котором корни квазиполинома предполагаются чисто мнимыми. С использованием этого алгоритма впервые построены границы областей устойчивости динамических моделей рынка вальрасовского типа. 
	3) На основе метода наименьших квадратов разработан новый алгоритм идентификации динамической модели рынка, описываемой системой дифференциальных уравнений с запаздываниями. Алгоритм позволяет совместно оценивать запаздывания и коэффициенты системы. 
	Практическая и теоретическая ценность работы 
	Практическая и теоретическая ценность работы заключается в развитии математических моделей рынка товаров в направлении повышения ее адекватности и в разработке прикладных численных методов решения задач моделирования, идентификации и построения границ областей устойчивости равновесия систем дифференциальных уравнений с запаздыванием. Эти методы могут использоваться при исследовании динамических моделей не только в экономике, но и в других областях науки. 
	Положения, выносимые на защиту 
	1) Модификация и обобщение динамических моделей рынка вальрасовского типа: линейные модели второго и третьего порядков для рынка одного товара и нелинейные модели для рынка со многими товарами. 
	2) Модификации численных методов для интегрирования систем дифференциальных уравнений с запаздывающим аргументом. 
	3) Новый конструктивный алгоритм построения границ области устойчивости положения равновесия системы дифференциальных уравнений с запаздыванием. 
	4) Новый алгоритм идентификации системы с запаздыванием на основе метода наименьших квадратов. 
	Внедрение полученных результатов 
	Результаты работы используются в учебном процессе факультета информатики Томского государственного университета при проведении учебных занятий по курсу «Дифференциальные уравнения и основы теории управления». 
	Апробация работы 
	По результатам работы сделаны доклады на следующих конференциях: 
	1. IV Всероссийская научно-практическая конференция «Информационные технологии и математическое моделирование» (ИТММ-2005), Анжеро-Судженск, ноябрь 2005 г. 
	2. VI  Международная научная конференция "Наука и образование": Математическое моделирование и информатика, Белово, март 2006 г. 
	3. XLIV Международная научная студенческая конференция "Студент и научно-технический прогресс": Математика, Новосибирск, апрель 2006 г. 
	4. V Международная научно-практическая конференция «Информационные технологии и математическое моделирование» (ИТММ-2006), Анжеро-Судженск, ноябрь 2006 г. 
	5. XI Всероссийская научно-практическая конференция «Научное творчество молодежи», Анжеро-Судженск, апрель 2007 г. 
	Структура диссертации 
	Диссертация состоит из введения, основного текста, заключения, списка использованной литературы (139 наименований). Основной текст состоит из 5 глав, содержит 152 рисунка и 6 таблиц. Общий объем работы составляет 184 страницы. 
	Публикации по теме работы 
	Основное содержание работы отражено в 9 публикациях, в т.ч. в 4 статьях из списка ВАК. 
	 
	ОСНОВНОЕ СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ 
	Первая глава работы посвящена обзору существующих динамических моделей рынка вальрасовского типа, а также построению более адекватных реальности модификаций и обобщений этих моделей.  
	Вальрас при описании процесса перехода рынка в состояние равновесия сосредоточил внимание на объемах спроса   и предложения   при данных ценах P. Функции спроса и предложения у него имеют вид    и  , а условие рыночного равновесия выражается равенством  . При равновесной цене   объем спроса совпадает с объемом предложения и составляет равновесный объем продаж  :  . Обычно объем предложения реагирует на изменения цен с некоторым запаздыванием τ (будем считать его постоянным), тогда как объем спроса определяется текущей ценой. Тогда процесс «нащупывания» равновесия по Вальрасу в современной интерпретации описывается обыкновенным дифференциальным уравнением с запаздыванием 
	  ,  , (1) 
	где t – время,   – избыток спроса в момент времени t. При   рыночная цена повышается, при   падает, при   выполняется условие равновесия. 
	Маршалл оперировал понятиями «цена спроса»   и «цена предложения»   при данном объеме продаж Q. Функции спроса и предложения у него имеют вид    и  , а условие рыночного равновесия выражается равенством  . При равновесном объеме   цена спроса совпадает с ценой предложения и составляет равновесную рыночную цену  :  . Процесс взаимодействия спроса и предложения по Маршаллу описывается (в современной интерпретации) обыкновенным дифференциальным уравнением без запаздывания 
	  ,  , (2) 
	где   – превышение ценой спроса цены предложения при объеме продаж   в момент времени t. При   объем предложения возрастает, при   снижается, при   выполняется условие равновесия. 
	Процессы «нащупывания» равновесия по Вальрасу и Маршаллу, описываемые дифференциальными соотношениями первого порядка (1) и (2), можно считать простейшими динамическими математическими моделями поведения рынка во времени, объясняющими механизм перехода рынка от неравновесного состояния к равновесному. 
	Будем рассматривать два варианта функций спроса и предложения: линейные  ,   (по Вальрасу);  ,   (по Маршаллу), где  ,  , и нелинейные, а именно, параболические функции предложения  ,  ,  , и гиперболические функции спроса  ,  ,  , где ν и μ – показатели гиперболы и параболы,   – минимальная цена, ниже которой продавец не может продавать товар из-за убыточности продажи.  
	Рассматривая существующие динамические модели рынка вальрасовского типа, включая модели, построенные И.К. Коханенко, Ю.А. Кузнецовым и Н.К. Обросовой, приходим к необходимости построения ряда модификаций и обобщений моделей рынка подобного типа. Рассматриваются следующие модификации и обобщения моделей.  
	1. Линейная динамическая модель рынка второго порядка, содержащая только две зависимые переменные – рыночную цену товара   и объем продаж  . Модель задается системой дифференциальных уравнений с запаздыванием:  
	 ,  ;  ,  ,  ,  
	где векторы y,  ,   и матрицы A, B имеют вид: 
	 ,  ,  ,  
	 ,  ,  , 
	причем  ,  ,  ,  ,  . 
	2. Линейная динамическая модель третьего порядка, учитывающая изменения во времени не только рыночной цены товара   и объема продаж  , но и объемов предложения   и спроса  : 
	 ,  ;  ,  ,  ,  
	 ,  ,  ,  ,  ,  , 
	где  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  . При этом объем продаж в каждый данный момент времени определяется как минимальная из величин   и  :  .  
	3. Нелинейная модель рынка вальрасовского типа со многими товарами, учитывающая наличие конкуренции на рынке. Эта модель рынка описывается системой связанных дифференциальных уравнений N-го порядка с N постоянными запаздываниями: 
	  
	  , (3) 
	  ,  ,  ,  , (4) 
	где   и   – объемы спроса и предложения i-ого товара в момент времени t,  ,  . Функции спроса и предложения могут быть как линейными, так и нелинейными.  
	Для существования и единственности решений дифференциальных уравнений с запаздывающими аргументами вида 
	 , 
	с помощью которых описываются построенные выше модели рынка вальрасовского типа, достаточно, чтобы правая часть   была непрерывна по своим аргументам и удовлетворяла условиям Липшица по второму и третьему аргументу (или более сильному условию ограниченности по модулю частных производных    ). Эти условия автоматически выполняются в линейных и нелинейных моделях вальрасовского типа. 
	Матрицы A и B в линейных моделях вальрасовского типа будем выбирать так, чтобы в отсутствие запаздывания (при  ) точка покоя (равновесия) систем дифференциальных уравнений была устойчива, т.е. так, чтобы вещественные части всех собственных чисел матрицы A+B были отрицательными. 
	Равновесная цена   и равновесный объем   — это, очевидно, положительные величины. В работе будем рассматривать   и  , имея в виду, что цены и объемы продаж, предложения и спроса на товары измеряются в единицах равновесной цены и равновесного объема. 
	Вторая глава диссертации посвящена численному моделированию рынка товаров. В главе сделан обзор существующих методов аналитического и численного решения дифференциальных уравнений с запаздыванием. В связи с громоздкостью большинства существующих численных методов решения дифференциальных уравнений с запаздыванием, обязательно включающих в полученное решение все точки разрыва производных, а также в связи с непригодностью этих методов в случае как угодно малых запаздываний, разработаны модификации численных методов, обеспечивающие требуемую точность решения без обязательного включения в решение всех точек разрыва производной. Разработано две формы обобщения на случай уравнений с запаздыванием методов численного интегрирования дифференциальных уравнений: без интерполяции и с интерполяцией. В первой форме шаг интегрирования выбирается как общий делитель всех запаздываний, обеспечивающий требуемую точность решения. Это позволяет включить в решение все точки разрывов производных. Вторая форма допускает  выбор любого шага интегрирования, обеспечивающего желаемую точность, безотносительно к запаздываниям, которые могут быть любыми, в том числе как угодно малыми. При этом информация о некоторых точках разрыва производных может быть потеряна, что не является существенным для задач моделирования рынка. В работе используются обобщения методов Рунге-Кутты и Эйлера с уравниванием в первой форме и метода Эйлера с уравниванием во второй форме. 
	Проведено численное исследование моделей рынка, представленных в первой главе. Исследован характер переходных процессов при выведении рынка в некоторый начальный момент времени из состояния равновесия при различных запаздываниях. В моделях первого порядка в отсутствие запаздывания переход рынка к равновесию происходит апериодически. Наличие запаздывания придает этому процессу характер затухающих колебаний. С увеличением запаздывания переход к равновесию замедляется, и при некотором критическом значении запаздывания   (точка бифуркации) траектория рынка перестает приближаться к точке равновесия, точка равновесия становится изолированной точкой, и рынок начинает совершать периодические колебания вокруг точки равновесия. При дальнейшем увеличении запаздывания ( ) точка равновесия теряет устойчивость. В случае линейности модели траектория состояния рынка неограниченно удаляется от точки равновесия (рынок «разваливается»), в случае нелинейности модели траектории рынка начинают совершать колебания все возрастающей до некоторого насыщения амплитуды. В качестве примеров ниже представлены траектории цены товара в линейной модели Вальраса-Маршалла второго порядка (рис. 1, 2) и траектории цен товаров в нелинейной модели вальрасовского типа с двумя товарами (рис. 3, 4) в случае устойчивого (рис. 1, 3) и неустойчивого (рис. 2, 4) положения равновесия.
	  
	Рис. 1. Траектории цен   при  
	запаздываниях  ,  
	  
	Рис. 2. Траектории цен   при  
	запаздываниях  ,  
	  
	Рис. 3. Траектории решения системы вальрасовского типа, рыночные  
	цены  ,  ,  
	  
	Рис. 4. Траектории решения системы вальрасовского типа, рыночные  
	цены  ,  ,  
	 
	Результаты, полученные во второй главе, опубликованы в работах [1, 3, 5, 7, 8]. 
	Третья глава посвящена исследованию устойчивости моделей рынка вальрасовского типа. Сделан обзор существующих методов исследования устойчивости дифференциальных уравнений с запаздываниями. Отметим, что на сегодняшний день не существует конструктивных алгоритмов нахождения границ областей устойчивости для состояний равновесия систем с запаздывающими аргументами. В связи с этим разработан оригинальный конструктивный численный алгоритм построения границ области устойчивости в пространстве запаздываний для точки равновесия рынка многих товаров. Алгоритм основан на анализе характеристического квазиполинома, но не предполагает нахождения бесконечного множества его корней.  
	Известно, что исследование на устойчивость положения равновесия нелинейной системы с запаздываниями эквивалентно исследованию на устойчивость решения системы, линеаризованной около состояния равновесия (системы первого приближения). Разработанный метод заключается  в поиске запаздываний, удовлетворяющих характеристическому уравнению линеаризованной системы 
	  , (5) 
	где I — единичная матрица размерности  , A и B — матрицы коэффициентов линеаризованной системы. Так как известно, что необходимым и достаточным условием асимптотической устойчивости точки равновесия системы с запаздыванием является отрицательность действительных частей всех корней характеристического уравнения (характеристического квазиполинома), то на границе области устойчивости все корни уравнения (5) должны быть чисто мнимыми:  . Перебирая с некоторым малым шагом значения ω и находя все наборы  , при которых с заданной точностью (например, не хуже 0,001) выполняется равенство (5), получим границы области устойчивости модели рынка вальрасовского типа. Для   эти точки, лежащие на линиях бифуркации решения, представлены на рис. 5. Область устойчивости — заштрихованная область левее и ниже всех линий бифуркации. 
	 Результаты третьей главы опубликованы в работах [2, 4, 9]. 
	Четвертая глава работы посвящена исследованию динамической модели рынка вальрасовского типа, стабилизируемой в положении равновесия. Целью стабилизации является увеличение области устойчивости положения равновесия рынка. В главе разработана модификация одного из методов стабилизации систем с запаздывающим аргументом. Рассматривается линейная модель управляемого рынка 
	  ,  ,  ,  , (6) 
	где   — скалярное управление, D — n-вектор-столбец передачи управлений, n — размерность вектора состояния  . Вид вектора D определяется механизмом стабилизации рынка.  
	В качестве критерия оптимальности примем квадратичный интегрально-терминальный критерий вида: 
	  . (7) 
	Здесь  ,   — симметричные неотрицательно определенные  -матрицы,   — положительная кусочно-непрерывная функция, определяющая ресурс управления (увеличение N(t) уменьшает ресурс управления, сильнее штрафуя большие управления, уменьшение N(t) увеличивает ресурс управления).  
	Ставится вариационная задача минимизации функционала (7) на решениях системы (6). Необходимым условием минимума функционала (7) является равенство нулю на оптимальной траектории и оптимальном управлении первой вариации функционала по   и  :  . Для вычисления вариации функционала   и получения уравнения для оптимального управления   используется схема Р. Беллмана и К. Кука исключения из функционала (7) вектора состояния   через решение системы (6) при фиксированном управлении   с последующей минимизацией функционала по управлению  . Напомним, что схема Р. Беллмана и К. Кука имеет вид: 
	 ,  , 
	где  -матричная функция   удовлетворяет матричному дифференциальному уравнению  ,  , и начальным условиям   при  ,  . Здесь O — нулевая  -матрица, I – единичная  -матрица. 
	Необходимое условие минимума функционала (7) принимает вид: 
	 , 
	Используя основную лемму вариационного исчисления, получаем уравнение Эйлера для оптимального управления в следующем виде: 
	  ,  . (8) 
	Исключая из (8) вектор состояния   по схеме Беллмана и Кука и введя обозначения:  
	  
	 , 
	 , 
	приведем (8) к виду неоднородного интегрального уравнения Фредгольма второго рода 
	  ,  , (9) 
	решение которого представляет собой траекторию   оптимального управления системой. В главе построен численный алгоритм решения уравнения (9). 
	С помощью описанного метода построены траектории управляемых моделей рынка с запаздыванием поставок товаров в сравнении с неуправляемыми моделями. Показано, что при устойчивом положении равновесия рынка свободное движение рынка к равновесию происходит значительно медленнее, чем управляемое. Это хорошо видно на рис. 6–8, полученных для модели вальрасовского типа второго порядка. Оптимальное управление при достаточном ресурсе управления   эффективно стабилизирует рынок в положении даже неустойчивого равновесия, возникающего при больших запаздываниях, что хорошо видно на рис. 9–11, полученных для модели второго порядка.
	  
	 
	Рис. 5. Область устойчивости  (заштрихована) модели  
	рынка с запаздыванием
	  
	Рис. 6. Фазовая траектория движения к равновесию неуправляемого  (тонкая линия) и управляемого  (жирная линия) рынка,  
	  
	Рис. 7. Динамика цены товара для неуправляемого (тонкая линия) и управляемого (жирная линия)  рынка с запаздыванием  
	  
	Рис. 8. Динамика поставки товара для неуправляемого (тонкая линия) и управляемого (жирная линия) рынка с запаздыванием  
	  
	Рис. 9. Динамика цены товара для неуправляемого (тонкая линия) и управляемого (жирная линия)  рынка с запаздыванием  
	  
	Рис. 10. Динамика поставки товара для неуправляемого (тонкая линия) и управляемого (жирная линия) рынка с запаздыванием  
	 
	Таким образом, стабилизация рынка, описываемого моделями вальрасовского типа, позволяет расширить область устойчивости положения равновесия рынка. 
	Результаты, полученные в четвертой главе, опубликованы в работе [1]. 
	 
	  
	Рис. 11. Фазовая траектория  
	движения к равновесию неуправляемого (тонкая линия) и управляемого (жирная линия) рынка,  
	  
	Рис. 12. Наблюдаемая реальная цена товара  и цена  ,  
	рассчитанная по идентифицированной модели вальрасовского типа 
	 
	В пятой главе разработан новый метод идентификации параметров рынка (коэффициентов модели и запаздываний) на основе метода наименьших квадратов. 
	Рассматривается динамическая модель рынка вальрасовского типа с N товарами, описываемая системой дифференциальных уравнений (3)–(4) с N запаздываниями. Функции спроса и предложения берутся линейными. Тогда система принимает вид:  
	   (10) 
	где параметры A, B, P* и τ, вообще говоря, неизвестны и подлежат определению по результатам наблюдений за ценами товаров на некотором интервале времени  . Здесь A и B —  -матрицы коэффициентов системы, P* и τ – N-векторы равновесных цен и запаздываний поставок товаров. 
	Пусть имеется n наблюдений за ценами товаров в моменты времени  ,  .  
	Целевая функция метода наименьших квадратов, зависящая от коэффициентов системы A и B, равновесной цены   и запаздывания  , имеет вид: 
	  , (11) 
	где   — матрица коэффициентов размерности  ,   — матрица плана размерности  , а x, φ, ψ — матрицы размерности  : 
	 ,  ,  , 
	 , 
	 , 
	 ,  . 
	Находя из (11) оценки коэффициентов С при фиксированных  , τ 
	  
	и подставляя их в выражение (11), получим целевую функцию для оценивания  ,  : 
	  
	 . 
	Перебирая с некоторым шагом значения  и τ, находим точку  ,   минимума   и вычисляем  . Этот алгоритм используем для идентификации модели рынка вальрасовского типа с одним и несколькими товарами. В работе проводится оценка точности идентификации в зависимости от шага идентификации и от запаздывания. Показано, как с увеличением шага увеличивается ошибка оценивания параметров модели.  
	Рассматривается идентификация модели рынка при наличии случайных составляющих в функциях спроса на товары. Случайный спрос моделируется нормально распределенными величинами с нулевым средним и дисперсией  . Для рынка одного товара и нескольких товаров рассматриваются небольшие, средние и большие значения  . Для коэффициентов системы построены  -ные доверительные области вида  
	 , 
	где   — квантиль уровня   F-распределения с   и   степенями свободы,   — несмещенная оценка дисперсии ошибки. Показано, что чем больше дисперсия случайной составляющей спроса на товары, тем хуже идентифицируются параметры модели рынка и тем больше доверительная область для этих параметров. 
	Отмечено, что параметры модели идентифицируются намного лучше при больших значениях запаздываний, когда положение равновесия рынка неустойчиво. Это можно объяснить тем, что увеличение запаздывания ведет к увеличению времени переходного процесса рынка. А идентификация возможна только на переходном процессе. Чем он длиннее, тем больше информации можно получить из наблюдений за ценой товара при идентификации параметров модели и, соответственно, тем лучше можно их оценить. 
	Один из разделов пятой главы посвящен решению практической задачи идентификации параметров реального рынка одного из типов компьютерных комплектующих — видеокарт. Оказалось, что остаточная сумма квадратов невязок модели вальрасовского типа после МНК-идентификации заметно отличается от нуля. На рис. 12 приведены для сравнения реальная цена и цена, полученная по идентифицированной модели, для одного из рассматриваемых в нашем примере товаров-комплектующих. Максимальная относительная разница между реальными ценами и ценами, рассчитанными по идентифицированной модели вальрасовского типа, в рассмотренном примере не превышает для разных комплектующих 3–10%. Из этого можно сделать вывод, что модель вальрасовского типа хотя и не вполне адекватна реальным данным, не учитывает, возможно, какие-то важные особенности реального рынка, но, тем не менее, достаточно правильно отражает главную закономерность динамики рынка — зависимость цены товара от соотношения спроса и предложения. 
	Результаты, полученные в пятой главе, опубликованы в работе [6]. 
	В заключении подводятся итоги проделанной работы: 
	1) Проведено построение и исследование следующих динамических моделей рынка вальрасовского типа: 
	– линейные и нелинейные динамические модели рынка первого порядка, содержащие одну зависимую переменную — рыночную цену товара  ; 
	– линейная динамическая модель рынка второго порядка, содержащая две зависимые переменные — рыночную цену товара   и объем продаж  ;  
	– более реалистичная модель третьего порядка, учитывающая изменения во времени не только рыночной цены товара и объема продаж, но и объемов предложения   и спроса  ; 
	– нелинейная модель рынка вальрасовского типа со многими товарами, задаваемая системой N дифференциальных уравнений с N запаздываниями. 
	2) Разработано две формы обобщения численных методов решения обыкновенных дифференциальных уравнений на случай уравнений с запаздыванием: обобщения методов Рунге-Кутты и Эйлера с уравниванием без интерполяции и метода Эйлера с уравниванием и интерполяцией. 
	3) Разработан конструктивный численный алгоритм построения границы области устойчивости системы дифференциальных уравнений с запаздыванием. С помощью этого алгоритма построены границы областей устойчивости моделей рынка вальрасовского типа. 
	4) Разработана модификация одного из методов стабилизации по квадратичному критерию в положении равновесия решения системы дифференциальных уравнений с запаздывающим аргументом на основе представления решения схемой Р. Беллмана и К. Кука. Проведено исследование линейных стабилизируемых моделей рынка вальрасовского типа с использованием этого метода. 
	5) На основе метода наименьших квадратов разработан новый алгоритм идентификации динамической модели рынка, описываемой системой дифференциальных уравнений с запаздываниями, позволяющий совместно оценивать коэффициенты системы и запаздывания. 
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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ


Актуальность работы


В настоящее время математическое моделирование динамики товарного рынка является одним из важнейших, но еще слабо изученных направлений исследования экономических процессов. Представляет большой теоретический и практический интерес построение и исследование математических моделей, описывающих с возможно большей адекватностью динамику рыночных цен и объемов поставок и продаж товаров на рынке в зависимости от соотношений спроса и предложения товаров, конкуренции товаров и продавцов, дисциплины поставок товаров, маркетинговой политики и стратегии участников рынка и других факторов, влияющих на устойчивость положения рыночного равновесия и характер рыночных переходных процессов. 


Основополагающие классические работы, положившие начало математическому описанию рыночных процессов, связаны с именами Антуана Курно, Уильяма Стенли Джевонса, Альфреда Маршалла, Леона Вальраса, Вильфредо Парето, Карла Менгера. 


Идея «нащупывания» равновесия (франц. tatonnement) между объемами спроса и предложения товаров впервые была высказана Л. Вальрасом в 1874 г. Затем эта идея применительно к проблеме равновесия между ценами спроса и предложения была развита в 1890 г. А. Маршаллом. Вальрас и Маршалл считаются основателями теории рыночного равновесия. Рыночное равновесие устанавливается в точке пересечения линий спроса и предложения в пространстве координат «цена–объем» (по Вальрасу) и «объем–цена» (по Маршаллу). Математический аппарат этой теории — системы алгебраических уравнений. 


В течение более полувека шло развитие этой теории в плане учета различных факторов производства, обмена, сбыта и пр., влияющих на поведение линий спроса и предложения (Вальд, Нейман, Эрроу, Дебре, Маккензи, Раднер, Ауман). И только в конце 30-х – начале 40-х годов XX века были сформулированы разностные и дифференцильные соотношения, определяющие динамику процесса перехода рынка к состоянию равновесия (Самуэльсон), положившие начало развитию дифференциально-разностных моделей рынка такими учеными, как Смизис (1942), Метцлер (1945), Эрроу и Гурвиц (1958), Хан (1958), Негиши (1958), Маккензи (1960), Никайдо и Узава (1960). Почти одновременно с появлением динамических моделей рынка вальрасовского типа была осознана необходимость учета в динамических моделях рынка запаздывания, порождаемого задержками в поставках товара. По-видимому, первой моделью, учитывающей запаздывание в уравнениях динамики перехода рынка к равновесию в дискретном времени, была разностная «паутинообразная» модель, предложенная Езекилем в 1938 г. Однако дифференциальные модели рынка в течение длительного времени развивались без учета запаздывания, по-видимому, в связи с определенной сложностью математического аппарата (J.Q. Cheng, M.P. Wellman, J.I. McCauley, C.M. Kuffner). В дальнейшем, по мере развития теории и методов решения дифференциальных уравнений с запаздываниями, стали развиваться и непрерывные динамические модели рынка, учитывающие запаздывание (Н.К. Обросова, 1996, Ю.А. Кузнецов, 2002, В.В. Поддубный, 2004, И.К. Коханенко, 2005). Такие динамические модели вслед за Н.К. Обросовой будем называть моделями вальрасовского типа.


Если статические модели рынка можно считать изученными с математической точки зрения более или менее хорошо (теория рыночного равновесия), то динамика рынка еще слабо исследована в связи со сложностью соответствующего математического аппарата теории дифференциальных уравнений с запаздывающим аргументом. До сих пор остаются малоисследованными вопросы устойчивости, стабилизации и идентификации систем дифференциальных уравнений с запаздыванием, а, следовательно, и динамических моделей рынка.


Различные методы аналитического и численного решения дифференциальных уравнений с запаздывающим аргументом предложены А.Д. Мышкисом, Л.Э. Эльсгольцем, К.Г. Валеевым, Т.С. Зверкиной, А.Д. Горбуновым и В.Н. Поповым, Л.С. Гноенским и Г.А. Каменским, Л.Н. Белых и А.Л. Асаченковым, В.Б. Колмановским, А.В. Прасоловым, C. Sartori, A. Bellen, R. Vermiglio, C.T.H. Baker и C.A.H. Paul, A. Karou и R. Vaillancourt. К сожалению, эти методы не являются универсальными и не всегда применимы (например, при малых запаздываниях). Кроме того, в ряде случаев предложенные алгоритмы оказываются достаточно громоздкими. Поэтому остается актуальной проблема разработки и построения альтернативных численных методов решения дифференциальных уравнений с запаздыванием.


Что касается исследования устойчивости уравнений с запаздыванием, то этой проблемой занимались такие отечественные ученые как Л.Э. Эльсгольц, Н.Н. Красовский, Б.С. Разумихин, Я.З. Цыпкин, Ю.И. Неймарк, Н.Н. Мейман и Н.Г. Чеботарев, Э. Пинни, С.Н. Шиманов, Ю.М. Репин, В.Б. Колмановский, Б.Г. Гребенщиков, А.В. Прасолов, Н.В. Азбелев и П.М. Симонов, Ю.Ф. Долгий и С.Н. Нидченко, Н.К. Обросова и зарубежные ученые H.W. Stech, K.L. Cooke и J. Turi, Guglielmi, A.G. Ulsoy, M.M. Peet, L.E. Kollar, L. Berezansky и L. Idels, T. Kalmar-Nagy, B. Cahlon и D. Schmidt. Все аналитические методы исследования устойчивости дифференциальных уравнений с запаздывающим аргументом достаточно сложны и трудно реализуемы численно. Они не дают явных рецептов нахождения границ областей устойчивости для состояния равновесия систем с запаздываниями. Поэтому остается актуальной разработка конструктивных численных алгоритмов построения границ областей устойчивости решений дифференциальных уравнений с запаздывающим аргументом.


Идентификация моделей рынка вальрасовского типа осложнена наличием временных лагов – запаздываний реакций поставщиков товаров на изменение цен этих товаров. Работ по идентификации дифференциальных уравнений с запаздывающим аргументом довольно мало. Среди них можно отметить работы D.W. Brewer, C. Baker и E.I. Parmuzin, В.И. Ловчакова, А.В. Прасолова, В.Ф. Лебедева и Е.А. Ситникова, С.А. Минюка и А.В. Метельского.


Задачами оптимального управления системами, описываемыми дифференциальными уравнениями с запаздыванием, занимаются P. Wang, K. Kunisch, F. Gozzi и C. Marinelli, L. Berezansky и E. Braverman, В.М. Марченко, С.А. Минюк, И.Е. Зубер, А.В. Клименко, Г.Н. Терновая, И.Б. Фуртат, А.В. Прасолов. Применительно к задачам стабилизации рынка первыми, по-видимому, являются работы В.В. Поддубного.


Настоящая работа посвящена разработке численных методов и алгоритмов, необходимых для исследования систем дифференциальных уравнений с постоянными запаздываниями и используемых для построения математических динамических моделей товарного рынка вальрасовского типа, исследованию характера и особенностей поведения этих моделей, изучению вопросов устойчивости их равновесных состояний, стабилизации в состоянии равновесия и идентификации моделей рынка.


Цель работы


Целью работы является исследование математических моделей рынка, учитывающих наличие конкуренции товаров и запаздывание реакции поставщиков товаров на изменение цен товаров. Модели задаются с помощью систем дифференциальных уравнений с запаздывающими аргументами. Запаздывания считаются постоянными. В рамках указанной цели поставлены и решены следующие задачи:


1) Построение вычислительных схем решения дифференциальных уравнений с запаздывающим аргументом, пригодных для работы с произвольными запаздываниями, в том числе, как угодно малыми.


2) Построение и исследование различных модификаций динамических моделей рынка вальрасовского типа с использованием разработанных вычислительных схем.


3) Разработка конструктивного численного алгоритма построения границ области устойчивости положения равновесия систем дифференциальных уравнений с запаздываниями применительно к моделям товарного рынка вальрасовского типа.


4) Исследование стабилизируемых в состоянии равновесия систем  дифференциальных уравнений с запаздывающими аргументами применительно к моделям товарного рынка вальрасовского типа. 


5) Разработка метода идентификации систем дифференциальных уравнений с запаздываниями применительно к моделям товарного рынка вальрасовского типа.


Методы исследований


В ходе решения поставленных задач использовались методы вычислительной математики, теории дифференциальных уравнений (в том числе дифференциальных уравнений с запаздывающим аргументом), теории оптимального управления и стабилизации, теории устойчивости и теории идентификации систем.


Научная новизна работы


1) На основе численного метода Эйлера с уравниванием для решения дифференциальных уравнений без запаздывания разработан аналогичный численный метод второго порядка точности для решения систем дифференциальных уравнений с запаздыванием. Предложено две модификации этого метода: без интерполяции и с интерполяцией. Первая модификация ограничивает выбор шага интегрирования условием кратности запаздывания этому шагу. Вторая модификация свободна от этого ограничения и позволяет, в отличие от известного метода шагов, работать с любым, в том числе, как угодно малым запаздыванием, и выбирать любой шаг интегрирования, обеспечивающий желаемую точность решения.


2) Разработан новый конструктивный численный алгоритм построения границы области устойчивости положения равновесия системы дифференциальных уравнений с запаздыванием. В отличие от существующих способов исследования устойчивости, алгоритм не предполагает вычисления корней характеристического квазиполинома. Метод сводится к численному поиску запаздываний, удовлетворяющих характеристическому уравнению линеаризованной системы, в котором корни квазиполинома предполагаются чисто мнимыми. С использованием этого алгоритма впервые построены границы областей устойчивости динамических моделей рынка вальрасовского типа.


3) На основе метода наименьших квадратов разработан новый алгоритм идентификации динамической модели рынка, описываемой системой дифференциальных уравнений с запаздываниями. Алгоритм позволяет совместно оценивать запаздывания и коэффициенты системы.


Практическая и теоретическая ценность работы


Практическая и теоретическая ценность работы заключается в развитии математических моделей рынка товаров в направлении повышения ее адекватности и в разработке прикладных численных методов решения задач моделирования, идентификации и построения границ областей устойчивости равновесия систем дифференциальных уравнений с запаздыванием. Эти методы могут использоваться при исследовании динамических моделей не только в экономике, но и в других областях науки.


Положения, выносимые на защиту


1) Модификация и обобщение динамических моделей рынка вальрасовского типа: линейные модели второго и третьего порядков для рынка одного товара и нелинейные модели для рынка со многими товарами.


2) Модификации численных методов для интегрирования систем дифференциальных уравнений с запаздывающим аргументом.


3) Новый конструктивный алгоритм построения границ области устойчивости положения равновесия системы дифференциальных уравнений с запаздыванием.


4) Новый алгоритм идентификации системы с запаздыванием на основе метода наименьших квадратов.


Внедрение полученных результатов


Результаты работы используются в учебном процессе факультета информатики Томского государственного университета при проведении учебных занятий по курсу «Дифференциальные уравнения и основы теории управления».


Апробация работы


По результатам работы сделаны доклады на следующих конференциях:


1. IV Всероссийская научно-практическая конференция «Информационные технологии и математическое моделирование» (ИТММ-2005), Анжеро-Судженск, ноябрь 2005 г.


2. VI  Международная научная конференция "Наука и образование": Математическое моделирование и информатика, Белово, март 2006 г.


3. XLIV Международная научная студенческая конференция "Студент и научно-технический прогресс": Математика, Новосибирск, апрель 2006 г.


4. V Международная научно-практическая конференция «Информационные технологии и математическое моделирование» (ИТММ-2006), Анжеро-Судженск, ноябрь 2006 г.


5. XI Всероссийская научно-практическая конференция «Научное творчество молодежи», Анжеро-Судженск, апрель 2007 г.


Структура диссертации


Диссертация состоит из введения, основного текста, заключения, списка использованной литературы (139 наименований). Основной текст состоит из 5 глав, содержит 152 рисунка и 6 таблиц. Общий объем работы составляет 184 страницы.


Публикации по теме работы


Основное содержание работы отражено в 9 публикациях, в т.ч. в 4 статьях из списка ВАК.

ОСНОВНОЕ СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ


Первая глава работы посвящена обзору существующих динамических моделей рынка вальрасовского типа, а также построению более адекватных реальности модификаций и обобщений этих моделей. 


Вальрас при описании процесса перехода рынка в состояние равновесия сосредоточил внимание на объемах спроса 
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. Обычно объем предложения реагирует на изменения цен с некоторым запаздыванием τ (будем считать его постоянным), тогда как объем спроса определяется текущей ценой. Тогда процесс «нащупывания» равновесия по Вальрасу в современной интерпретации описывается обыкновенным дифференциальным уравнением с запаздыванием
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Маршалл оперировал понятиями «цена спроса» 
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Процессы «нащупывания» равновесия по Вальрасу и Маршаллу, описываемые дифференциальными соотношениями первого порядка (1) и (2), можно считать простейшими динамическими математическими моделями поведения рынка во времени, объясняющими механизм перехода рынка от неравновесного состояния к равновесному.


Будем рассматривать два варианта функций спроса и предложения: линейные 
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 – минимальная цена, ниже которой продавец не может продавать товар из-за убыточности продажи. 


Рассматривая существующие динамические модели рынка вальрасовского типа, включая модели, построенные И.К. Коханенко, Ю.А. Кузнецовым и Н.К. Обросовой, приходим к необходимости построения ряда модификаций и обобщений моделей рынка подобного типа. Рассматриваются следующие модификации и обобщения моделей. 


1. Линейная динамическая модель рынка второго порядка, содержащая только две зависимые переменные – рыночную цену товара 
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2. Линейная динамическая модель третьего порядка, учитывающая изменения во времени не только рыночной цены товара 
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. При этом объем продаж в каждый данный момент времени определяется как минимальная из величин 
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3. Нелинейная модель рынка вальрасовского типа со многими товарами, учитывающая наличие конкуренции на рынке. Эта модель рынка описывается системой связанных дифференциальных уравнений N-го порядка с N постоянными запаздываниями:
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. Функции спроса и предложения могут быть как линейными, так и нелинейными. 


Для существования и единственности решений дифференциальных уравнений с запаздывающими аргументами вида
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с помощью которых описываются построенные выше модели рынка вальрасовского типа, достаточно, чтобы правая часть 
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 была непрерывна по своим аргументам и удовлетворяла условиям Липшица по второму и третьему аргументу (или более сильному условию ограниченности по модулю частных производных 
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). Эти условия автоматически выполняются в линейных и нелинейных моделях вальрасовского типа.


Матрицы A и B в линейных моделях вальрасовского типа будем выбирать так, чтобы в отсутствие запаздывания (при 
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) точка покоя (равновесия) систем дифференциальных уравнений была устойчива, т.е. так, чтобы вещественные части всех собственных чисел матрицы A+B были отрицательными.


Равновесная цена 
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 — это, очевидно, положительные величины. В работе будем рассматривать 
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, имея в виду, что цены и объемы продаж, предложения и спроса на товары измеряются в единицах равновесной цены и равновесного объема.


Вторая глава диссертации посвящена численному моделированию рынка товаров. В главе сделан обзор существующих методов аналитического и численного решения дифференциальных уравнений с запаздыванием. В связи с громоздкостью большинства существующих численных методов решения дифференциальных уравнений с запаздыванием, обязательно включающих в полученное решение все точки разрыва производных, а также в связи с непригодностью этих методов в случае как угодно малых запаздываний, разработаны модификации численных методов, обеспечивающие требуемую точность решения без обязательного включения в решение всех точек разрыва производной. Разработано две формы обобщения на случай уравнений с запаздыванием методов численного интегрирования дифференциальных уравнений: без интерполяции и с интерполяцией. В первой форме шаг интегрирования выбирается как общий делитель всех запаздываний, обеспечивающий требуемую точность решения. Это позволяет включить в решение все точки разрывов производных. Вторая форма допускает  выбор любого шага интегрирования, обеспечивающего желаемую точность, безотносительно к запаздываниям, которые могут быть любыми, в том числе как угодно малыми. При этом информация о некоторых точках разрыва производных может быть потеряна, что не является существенным для задач моделирования рынка. В работе используются обобщения методов Рунге-Кутты и Эйлера с уравниванием в первой форме и метода Эйлера с уравниванием во второй форме.


Проведено численное исследование моделей рынка, представленных в первой главе. Исследован характер переходных процессов при выведении рынка в некоторый начальный момент времени из состояния равновесия при различных запаздываниях. В моделях первого порядка в отсутствие запаздывания переход рынка к равновесию происходит апериодически. Наличие запаздывания придает этому процессу характер затухающих колебаний. С увеличением запаздывания переход к равновесию замедляется, и при некотором критическом значении запаздывания 
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 (точка бифуркации) траектория рынка перестает приближаться к точке равновесия, точка равновесия становится изолированной точкой, и рынок начинает совершать периодические колебания вокруг точки равновесия. При дальнейшем увеличении запаздывания (
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) точка равновесия теряет устойчивость. В случае линейности модели траектория состояния рынка неограниченно удаляется от точки равновесия (рынок «разваливается»), в случае нелинейности модели траектории рынка начинают совершать колебания все возрастающей до некоторого насыщения амплитуды. В качестве примеров ниже представлены траектории цены товара в линейной модели Вальраса-Маршалла второго порядка (рис. 1, 2) и траектории цен товаров в нелинейной модели вальрасовского типа с двумя товарами (рис. 3, 4) в случае устойчивого (рис. 1, 3) и неустойчивого (рис. 2, 4) положения равновесия.


		

Рис. 1. Траектории цен 
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Рис. 2. Траектории цен 
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Рис. 3. Траектории решения системы вальрасовского типа, рыночные 
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Рис. 4. Траектории решения системы вальрасовского типа, рыночные 
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Результаты, полученные во второй главе, опубликованы в работах [1, 3, 5, 7, 8].


Третья глава посвящена исследованию устойчивости моделей рынка вальрасовского типа. Сделан обзор существующих методов исследования устойчивости дифференциальных уравнений с запаздываниями. Отметим, что на сегодняшний день не существует конструктивных алгоритмов нахождения границ областей устойчивости для состояний равновесия систем с запаздывающими аргументами. В связи с этим разработан оригинальный конструктивный численный алгоритм построения границ области устойчивости в пространстве запаздываний для точки равновесия рынка многих товаров. Алгоритм основан на анализе характеристического квазиполинома, но не предполагает нахождения бесконечного множества его корней. 


Известно, что исследование на устойчивость положения равновесия нелинейной системы с запаздываниями эквивалентно исследованию на устойчивость решения системы, линеаризованной около состояния равновесия (системы первого приближения). Разработанный метод заключается  в поиске запаздываний, удовлетворяющих характеристическому уравнению линеаризованной системы
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где I — единичная матрица размерности 
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, A и B — матрицы коэффициентов линеаризованной системы. Так как известно, что необходимым и достаточным условием асимптотической устойчивости точки равновесия системы с запаздыванием является отрицательность действительных частей всех корней характеристического уравнения (характеристического квазиполинома), то на границе области устойчивости все корни уравнения (5) должны быть чисто мнимыми: 
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. Перебирая с некоторым малым шагом значения ω и находя все наборы 
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, при которых с заданной точностью (например, не хуже 0,001) выполняется равенство (5), получим границы области устойчивости модели рынка вальрасовского типа. Для 
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 эти точки, лежащие на линиях бифуркации решения, представлены на рис. 5. Область устойчивости — заштрихованная область левее и ниже всех линий бифуркации.



Результаты третьей главы опубликованы в работах [2, 4, 9].


Четвертая глава работы посвящена исследованию динамической модели рынка вальрасовского типа, стабилизируемой в положении равновесия. Целью стабилизации является увеличение области устойчивости положения равновесия рынка. В главе разработана модификация одного из методов стабилизации систем с запаздывающим аргументом. Рассматривается линейная модель управляемого рынка
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где 
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 — скалярное управление, D — n-вектор-столбец передачи управлений, n — размерность вектора состояния 
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. Вид вектора D определяется механизмом стабилизации рынка. 


В качестве критерия оптимальности примем квадратичный интегрально-терминальный критерий вида:
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 — положительная кусочно-непрерывная функция, определяющая ресурс управления (увеличение N(t) уменьшает ресурс управления, сильнее штрафуя большие управления, уменьшение N(t) увеличивает ресурс управления). 


Ставится вариационная задача минимизации функционала (7) на решениях системы (6). Необходимым условием минимума функционала (7) является равенство нулю на оптимальной траектории и оптимальном управлении первой вариации функционала по 
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. Напомним, что схема Р. Беллмана и К. Кука имеет вид:
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Необходимое условие минимума функционала (7) принимает вид:
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Используя основную лемму вариационного исчисления, получаем уравнение Эйлера для оптимального управления в следующем виде:
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Исключая из (8) вектор состояния 
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 по схеме Беллмана и Кука и введя обозначения: 
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приведем (8) к виду неоднородного интегрального уравнения Фредгольма второго рода
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решение которого представляет собой траекторию 
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 оптимального управления системой. В главе построен численный алгоритм решения уравнения (9).


С помощью описанного метода построены траектории управляемых моделей рынка с запаздыванием поставок товаров в сравнении с неуправляемыми моделями. Показано, что при устойчивом положении равновесия рынка свободное движение рынка к равновесию происходит значительно медленнее, чем управляемое. Это хорошо видно на рис. 6–8, полученных для модели вальрасовского типа второго порядка. Оптимальное управление при достаточном ресурсе управления 
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 эффективно стабилизирует рынок в положении даже неустойчивого равновесия, возникающего при больших запаздываниях, что хорошо видно на рис. 9–11, полученных для модели второго порядка.


		

Рис. 5. Область устойчивости 
(заштрихована) модели 


рынка с запаздыванием

		

Рис. 6. Фазовая траектория движения к равновесию неуправляемого 
(тонкая линия) и управляемого 
(жирная линия) рынка, 
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Рис. 7. Динамика цены товара для неуправляемого (тонкая линия) и управляемого (жирная линия) 
рынка с запаздыванием 
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Рис. 8. Динамика поставки товара для неуправляемого (тонкая линия) и управляемого (жирная линия) рынка с запаздыванием 
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Рис. 9. Динамика цены товара для неуправляемого (тонкая линия) и управляемого (жирная линия) 
рынка с запаздыванием 

кр


t


>


t




		

Рис. 10. Динамика поставки товара для неуправляемого (тонкая линия) и управляемого (жирная линия) рынка с запаздыванием 
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Таким образом, стабилизация рынка, описываемого моделями вальрасовского типа, позволяет расширить область устойчивости положения равновесия рынка.


Результаты, полученные в четвертой главе, опубликованы в работе [1].


		

Рис. 11. Фазовая траектория 

движения к равновесию неуправляемого (тонкая линия) и управляемого (жирная линия) рынка, 
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Рис. 12. Наблюдаемая реальная цена товара 
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рассчитанная по идентифицированной модели вальрасовского типа 





В пятой главе разработан новый метод идентификации параметров рынка (коэффициентов модели и запаздываний) на основе метода наименьших квадратов.


Рассматривается динамическая модель рынка вальрасовского типа с N товарами, описываемая системой дифференциальных уравнений (3)–(4) с N запаздываниями. Функции спроса и предложения берутся линейными. Тогда система принимает вид: 
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где параметры A, B, P* и τ, вообще говоря, неизвестны и подлежат определению по результатам наблюдений за ценами товаров на некотором интервале времени 
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Пусть имеется n наблюдений за ценами товаров в моменты времени 
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Целевая функция метода наименьших квадратов, зависящая от коэффициентов системы A и B, равновесной цены 
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, имеет вид:
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Находя из (11) оценки коэффициентов С при фиксированных 
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и подставляя их в выражение (11), получим целевую функцию для оценивания 
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Перебирая с некоторым шагом значения 
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. Этот алгоритм используем для идентификации модели рынка вальрасовского типа с одним и несколькими товарами. В работе проводится оценка точности идентификации в зависимости от шага идентификации и от запаздывания. Показано, как с увеличением шага увеличивается ошибка оценивания параметров модели. 


Рассматривается идентификация модели рынка при наличии случайных составляющих в функциях спроса на товары. Случайный спрос моделируется нормально распределенными величинами с нулевым средним и дисперсией 
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. Для рынка одного товара и нескольких товаров рассматриваются небольшие, средние и большие значения 
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 — несмещенная оценка дисперсии ошибки. Показано, что чем больше дисперсия случайной составляющей спроса на товары, тем хуже идентифицируются параметры модели рынка и тем больше доверительная область для этих параметров.


Отмечено, что параметры модели идентифицируются намного лучше при больших значениях запаздываний, когда положение равновесия рынка неустойчиво. Это можно объяснить тем, что увеличение запаздывания ведет к увеличению времени переходного процесса рынка. А идентификация возможна только на переходном процессе. Чем он длиннее, тем больше информации можно получить из наблюдений за ценой товара при идентификации параметров модели и, соответственно, тем лучше можно их оценить.


Один из разделов пятой главы посвящен решению практической задачи идентификации параметров реального рынка одного из типов компьютерных комплектующих — видеокарт. Оказалось, что остаточная сумма квадратов невязок модели вальрасовского типа после МНК-идентификации заметно отличается от нуля. На рис. 12 приведены для сравнения реальная цена и цена, полученная по идентифицированной модели, для одного из рассматриваемых в нашем примере товаров-комплектующих. Максимальная относительная разница между реальными ценами и ценами, рассчитанными по идентифицированной модели вальрасовского типа, в рассмотренном примере не превышает для разных комплектующих 3–10%. Из этого можно сделать вывод, что модель вальрасовского типа хотя и не вполне адекватна реальным данным, не учитывает, возможно, какие-то важные особенности реального рынка, но, тем не менее, достаточно правильно отражает главную закономерность динамики рынка — зависимость цены товара от соотношения спроса и предложения.


Результаты, полученные в пятой главе, опубликованы в работе [6].


В заключении подводятся итоги проделанной работы:


1) Проведено построение и исследование следующих динамических моделей рынка вальрасовского типа:


– линейные и нелинейные динамические модели рынка первого порядка, содержащие одну зависимую переменную — рыночную цену товара 
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;


– линейная динамическая модель рынка второго порядка, содержащая две зависимые переменные — рыночную цену товара 
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 и объем продаж 
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; 


– более реалистичная модель третьего порядка, учитывающая изменения во времени не только рыночной цены товара и объема продаж, но и объемов предложения 
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t
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S


 и спроса 
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;


– нелинейная модель рынка вальрасовского типа со многими товарами, задаваемая системой N дифференциальных уравнений с N запаздываниями.


2) Разработано две формы обобщения численных методов решения обыкновенных дифференциальных уравнений на случай уравнений с запаздыванием: обобщения методов Рунге-Кутты и Эйлера с уравниванием без интерполяции и метода Эйлера с уравниванием и интерполяцией.


3) Разработан конструктивный численный алгоритм построения границы области устойчивости системы дифференциальных уравнений с запаздыванием. С помощью этого алгоритма построены границы областей устойчивости моделей рынка вальрасовского типа.


4) Разработана модификация одного из методов стабилизации по квадратичному критерию в положении равновесия решения системы дифференциальных уравнений с запаздывающим аргументом на основе представления решения схемой Р. Беллмана и К. Кука. Проведено исследование линейных стабилизируемых моделей рынка вальрасовского типа с использованием этого метода.


5) На основе метода наименьших квадратов разработан новый алгоритм идентификации динамической модели рынка, описываемой системой дифференциальных уравнений с запаздываниями, позволяющий совместно оценивать коэффициенты системы и запаздывания.
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