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OBIIAA XAPAKTEPUCTUKA PABOTHI

AKTYaJbHOCTH PA0OTHI

B Hacrosiiee Bpemsi MaTeMaTUYE€CKOE MOJICTUPOBAHUE JUHAMUKHA TOBAPHOTO
pBIHKA SIBJIETCS OJHUM M3 BaXKHEHIINX, HO elle ¢J1a00 M3YyUEeHHBIX HAMpPaBICHUN HC-
cJle0BaHus YKOHOMUYECKUX MpoleccoB. [Ipencrapiser 6OMbIION TEOPETUUECKUN U
MPAKTUYECKUNA HHTEpPEC MOCTPOCHHUE M HCCIIEIOBAHWE MAaTEeMAaTHYECKUX MOJIeeH,
OMKCHIBAIOIINX C BO3MOXXHO OOJIbIIIEH a/IeKBAaTHOCTHIO JTUHAMUKY PHIHOYHBIX LIEH U
00BEMOB MOCTABOK U MPOJAXK TOBAPOB HA PHIHKE B 3aBUCHUMOCTU OT COOTHOILICHUM
CIpoca U MpeIIoKEeHUs] TOBApOB, KOHKYPEHIIMH TOBAapOB U MPOJABILIOB, TUCHUILITUHBI
MIOCTAaBOK TOBApPOB, MAapKETHUHIOBOW MOJIMTHKUA M CTPATETUHU YYAaCTHUKOB PBIHKA U
Ipyrux (PaKTopoB, BIUSIOMIUX HA YCTOWYUBOCTH MOJIOKEHHUSI PHIHOYHOTO PABHOBECHS
Y XapaKTep PhIHOYHBIX MEPEXOTHBIX MPOIIECCOB.

OcHoBonoJnararomue Kiaccudeckue paboTsl, MOJOKHUBILINE HA4Yal0 MaTeMaTuye-
CKOMY OMHCAHHIO PIHOYHBIX MPOIIECCOB, CBsI3aHbl ¢ MMeHaMu AHTyaHa KypHo, Yuiib-
sma Ctennmu JIxeBoHca, Anshpena Mapmania, Jleona Banspaca, Busdpeno IMapeto,
Kapna Menrepa.

Unes «wnanrynsiBanusi» paBHoBecus ((dpani. tatonnement) mexay oObemaMu
Crpoca M IpeasioKeHUs TOBapoOB BrepBbie Obla BhickazaHa JI. Bambpacom B 1874 r.
3areM 3Ta ujes MPUMEHUTENBHO K MpoOJieMe paBHOBECHUS MEXKAY LIEHAMH CIIpoca U
npeaioxkenus opuia pazputa B 1890 r. A. Mapmaniom. Banspac u Mapmamn cunra-
IOTCS OCHOBATENIIMU TEOPUHM PHIHOYHOTO paBHOBecHs. PrIHOUYHOE paBHOBECHE yCTa-
HABJIMBAETCSI B TOUKE MEPECEUCHUs JIMHUM CIpoca U MPEAsioKEHUsI B MPOCTPAHCTBE
KOOpJWHAT «1leHa—00bem» (1o Banbpacy) um «o0bem—tieHa» (o Mapmramny). Marte-
MaTHYECKHH arnmapar 3TOH TEOPUH — CUCTEMBbI aJIreOpanvecKUX YpPaBHCHHUH.

B Tedenue Gonee mosyBeka 110 pa3BUTHE STOW TEOPUU B ITUIAHE y4yeTa pa3ind-
HBIX (PAKTOPOB MPOU3BOACTBA, OOMEHA, COBITA U IIp., BIMIIOUIMX HA MOBEICHUE JTUHUI
cinpoca u npennoxenus (Bampn, Heliman, Dppoy, [ebpe, Makkensu, Pagnep, Ay-
MaH). 1 Tonbko B koHile 30-x — Hauane 40-x rogoB XX Beka ObUIH cPOPMYTUPOBAHBI
pazHocTHBIC U U PEepeHITITbHBIE COOTHOIIEHHUS, OTPESSIONINE JUHAMUKY TPOIIeC-
ca mepexojia pelHKa K cOCTOsiHMIO paBHOBecus (CaMyalibCOH), MOJIOKHMBIIME HAYaIIOo
pa3BuTuiO0 TUdPepeHITnaTbHO-Pa3HOCTHBIX MOJENEH PBhIHKA TaKUMH YUYEHBIMH, Kak
Cvuzuc (1942), Metuep (1945), Oppoy u 'ypsury (1958), Xan (1958), Herumm
(1958), Makken3u (1960), Huxkaiino n Y3asa (1960). [Touytn 0m1HOBpEeMEHHO C TOSIB-
JIeHUEeM JTUHAMHUYECKUX MOJEJNIeH pbIHKAa BAJIbPACOBCKOTO TUIA Oblia 0CO3HAaHA HEOO0-
XOIUMOCTh y4Y€Ta B JMHAMUYECKHUX MOJEJSIX pPbIHKA 3ala3/iblBaHusl, MOPOKIAEMOI0
3aJ€p>KKaMu B ITOCTaBKax ToBapa. [lo-BuamMoMy, mepBOM MOJEIBIO, YUYHUTBIBAKOIICH
3amna3/bIBaHUE B YPABHEHUAX JMHAMHKHU MEPEXO0/]a PbIHKA K PAaBHOBECHUIO B JUCKPET-
HOM BpeMeHH, ObllIa pa3HOCTHAsI «ITayTHHOOOpa3Has» MOJENb, npeioxkeHHas E3exu-
aem B 1938 r. Opgnako auddepeHIralIbHble MOIEIN PhIHKA B TEUEHUE JUIMTEIBHOTO
BPEMEHH Pa3BUBAIIMCH 0€3 ydeTa 3ara3IbIBaHus, MO-BUANMOMY, B CBSI3U C OIPEICIICH-
HOW CIIO)KHOCTRIO Martemarmuyeckoro ammapata (J.Q. Cheng, M.P. Wellman, J.I.
McCauley, C.M. Kuffner). B ganpHeiiem, no mepe pa3BUTHSI TEOPUU U METOJIOB pe-
meHust 1uddepeHuanbHbIX YpaBHEHUHN € 3aMma3IbIBAaHUSMU, CTAIN PAa3BUBATHCA U HE-
IpEPHIBHBIC TUHAMHYECKHUE MOJIEIH pbIHKA, YuuThiBatomue 3amna3asiBanue (H.K. O0-
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pocoBa, 1996, 10.A. Kysnenos, 2002, B.B. Iloanyounsiii, 2004, 1N.K. Koxanenko,
2005). Takue nguHamuaeckue moxaenu Beien 3a H.K. O6pocoBoit Oynem Ha3bIBaTh MO-
OeAMU 8AIbPACOBCKO20 MUNA.

Ecnu cratnueckue Moaenu pblHKa MOXXHO CUMTATh U3YYEHHBIMU C MAaTeMAaTH-
YECKOM TOUYKM 3peHusi 00Jiee UM MEHEe XOpOIIo (TEOopusi PhIHOYHOTO PaBHOBECHS),
TO JTUHAMHUKA PbIHKA elle cJiado MCCIE0BaHAa B CBA3U CO CIIOKHOCTHIO COOTBETCT-
BYIOIIETO0 MaTeMaTH4eCKOro arnmnapara Teopuu auddepeHialbHbIX ypaBHEHHH ¢ 3a-
Na3/IbIBAIOIIMM apryMEeHTOM. [0 CuX MOop OCTaloTCA MaJIOMCCIIEI0BAHHBIMU BOTIPOCHI
YCTOWYMBOCTH, CTAOWIU3alMM U UACHTUGUKAIUK cucTeM auddepeHinanbHbIX
YPaBHEHHUI C 3ama3AblBaHUEM, A, CJIEAOBATEIbHO, U AJUHAMUYECKUX MOJIENIEH PhIHKA.

Paznuunbie METONIbI aHAIMTUYECKOTO U YUCICHHOTO pemieHus auddepeHin-
aJbHBIX YPABHEHUN C 3aMa3bIBAIOIINM apryMEHTOM npeaioxkensl A.J[. Mblkucom,
JI.O. Dawcroasuem, K.I'. BaneessiM, T.C. 3Bepkunoii, A.Jl. I'opOyHoseiM 1 B.H. Ilo-
noBeIM, JI.C. I'noenckum u I'.A. Kamenckum, JI.LH. bensix u A.JI. AcCaueHKOBBIM,
B.b. Konmanosckum, A.B. IlpacomoBeim, C. Sartori, A. Bellen, R. Vermiglio,
C.T.H. Baker u C.A.H. Paul, A. Karou u R. Vaillancourt. K coxanenunro, 371 me-
TOJBI HE SIBJISIIOTCS YHUBEPCAIBHBIMU M HE BCEr/la MPUMEHUMBI (HapuUMep, Mpyu Ma-
JBIX 3amna3jsiBaHusx). Kpome Toro, B psifie ciiydaeB MpeasIOKEHHbBIE aITOPUTMBI OKa-
3BIBAIOTCS JIOCTATOYHO TpOMO3AKUMH. [lo3TOMYy OcCTaeTcsi akTyanbHOM mpobiieMa
pa3pabOTKH M MOCTPOCHHMS aAJIbTEPHATUBHBIX YMCICHHBIX METOJOB pelieHus nudde-
pPEHIMATBHBIX YPAaBHEHUH C 3ama3/[bIBAHUEM.

Uro kacaercst ucciieOBaHNUs YCTOMYMBOCTH YPABHEHUM C 3aIa3fbIBaHUEM, TO
ATOH MpoOIEeMOIl 3aHUMAIMCh TaKWE OTEYCCTBEHHBIC y4eHBbIC Kak JI.D. DIbCronsil,
H.H. Kpacosckuii, b.C. Pazymuxun, f.3. Lpmkun, FO.U. Heitmapk, H.H. Meiliman u
H.I'. YeGotapes, D. [Tuanu, C.H. [llumanos, FO.M. Peniun, B.b. Konmmanosckuit, b.T'.
I'pebenmuxoB, A.B. Ilpaconos, H.B. Az6eneB u I1.M. Cumonos, F0.®. [onruii u
C.H. Huguenxo, H.K. O6pocoBa u 3apy6exnsie yuenbie H.-W. Stech, K.L. Cooke u
J. Turi, Guglielmi, A.G. Ulsoy, M.M. Peet, L.E. Kollar, L. Berezansky u L. Idels,
T. Kalmar-Nagy, B. Cahlon u D. Schmidt. Bce ananutuueckue MeTozsl ncciaeaoBa-
HUS YCTOWUYMBOCTH AU (DEepEeHIINATBHBIX YPaBHEHUHN C 3aMa3 bIBAIOIINM apryMEHTOM
JIOCTATOYHO CJIOKHBI M TPYJAHO peaau3zyeMbl YucieHHO. OHU HE JAI0T SABHBIX peler-
TOB HAXOXJEHUS TpaHuI] 00JacTeil yCTOWYMBOCTHU JUIsl COCTOSIHUS PaBHOBECHS CHUC-
TeM ¢ 3ana3abiBaHusMu. [loaToMy ocTaercs akTyanbHOU pa3paboOTKa KOHCTPYKTHB-
HBIX YUCJICHHBIX aJITOPUTMOB MOCTPOCHUSI TPAHUIL 00J1acTEeH YCTOMYMBOCTH PEIICHUIMA
muddepeHnnanbHbIX YpaBHEHUH C 3aI1a3/IbIBAIOIINM apTyMEHTOM.

Nnentudukaims Mojenel prlHKa BAIbPACOBCKOTO THUIIA OCIOKHEHA HATMIHUEM
8PEMEHHbIX 13206 — 3ala3/IbIBAHUN PEaKlHil MOCTABIIMKOB TOBAPOB HA M3MEHEHHE
IIEH 9TUX TOBapoB. Pabot nmo uaeHTudukanmu audpdepeHmaibHbIX YPaBHEHUN C 3a-
Ma3AbIBAIOIIUM apTyMEHTOM JOBOJIbHO Mano. Cpeau HUX MOKHO OTMETHUTh PadOThI
D.W. Brewer, C. Baker u E.I. Parmuzin, B.W. JlopuakoBa, A.B. IIpaconosa, B.®.
JleGeneBa u E.A. CutaukoBa, C.A. Munroka u A.B. MeTenbckoro.

3ajayaMy ONTUMAJIbHOTO YIPABJICHHUS CHCTEMaMH, OINUChIBaEMbIMU Au(de-
peHIMaIbHBIMU YPAaBHEHUSIMU C 3ana3bsiBaHueM, 3anumatorcs P. Wang, K. Kunisch,
F. Gozzi u C. Marinelli, L. Berezansky u E. Braverman, B.M. Mapuenko, C.A. Mu-
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ok, 1U.E. 3yoep, A.B. Knumenko, I'.H. Tepuosas, 1.b. ®@yprar, A.B. IIpacomnos.
[TpumeHuTenbHO K 3a7ja4aM CTaOMIN3alUY PhIHKA MIEPBBIMH, MO-BUANMOMY, SIBISIFOT-
cs padotel B.B. IToany6HOTO.

Hacrosmas pabota mocpsiiieHa pa3pab0TKe YMCICHHBIX METOJOB M aJTOpPUT-
MOB, HEOOXOAMUMBIX ISl MCCIEAOBaHUS CUCTEM Au(QepeHIInanbHbIX YpaBHEHHHA C
NOCTOSIHHBIMU 3a1a3/IbIBAHUSMH M UCIIOJIb3YyEMBIX VISl TOCTPOEHUSI MAaTEMaTHUYECKUX
TUHAMUYECKUX MOJIElel TOBApHOTO PBhIHKA BaJbPAaCOBCKOTO THIIA, HCCIEIOBAHUIO
XapakTepa U 0COOCHHOCTEW MOBENIEHUS 3TUX MOJENeH, U3YYEHUIO BOIPOCOB YCTOM-
YUBOCTH WX PABHOBECHBIX COCTOSHUM, CTaOWIM3allMd B COCTOSIHUM PaBHOBECHUS U
UAeHTU(UKALIMY MOJIeIEH phIHKA.

Ileab padoThl

[lenbto paboThl SIBISETCS HUCCIEJOBAHME MaTEMaTHUYECKUX MOJIENEeN pBIHKA,
YUUTHIBAIOMINX HAJTIWYHE KOHKYPEHLIMHM TOBAPOB M 3alla3/bIBAHHE PEAaKIUH MOCTaB-
IIMKOB TOBAPOB Ha U3MEHEHHE LIEH TOBAPOB. MojeNn 3aJat0Tcs C MOMOIIBI CHCTEM
auddepeHnnanbHbBIX YpaBHEHUI C 3ama3bIBAIOIIMMU apryMEHTaMH. 3amna3blBaHus
CUMTAIOTCSl MMOCTOSIHHBIMU. B pamkax yka3aHHOM 11eJId MOCTaBJIEHbI U PEILEHbI Cie-
IYIOIIHE 3a/1a4u:

1) IlocTpoeHue BBIYMCIMUTENBHBIX CXEM pelleHus Au(depeHuanbHbIX ypaB-
HEHUH C 3ama3/bIBAIOIIUM apryMEHTOM, MPUTOAHBIX JJIsi pa0OThI C TPOU3BOJIBHBIMU
3ana3bIBaHUSIMU, B TOM YUCJIE, KAK YTOJTHO MaJIbIMHU.

2) IlocTpoenue u HCClENOBaHUE DPA3IUYHBIX MOJIU(DUKAIUN AMHAMUYECKUX
MoOJIeJIel phIHKa BaJlbpaCOBCKOTO THIIA C HUCIOIb30BaHUEM Pa3paOOTaHHBIX BBIYHCIH-
TEJIBHBIX CXEM.

3) Pa3paboTka KOHCTPYKTUBHOTO YHCIEHHOTO aJIFOPUTMa MOCTPOCHUS IPAHHULL
00JaCTH YCTOWYMBOCTH TOJIOKEHHSI paBHOBECHS CUCTEM A depeHIInaIbHbIX ypaB-
HEHH C 3ama3AbIBaHUsIMU MPUMEHUTEIHHO K MOJIENISIM TOBAPHOTO PHIHKA BAJIbPACOB-
CKOT'O THUIIA.

4) WccnenoBanue cTaOUIU3UPYEMbIX B COCTOSTHUM PAaBHOBECHUS CHCTEM Au(]-
(epeHIInaNbHBIX YPaBHEHHUI C 3ama3/bIBAlONIMMH apryMEHTaMH MPUMEHUTEIBHO K
MOJIENISIM TOBAPHOT'O PhIHKA BAJIbPACOBCKOIO THUIIA.

5) Pazpabotka metona uaeHTU(UKaIuu cucteM IudpepeHnalIbHbIX ypaBHe-
HUM C 3ara3/bIBAaHUSIMU [IPUMEHUTEIBHO K MOJEISIM TOBapHOT'O PHIHKA BaJbpacoB-
CKOT'O THIIA.

MeToabl HCCICA0BAHUN

B xozxe pemieHuss MOCTaBIEHHBIX 3a/ad HCIOJb30BAJIUCh METOJbI BBIYHCIH-
TEIHHOW MaTeMaTUKH, Teopuu TudepeHnnanbHbIX YpaBHEHUA (B TOM 4ucie aAud-
(epeHLnanbHbIX YPaBHEHUH C 3ama3AbIBaIOIIUM apryMEHTOM), TEOPUU ONTUMAIbHO-
ro yOpaBJieHUS W CTaOMIM3allii, TEOPUU YCTONUYMBOCTH U TEOPUHU UACHTU(DUKAINH
CUCTEM.

HayuyHnasi HOBH3HA padoTHI

1) Ha ocHoBe umcieHHOTo MeToAa Jujepa ¢ ypaBHUBaHUEM ISl PEIICHUS
muddepeHuranbHbIX ypaBHEHUN Oe3 3ama3/iblBaHus pa3padoTaH aHAJIOTMYHbIA YHUC-
JIEHHBIA METOJi BTOPOro MOpPsJKa TOYHOCTU ISl pelleHusl cucteM AuddepeHunaib-
HBIX ypaBHEHUH ¢ 3amna3apiBaHueM. [IpeasioxkeHo Be Moau(HUKAIMU 3TOT0 METOAA:
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0e3 HHTEepHOJAUY U ¢ nHTepnosuuen. [lepsas moaudukanus orpaHuuIuBaeT BHIOOD
[jara MHTErpUpPOBAHUS YCIOBHMEM KPAaTHOCTH 3ama3iblBaHUs 3TOMy mary. Bropas
Moau(UKalusg CBOOOIHA OT ATOTO OIPaHUYEHUS U MO3BOJISET, B OTIIMYMUE OT U3BECT-
HOTO METOJa IaroB, padoTarh C JOO0BIM, B TOM YHUCJE, KaK YTOJHO MajbIM 3aIas3/ibl-
BaHWEM, U BbIOMpaATh 000 HIar MHTETPUPOBAHMS, OOECIEUMBAIOIINN KETAEMYIO
TOYHOCTh PEILICHHUS.

2) Pa3zpaboTaH HOBBIM KOHCTPYKTHBHBIM YMCICHHBIH aIrOPUTM IOCTPOEHUS
IpaHuIbl 00JIACTH YCTOMYMBOCTHU IIOJIOXKEHHST paBHOBECUS! cUCTEMBbI nupdepeHiu-
aJIbHBIX YpaBHEHMI ¢ 3ama3JpIBaHUEM. B OoTiiMuMe OT CyIIecTBYIOIIMX CIIOCOO0OB HC-
CJIEI0BaHNs YCTOMYMBOCTH, JITOPUTM HE MPEANOIAraeT BbIYUCICHUS KOPHEW Xapak-
TEPUCTUYECKOr0 KBA3HUIOJIMHOMA. MeTOI CBOAMTCS K YMCIEHHOMY IOMCKY 3alla3/ibl-
BaHWW, YJOBJIETBOPSIOIIMX XapaKTEPUCTUYECKOMY YPABHEHMIO JIMHEAPU30BaHHOU
CUCTEMBI, B KOTOPOM KOPHHM KBAa3WUIIOJIMHOMA MPEII0JIAraloTcs YUCTO MHUMBIMH. C
UCTIOJIb30BAaHUEM ITOTO aJIrOPUTMa BIIEPBBIE MOCTPOCHBI IPAHUIIBI 00acTe yCTOM-
YUBOCTH TMHAMHYECKUX MOJEJIEH PhIHKA BaJbPAaCOBCKOTO TUIIA.

3) Ha ocHoBe MeTOJja HAMMEHBIINX KBaJAPaTOB pa3pad0TaH HOBBIN aIrOPUTM
UACHTU(PUKALMY JUHAMUYECKON MOJENIM pPbIHKA, ONUChIBaEMOM cucteMoi nudde-
pPEHIMAIBHBIX YpPaBHEHHWI C 3ama3ibIBaHUAMH. AJICOPUTM IMO3BOJSET COBMECTHO
OLIEHUBATh 3aI1a3/(bIBaHUs U KO3()(PULIUEHTHI CUCTEMBI.

IIpakTHyeckas U TeopeTHYecKas EHHOCTb Pa0oThl

[TpakTHueckass U TeopeTudeckas LIEHHOCTh PadOThI 3aKIHOYAETCA B Pa3BUTUU
MaTEMaTUYECKUX MOJIEIEH pbIHKAa TOBAPOB B HANPABIICHNUHU IOBBILICHUS €€ aJeKBaT-
HOCTHU U B pa3pabOTKe NMPUKJIAJHBIX YUCICHHBIX METO/I0B PEIICHUs 3a/1a4 MOJIEIUPO-
BaHUS, WICHTU(PUKAUN U TIOCTPOEHUS TPaHULl 0OIacTell yCTOMYMBOCTH PaBHOBECHUS
cucreM auddepeHINaNbHbIX YPaBHEHUHN C 3ama3/bIBAHUEM. JTH METOJIbl MOTYT HC-
[10JIb30BAaThCS MPHU UCCIEAOBAHUM TUHAMUYECKHX MOJIEJIEH HE TOJIBKO B 3KOHOMUKE,
HO U B JIPYTUX O0JACTSIX HAYKH.

IloJ10:keHU 1, BLIHOCHMMBbIE HA 3aIIIUTY

1) Moauduxanus u o600IIeHNe AUMHAMUYECKUX MOJIeJeH pbIHKA BaJbpacoB-
CKOI'O THNA: JIMHEWHbIE MOJEIN BTOPOTO U TPETHErO MOPSAKOB JJIsi PbIHKA OJHOIO
TOBapa U HEJIMHENHbIE MOJIEIH JIsl PbIHKA CO MHOTMMH TOBAPaMHU.

2) Moaudukanuy YMCIEHHBIX METOJOB JUIsl MHTETPUPOBaHUs cucTeM audde-
PEHIMAIBHBIX YPABHEHU C 3al1a3/bIBAIOIUM apTyYMEHTOM.

3) HoBblil KOHCTPYKTUBHBIA aJIrOpPUTM IOCTPOECHUS T'PAHULl OOJACTH YCTOMU-
YUBOCTH IOJIOKEHUS PAaBHOBECHUS CUCTEMbI TG epeHlInaIbHbIX YpaBHEHUH C 3amas3-
JbIBAHUEM.

4) HoBblil anroput™M UACHTHU(PHUKALUN CUCTEMBI C 3ala3/iblIBAHUEM Ha OCHOBE
METO/1a HAUMEHBIIINX KBAaJIpPaTOB.

BHenpeHnue noJy4YeHHbIX Pe3yJbTATOB

Pe3ynbratel paboThl UCHIONB3YIOTCS B y4eOHOM Ipoliecce (akyibreTra HHPop-
MaTUKH TOMCKOro rocy1apCTBEHHOIO YHHBEPCUTETA MPU MPOBEACHUM YUEOHBIX 3a-
HATUHI 110 Kypcey «/Auddepenunanbupie ypaBHEHHSI 1 OCHOBBI TEOPUH YIIPABICHUS».

Anpobanus padoTsl

1o pe3ynbTaTtaM pabOThI clieTaHbl JOKIAAbl HA CIEAYIOIUX KOHPEPEHIUAX:
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1. IV Bcepoccuiickas HaydHO-TIpakTUdeckas koHpepeHius «apopmannon-
HbIe TEXHOJOTHMM M MaTeMartudeckoe mojaenupoBanue» (MTMM-2005), Anxepo-
Cymxenck, HosiOpb 2005 T.

2. VI Mexnynapoanas HayuyHas koHpepenuus "Hayka u oOpa3zoBanue": Ma-
TeMaTH4eCcKoe MojenrpoBaHue u nupopmaruka, benoso, mapt 2006 .

3. XLIV MexnayHapoaHas HayuHas cryaeHueckas koHpepenuus "CTyAaeHT H
Hay4HO-TeXHUUYeCKHil nmporpecc”: Maremaruka, HoBocubupck, anpens 2006 T.

4. V MexnyHapoJHas Hay4yHO-IIpakTuueckas koHpepenuus «Mupopmannon-
HbIE TEXHOJOTUM W MaTeMaruudeckoe MojenupoBanue» (MTMM-2006), Anxepo-
Cymxenck, HosiOpb 2006 T.

5. XI Bcepoccuiickas HayuHO-ipakTHueckas koHbepeHius «Hayunoe TBOp-
YECTBO MOJI0AEKW», AHxkepo-CyxeHck, anpenb 2007 r.

CTpyKTYypa Auccepranuu

Jluccepranysi COCTOUT U3 BBEIECHHS, OCHOBHOI'O TEKCTA, 3aKJIFOUECHHMS], CIIUCKA
UCIIOIb30BaHHOM nuTepatyphl (139 HaumeHoBaHuii). OCHOBHOM TEKCT COCTOUT U3 5
r1aB, coJepkuT 152 pucynka u 6 tabnui. OOmuii 06bem paboThl coctaBisier 184
CTpaHUIIBI.

Iyoaukannu no reMe padorhbl

OcHoBHOE cojiepkaHne paboThl OTpaKeHO B 9 myOIuKalusX, B T.4. B 4 CTaThAX
u3 cnucka BAK.

OCHOBHOE COAEPXAHUE PABOTHI
IlepBasi raaBa paboThl MOCBsIIEHa 0030py CYIIECTBYIOIIUX TUHAMUYECKUX
MoJieTiel phIHKA BaIbPAaCOBCKOTO THUIIA, a TAK)KE MOCTPOCHHIO 00Jiee aJeKBATHBIX pe-
ATBHOCTU MOAUGUKAIMKN 1 0000IIEHUH ITHX MOJICIICH.
Banbppac npu onucanuum mporecca nepexoja pblHKa B COCTOSHUE PaBHOBECHS

COCpeIoTOuMII BHUMaHue Ha o6bemax crpoca O m npennoxenus O° HpU JTaHHBIX
nenax P. ®yHKIMM CIpoca U HpeiokeHus y Hero umeror sug Q° =Q0°(P) u
0° =0°(P), a ycloBHE pBHIHOYHOTO pABHOBECHS BBIPAXKACTCS DPABEHCTBOM
0" (P)=Q°(P). Ilpu paBHOBecHOIi leHe P 00BeM CIIpoca COBIAIAET C 0OHEMOM
MPEAJIOKEHHUS u COCTaBIsIET  PABHOBECHBII o0BeM MPOIAXK 0

O° (P )=0°%(P")=0Q". O6bYHO 00BEM HPEUIOKEHNS PearnpyeT Ha H3MEHEHHS

IIEH C HEKOTOPhIM 3ama3fpiBaHueM T (OyJeM CUUTaTh €ro MOCTOSIHHBIM), TOT/A KaK
o0BeM crpoca ompenensieTcs: TeKyen meHo. Tormaa mporece «HaIlymbIBaHus PaB-
HOBecus 1Mo Banbpacy B COBpEeMEHHOW MHTEpIpPETAIlMU ONUCHIBACTCS OOBIKHOBEH-
HbIM JudPepeHInaTbHbBIM YPAaBHEHUEM C 3aMa3/bIBAHUEM

d‘Z—f) =y(0”(PW)-0°(P(-1))), v >0, M

rae t — Bpems, AQ”(t) = Q" (P(t))- O° (P(t —t)) — u36bITOK crpoca B MOMEHT Bpe-
mend t. IIpu AQ” (¢) > 0 peiHOuUHAs neHa noBbimaetcs, mpu AQ” (¢) < 0 mazaer, npu

AQ" (t) = 0 BHITIONHSETCS YCIOBHE PABHOBECHS.
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Mapiann onepupoBan MOHATHAMHU «IleHa crpoca» P” m «iieHa mpemnoxe-
HusA» P° npu maHHOM 06BeMe nponax Q. OYHKINM CIpoca U MPEIIOKEHNS Y HEro
umerot Bun P = PP (Q) u P° = P°(Q), a ycioBue prIHOYHOTO PaBHOBECHS BBIPA-

aercst paseHctBoM P”(0Q) = P*(Q). IIpu paBHOoBecHOM oObeMe Q IieHa crpoca

o *

COBIIAJIa€T C IIEHON MPEIJIOKEHUS U COCTABIISIET PABHOBECHYIO PHIHOYHYIO LIeHY P :
£ * * v

PP(Q")=P°(Q")=P". Tlpouecc B3aUMOJEHCTBHS CIpPOCA M TPEIIOKECHHS IO

Mapuranny onuceiBaeTcs (B COBPEMEHHON MHTEpIpETaIii) 0OBIKHOBEHHBIM nudde-
pEHITMATBHBIM YpaBHEHHUEM O€3 3ama3biBaHus

00 _ (2 (0()- P (0le). k>0, @

rne AP”(t)=P"(Q(¢))- P*(Q(t)) — npeBbimenue meHoi crpoca MEHBI MpejIoKe-
HUS TIpU o0bEME MPOJAK Q(t) B MOMEHT Bpemenu t. [Ipu AP” (t) > (0 o0bem mpen-

nokeHus BozpacTaer, npu AP (t)<0 cHmkaercs, npu AP” (t):O BBITIOJIHSIETCS
yCIIOBUE PAaBHOBECHSI.

[Ipouiecchl «HanynbIBaHus» paBHOBecus 1o Banbpacy u Mapinamity, onuchi-
BaeMble TuddepeHIInaTbHBIMU COOTHOIICHUSIMH MepBoro nopsiaka (1) u (2), MoxHO
CUMTATh MPOCTEHIIUMHU TUHAMUYECKUMH MATEMaTHYECKUMHU MOJICISIMU TOBEJICHUS
PBIHKA BO BPEMEHU, OOBSCHSAIOIMMMH MEXaHU3M MEepeXoia phIHKAa OT HEPABHOBECHOTO
COCTOSIHUS K PaBHOBECHOMY.

bynem paccmarpuBarh 1Ba BapuaHTa (yHKIMHA CIIpOca U MPEAJIOKECHHS: JIU-

neitusie  Q” (P) =0 - oc(P ~-P ), 0° (P) =0 + B(P - P*) (mo  Banwpacy);
P?(Q)=P —a (Q — Q*), PS(Q)=P" + B‘I(Q — Q*) (mo Mapmanny), rae o >0,

>0, u HenuHEWHBIE, a WMEHHO, Napabonudeckue (YHKIUU MNPEIIOKEHUSI
QS(P): Q*((PM _Prgin)/(P*“ _Pr;lm))a PS(Q): (Pr;lin "‘(Q/Q*XP*M _P$in))l/“a p=l,m
runep6onudeckue QyHKmH crnpoca Q° (P)= Q*(P* / P)v, P” (Q) = P*(Q " / Q)l/v,
v>1, rjle v U | — NoKa3aTenu runep6ossl 1 napabonsl, P, < P — MUHUMabHas

[IeHa, HWKe KOTOPOM MpoJIaBell He MOXKET MPOJIaBaTh TOBAP M3-3a YOBITOUHOCTH MPO-
JAXKH.

PaccmarpuBas CylecTByromume TMHAMUYECKHE MOJEIH PhIHKA BaJbPaCOBCKO-
ro tuna, Bkirovas moznenu, nocrtpoenusle M.K. Koxanenko, 0.A. Ky3Henossm u
H.K. ObpocoBoii, npuxoauM K HEOOXOJIUMOCTH MOCTPOEHHUS psiia MOAU(DUKAIUN U
00001IeHniT MozeNield phlHKa MoJo0HOro tuna. PaccmaTtpuBaroTcs cieayrolue Mo-
nudukanuy 1 0000IIeHUsT MOJIENCH.

1. Jluneiinaa ounamuueckas mooenb pvlHKA 6MOpo20 NOpsOKad, COAEpIKaIas
TOJIBKO JIB€ 3aBHCHMBbIE MIEpEMEHHbIE — PHIHOYHYIO IIeHy ToBapa P(f) u 00beM mpo-

nax Q(t). Monens 3anaercs cucteMoil nuddepeHinanbHbIX YPaBHEHHUH C 3ama3/ibl-
BaHHUCM:

%:AWHBW—T)» telty, T y(O) = 0(0), tlty— 1.ty ), ¥(ts) = o,



TJIe BEKTOPHI , dy/dt, (p(t) U MaTpullbl A, B UMEIOT BUJI:

dy(t) (dP(f) dQ(t)j

o =(P@ey-P 00-0"), P o

yi-1)=(Pt-v-P Qa—o—QY,

—a - 0 o P(t)- P
rno b " Q(t)—Q
HqueMa>O,b>O,q>O,r1>O,r2>0.

2. Jlunetinas ounamuveckas mooeib mpemove2o nopsioKd, YIuThIBAIOIIAsS U3Me-
HEHHUSI BO BPEMEHU HE TOJILKO PHIHOYHOM 1IeHbI TOBapa P(¢) u oobema npogax Q(¢),

HO 1 00beMoB mipemnoxkerns O° (f) u cpoca O (¢):

‘”i) Ay(t)+ By(t—1), 1 €1y, TT; 7(0) = 9(0), 1 €ty — 1.ty ), (t0) = 7o,
rody() (dP(t) dQ°(H) dQ" (1)
O =(PO-P" Q*)-0° 0°1)-0'), P (‘h - — j
P(t-1)-P" —a -q° 4° 0 00
yt-t)=|0°(t-1)-Q |, A=|r" -b* B |,B=|r, 0 0],
0’ (t-1)-0 rP —bpPs PP 0 0 0
(Pl(t)_P*
o) =] 9,()-0" |,
(P3(t)_Q*

rne a>0, ¢° >0, ¢” >0, b* >0, b >0, b >0, b”” >0, r’ >0, 1” >0,
rZS > 0. [Tpu »ToM 00BEM MpoAaK B KaXkIAbIH TaHHBI MOMEHT BPEMEHH OMpeIeseT-
s Kak MEHUManbHas u3 BemmunH Q° (1) u 0P (1): O(t) = min(QS (1),0" (t)).

3. Henuneiinas mooensb pulHKa 8A1bpaACOBCKO20 MUNA CO MHOUMU MOBAPAMU,
YUHUTBHIBAIOIIAs] HAJIMYME KOHKYPEHLUH HA PhIHKE. DTa MOJEIb PbIHKA OMHMCHIBAECTCS
CHUCTEMOH CBs3aHHBIX IU(p(epeHnaNbHbIX ypaBHEHUH N-ro mopsiaka ¢ N TIOCTOsH-
HBIMU 3ara3/IbIBaHUSIMU:

dP(t) 1 B
P =v.|0P (P - 05 (Pt -1.))]-

-l (P 0)-05 (P -1, 3)
P()=P(t), telty—1.t,), P(ty)=P,, i=LN, 4)

rae QI.D (E (t)) u QI.S (R (t T )) — 00BEMBI CITpOca U MPEJJIOKEHHUS i-0r0 ToBapa B MO-

MEHT BpeMeHH 7, v, 20, i, j=1,N. OyHKIuA crpoca U TPEUIOKEHUS. MOTYT ObITh

KakK HHHCﬁHBIMH, TaK U HEJIMHECHHBIMU.



JIyist cymiecTBOBaHUSI M €IMHCTBEHHOCTH PENIeHuU nTudepeHImanIbHbIX ypaB-
HEHUH C 3ala3abIBAONIMMH apTYMEHTaMH BUA
DO _ 11505 -).
dt
C TTIOMOIIBIO KOTOPBIX OMHUCHIBAIOTCS IIOCTPOCHHBIE BBIIIE MOJIEIA PhIHKA BaJbPacOB-
CKOTO THIIA, JOCTATOYHO, YTOOBI MpaBas 4acTh f (t, y(), y(t — r)) OblJ1a HEMpephIBHA

II0 CBOMM apryMEHTaM W YJIOBJIETBOPsJIAa YCIOBUAM Jlummuna 1mo BTOpOMy U TPETh-
eMy apryMeHTy (uiu 60jee CUJIbHOMY YCJIOBHIO OTPAHUYEHHOCTH IO MOYJIIO YacT-

HBIX TTPOU3BOJIHBIX ‘6fl / oy j‘ <M Vi, j=1,N). Otn yclIoBHS aBTOMaTUYECKH BBITIOJ-

HSIOTCS B JINHEWHBIX M HEJIMHEWHBIX MOJENSIX BAJIbPACOBCKOIO THUIIA.

Martpuiisl 4 ¥ B B IMHEWHBIX MOJIENSAX BaIbpPaCOBCKOro TUNA OyJ1€EM BHIOUPATH
TaK, 4YTOObI B OTCYTCTBHE 3ana3/ibiBanus (rpu T = 0) Touka moKos (PaBHOBECHSI) CHUC-
TeM audQepeHuanbHbIX YpaBHEHHH Obljla yCTOMUYNBA, T.€. TaK, YTOOBI BEUIECTBEH-
HbIE YaCTH BCEX COOCTBEHHBIX YHMCEINl MaTpULlbl 4+ B OblTH OTPUIIATETIbHBIMU.

* o *
PaBHOBecHas ieHa P U paBHOBECHBIM 00beM () — 3TO, OUEBUIHO, MMOJIOKH-

S *
TeIbHbIE BeIUYUHBI. B pabote Oyaem paccmatpuBath P =1 u 0 =1, umes B BUaY,

YTO LIEHBl U O0BEMBI MPOAAXK, MPEIIOKEHUS U CIpoca Ha TOBApbl U3MEPSIOTCA B
eIMHMIIaX PABHOBECHOM 1IEHBI U PAaBHOBECHOTO 00bEMA.

Bropas rinaBa nuccepTanuu NOCBSLIEHA YHCIEHHOMY MOJIETUPOBAHUIO PhIH-
Ka ToBapoB. B rnaBe caenaH 0030p CYIIECTBYIOIIUX METOJOB AHATUTHYECKOTO U
YUCJIIEHHOTO pelieHus nuddepeHInanibHbIX YpaBHEHUN ¢ 3ama3/ibiBaHieM. B cBsi3u ¢
IPOMO3JIKOCTHIO OOJIBIIMHCTBA CYIIECTBYIOIIUX YHUCIECHHBIX METOJIOB pelieHus Aud-
(epeHLnanbHbIX YPaBHEHUH C 3ama3/bIBAHUEM, 0053aTEIbHO BKIIOYAIOUINX B MOJY-
YEHHOE PELIECHNE BCE TOUYKH pa3pbiBa IPOU3BOAHBIX, @ TAKKE B CBSI3U C HENPUTOJIHO-
CTbIO 3THX METOJIOB B ClIy4ae KaK YroJIHO MaJIbIX 3ara3/iblBaHuil, pa3paboTaHbl MO-
IU(PUKAIY YUCIEHHBIX METO/I0B, 00ECIIEUNBAIOIINE TPEOYEMYIO0 TOUHOCTD PEIICHHUS
0e3 00s13aTeIbHOr0 BKIIIOUEHHS B PEIICHHE BCEX TOYEK pa3phiBa Mpou3BOAHOM. Pa3-
pabotaHo 1Be GopMbI 000OIICHNS Ha CITydail YpaBHEHHI C 3ama3bIBAHUEM METOOB
YUCIIEHHOT'O UHTETPUPOBaHUs T PepeHINATbHBIX YpaBHEHU: 0€3 HHTEPIOJIALNH U
¢ uHTepnojsuuei. B nepBoii GpopMe mar MHTErpupoOBaHMs BbIOMpAETC Kak OOIIMiA
JIEIUTENb BCEX 3ama3/lbIBaHUM, 00ecleunBarOnil TpeOyeMyl0 TOYHOCTh PELICHUS.
DTO MO3BOJIAET BKIIOUHUTHh B PEIICHHE BCE TOYKH Pa3pbIBOB MPOM3BOJHBIX. BTopas
dopma gomyckaer BbIOOp JFOOOTO I1ara UHTETPUPOBAHUS, 0OECIEUUBAIOLIETO Ke-
JaeMyl0 TOYHOCTb, O€30THOCUTENBHO K 3ama3/IbIBAHUSAM, KOTOpPbIE MOTYT OBITh JIIO-
ObIMHU, B TOM YHCJIE€ KaK YTrOJHO MajbiMU. [Ipu 3TOM HHpOpMaLKs 0 HEKOTOPBIX TOY-
Kax pa3pbIBa MMPOU3BOJHBIX MOXKET ObITh OTEPSHA, UTO HE SIBISETCS CYIIECTBEHHBIM
Ui 3a/lad MOJeJIMpOBaHMs phlHKa. B pabore mcnonb3yroTcss 0o00OLIeHUsI METOA0B
Pynure-Kytthl 1 Ditnepa ¢ ypaBHUBaHHEM B 1epBoi popme u Metoja Ditsiepa ¢ ypas-
HUBAaHHEM BO BTOPOU opme.

[IpoBeneHO YHMCIEHHOE HCCIEAOBAHME MOJENEH pPBIHKA, MPEACTABICHHBIX B
nepBoil riase. McciaenoBan xapakTep NEpEeXOAHbIX MPOLIECCOB MTPU BBIBEICHUN PhIH-
Ka B HEKOTOPBI HAYaJbHBII MOMEHT BPEMEHU M3 COCTOSIHUS PaBHOBECHS MPU pa3-
JMYHBIX 3ama3/bIBaHUsAX. B Monensx nmepBoro nopsjka B OTCYTCTBHUE 3alla3/IbIBaHUS
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IIEPEXO]l PBIHKA K PABHOBECHIO IPOUCXOAUT anepuoandecku. Hamuuue 3amas3abiBa-
HUS IPHUJIAET 3TOMY IPOLECCY XapakTep 3aTyXarolux KojedaHuil. C yBelMYEeHHEM
3ana3bIBaHMs NEPEXO] K PABHOBECHIO 3aAMELIISETCS, U IIPU HEKOTOPOM KPUTHYECKOM
3HAYCHHUM 3ama3/blBaHus T =T, (TOuKa OM(pypKalKK) TPACKTOPHS PhIHKA MEPECTAET

IpUOIMKATHCS K TOUKE PABHOBECHSI, TOUKA PABHOBECUS CTAHOBHUTCS M30JMPOBAHHOM
TOYKOM, U PHIHOK HAYMHAET COBEPIIATh MEPUOJUYECKUE KOJICOaHHS] BOKPYT TOUKH
paBHoBecus. [Ipu ranbHeiemM yBeInYeHUH 3ama3abiBaHus (T =T, ) TOYKa PaBHOBE-

CUs TepseT yCTOMYMBOCTb. B Cilydae JIMHEMHOCTH MOJENM TPACKTOPHUS COCTOSHHS
PBIHKA HEOTPAHUYEHHO YAAIAETCA OT TOYKH PAaBHOBECHA (PBIHOK «Pa3BaJIMBACTCS»),
B CJIy4yae HEJIMHEMHOCTH MOJENIM TPACKTOPHM PhIHKAa HAUMHAIOT COBEPILATh KoJjieha-
HUsI BCE BO3PACTAIOLIEH A0 HEKOTOPOTO HACBIIICHUS aMIUIMTYAbl. B kauecTBe mnpu-
MEpOB HWKE IIPEACTABIEHBI TPACKTOPUH LIEHBI TOBAPA B JMHEWHOW Moaenu Banbpa-
ca-Mapmaiia BToporo nopsijika (puc. 1, 2) u TpaeKTOpUH IIeH TOBAPOB B HEJIMHEH-
HOW MOJIEJIM BaJIbpaCOBCKOTO THIA C ABYMs ToBapamH (puc. 3, 4) B ciryyae yCTOWYH-
Boro (puc. 1, 3) u HeycTouuBOrO (pHUC. 2, 4) MOJIOKEHUS PABHOBECHS.

3 3 A a h n
| T AT
B L SURTATIVATAY

AR

Fify
Fify

1] A6 a7 153333 200 1] fea7 153333 200
t t
tan=0 tau=0
Puc. 1. Tpaexropuu uen P(¢) npu Puc. 2. Tpaexropuu uen P(¢) npu
3ana3apBaHugx 1=0, t=3 3ana3apiBaHugx t=0, t=9
3 n 3 7
il
1
[
] [} 2 L ] ] L | L
5] B n i n n oo
a 5 Lipgl T
1 l "U ] {?\JJ:'\‘
.‘r o Vi (Ve Wy
0 0
-25 10.55 237 36,25 -3 2125 475 7375 100
t t
- P == Pl
— P -_— P2
Puc. 3. TpaeKTopI/II/I peueHust CUCTEMbI  Puc. 4. TpaeKTopHH pEIIEeHUs] CUCTEMBI
BaJIbpaCOBCKOr'o THIIA, PEIHOTHBIC BaJIbPaCOBCKOI'O THIIA, PHIHOYHBIC

nenst P(1), P,(t), t=(1,6 2,6) nenst P,(t), P,(t), t=(3,2 5)
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PesynbraThl, TOMy4YeHHBIE BO BTOPOW TIJjaBe, OMyOJWKOBaHBI B paboTax
[1,3,5,7,8].

Tperbsi rj1aBa MOCBAILIEHA HCCICIOBAHUIO YCTOMYMBOCTH MOJIENICH pBHIHKA
BaJIbpacoBCKOro Tuma. Caenan o030p CYHIECTBYIOIIMX METOJIOB MCCIIEIOBAHUS yC-
TOMYMBOCTU JU(DPepeHIInaNbHbIX YPaBHEHUN ¢ 3amna3abiBaHusiMu. OTMETUM, YTO Ha
CETrOJIHAIIHUMN JE€Hb HE CYIIECTBYET KOHCTPYKTUBHBIX aJITOPUTMOB HAaXOXJICHUS Ipa-
HUIl o0JlacTell yCTOMYMBOCTH JIJIsi COCTOSIHUM paBHOBECUSI CUCTEM C 3ara3/IbIBarOIIH-
MU aprymeHTamu. B cBf3u C 3TUM pa3pa0OTaH OPUTHHAIBHBIA KOHCTPYKTHBHBIM
YUCJICHHBIN aJTOPUTM MOCTPOCHHUS TPAHUI] 00JIACTH YCTOMYMBOCTH B IIPOCTPAHCTBE
3amna3bIBaHUM 711 TOYKHM PABHOBECHSI PhIHKA MHOTHX TOBApOB. AJITOPUTM OCHOBAH
HA aHAJIM3€ XapaKTEPUCTHUYECKOTO KBA3UIIOJWUHOMA, HO HE MPEIIOIaracT Haxox/e-
HUSI 0ECKOHEYHOTO MHOYKECTBA €r0 KOPHEH.

N3BecTHO, YTO HCCIENOBAHME HA YCTOWYHMBOCTBH IOJIOKEHHUS PABHOBECHS HE-
JIMHEMHOM CUCTEMBI C 3aI1a3bIBAHUSMHU 3KBUBAJICHTHO HCCJIEAOBAHUIO HA YCTOWYH-
BOCTh PEIICHHSI CUCTEMBbI, JIMHEAPU30BAHHON OKOJIO COCTOSIHMSI paBHOBECHs (CUCTe-
MBI MIEPBOTrO MpUONMKEHUs). Pa3paboTaHHBI METOJ| 3aKJII0YAaeTCSd B MOUCKE 3aras-
JBIBAHUM, YAOBJIETBOPSIOIINX XaPAKTEPUCTUUECKOMY YPABHEHHIO JIMHEAPU30BAHHOU
CHCTEMBI

e 0 0
—kt
: 0
det| 4+ 8| ° ¢ K |=0, (5)
0 0 0
0 0 o™

rae [ — enuuuyHas Marpuna pazmepHoctd N x N, A u B — matpuiibl kKodpuiuen-
TOB JIMHEAPU30BAaHHOW cUCTEeMbI. Tak Kak U3BECTHO, YTO HEOOXOAUMBIM U JOCTATOY-
HBIM YCJIOBUEM AaCUMIITOTHYECKOM YCTOMYMBOCTH TOYKH PABHOBECHS CHCTEMBI C 3a-
Na3/bIBAHUEM SIBJISIETCS OTPULATEIBHOCTD JIEHCTBUTENIBHBIX YAaCTEN BCEX KOPHEH Xa-
PAKTEPUCTUYECKOTO YPABHEHHUS (XapaKTEPUCTHUECKOIO0 KBA3HUIIOJIMHOMA), TO Ha Tpa-
HULIE 00JIACTH YCTOMYMBOCTH BCE KOPHU ypaBHEHUs (5) JOJKHBI OBITH YUCTO MHHU-
MbIMU: k =i®. [lepebupasi ¢ HEKOTOPHIM MaJbIM IIArOM 3HAYEHUS ® U HAXOJs BCE
HA6OPE! (T,,T,,..., Ty ), IPH KOTOPHIX C 3aJaHHOH TOUHOCTBHIO (HAIpPHMEp, HE XyXke

0,001) BbImONIHAETCS paBEHCTBO (5), MOJyYUM I'pPaHUIBI 00JACTH YCTOMYMBOCTU MO-
JeNIi phIHKa BaJbpacoBcKoro tuma. st N =2 3Tu Touku, Jexaliue Ha JIMHUAX Ou-
(dypkauuu peuieHus, npeacTaBiieHbl Ha puc. 5. O0nacTh yCTOWYMBOCTH — 3aIUTPU-
XOBaHHasi 00JIaCTh JIEBEE M HIDKE BCEX JTMHUIN OU]ypKaIui.

Pe3ynbpTaThl TpeThel IM1aBbl OMyOIMKOBaHbI B padoTax [2, 4, 9].

YerBepTas riasa padoThl MOCBSIIEHA UCCIEIOBAHUIO JUHAMUYECKON MOJENN
pBIHKa BaJIbPACOBCKOTO THUIIA, CTA0MIM3UPYEMON B MOJIOKEHUU paBHOBecus. Llenbro
CTaOWJIM3alluU SABIISETCS YBEIMYEHUE OOJIACTH YCTOWYMBOCTU MOJIOKEHUS paBHOBE-
cust pblHKa. B rnaBe paspaborana moaudukanus 0OJHOTO U3 METOJOB CTAOUIIU3ALMU
CUCTEM C 3ama3JbplBalollMM aprymMmeHToMm. PaccmarpuBaercss nuHeWHas MOJAEIb
yIPaBIsiEMOTO PhIHKA
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% = Ay(t) + By(t —=v) + Du(?), y(t) = (1), t €[ty =18, ), ¥(ty) =y, (6)

rjae u(t) — ckalsipHoe yrpasieHue, D — n-BeKTOp-CTONOEI] Iepeiayn yIpaBiIeHHH,
n— pa3MEpPHOCTh BeKTopa cocTosiHus y(¢). Bua BekTopa D ompenensieTcs Mexa-

HU3MOM CTaOMJIN3alUN PHIHKA.
B kauectBe KpuTepHs ONTUMAIBHOCTH NPUMEM KBAJAPATHYHBIA UHTETPAIBHO-
TEPMUHAJIBHBIA KPUTEPUM BHIA:

T T
J(yu)=y" (DILy(T) + [y (OM ©)y(e)dt + [ N’ (6)dt (7)

% to
3nece L>0, M(t)>0 — cuMMeTpUYHbIE HEOTPULATEIBHO ONPEIEICHHBIE 7 X -
maTpulbl, N(¢) >0 — NOJIOXKUTENbHAs KyCOYHO-HENpepbIBHAsA (PyHKLHS, Oompene-

Jstoas pecype ympasieHus (yBenuueHue N(f) yMEHbIIAET pecypec YIpaBJICHHS,
cwibHee mTpadyst OoJblue yIrpaBieHUs, yMeHbIleHue N(f) yBETUYHBAET pecypc
YIPABJICHHUS).

CraBuTcs BapuallMOHHAs 3aja4a MUHUMU3AIUU QyHKImoHana (7) Ha penieHu-
sx cuctemsbl (6). HeobxomumpiM ycroBueM MuHUMyMa (yHKIHMoHana (7) sSBisIeTCs
PaBEHCTBO HYJIO HAa ONITUMAJILHON TPACKTOPUH M ONITHMAIBHOM YIIPaBJICHUU MEPBOI
Bapuanuu QyHkimoHana mo y(¢) u u(t): 6J(y,u) =0. i BeIUKCICHUS BapUallUH
¢ynkuonana J(y,u) U MOIy4eHUs YPaBHEHUS ISl ONTUMAIIBHOTO yTpaBieHUus u(t)
ucrnonb3yercs cxema P. bernvana u K. Kyka uckmouenus u3 gynkimonana (7) Bek-
TOpa COCTOSIHUS )(¢) uepe3 peleHne CUCTEMBI (6) npu PUKCUPOBaHHOM YNpPaBICHUN
u(t) ¢ nocnenyroile MUHUMH3alKel (GyHKIMOHANA 10 ynpaBieHuwo u(t). Hanowm-

HuM, 4TO cxema P. bemnvana u K. Kyka numeer Bun:

y)=K(@)y, + JQK(t —1—x)Bo(x)dx + JK(t —x)Du(x)dx, t > 1t,,

rae nxn-MarpuyHas QyHkuus K () ynoBiIeTBOpseT MaTpuyHoMy AuddepeHunaib-
dK (¢
HOMY YPaBHEHUIO % = AK(t)+ BK(t—1), t>t,, U HadaJbHBIM YCJIOBHSIM
4

K({#)=0 nupm t<t,, K(t,)=1.3nece O — HyneBas nxn-MaTpuua, / — eAUHUYHASA

1 X n-MaTpHUIIa.
Heobxoaumoe ycnoBre MuHuMyMa QyHKIIMoHaa (7) MPUHUMAET BU/L:
T

T
j yI(T)LK(T - x)D + j YT (M ()K(I'-x)D dt'+ N(x)u(x) [Su(x)dx=0,
tO tO
Hcnonb3yss OCHOBHYIO JIEMMY BapUallMOHHOTO HMCUMCIIEHHUS, MOJIYyYaeM ypaB-
HeHue Disepa i ONTUMAIBHOTO YIIPABJICHUS B CIEIYIOIIEM BU/IE:

y ' (T)LK(T —t)D + JT'yT ("M@ )K({-t)Ddt'+ N(tu(t) =0, telt,,T]. (8)

ly
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Ucknrouas u3 (8) Bekrop cocrosaus y(¢) mo cxeme bennmana u Kyka u BBens 060-
3HAYCHUS:

f() =y K" (T)LK(T —t)D + jocpT (MB"K"' (T —t'—1)LK(T —t)D dt' +

-1

+ j ye KT (M (t)K(t'-t)D + _[ o ()HB'K" (-9 - 1)M(")K(t'—t)Dd9 |dt' ,

1,—1

T
F(t,t"y=D"K"(T —t)LK(T —t")D+ jDTKT(S ~HOM (K (S -1)Dd9,
fy
npuBeaeM (8) K BUIY HEOAHOPOIHOTO MHTErpadbHOTO ypaBHeHUsT Dpearonpma BTO-
poro pona

S@+ [ Feyu(@)dr + N(@ou() =0, t e[t,.T1, (9)

pEIIeHre KOTOPOTO MPEACTABISIET CO00M TpaeKTOpHIO u(f) ONTUMAIBLHOTO YyIpaBiie-

HUS CUCTEMOM. B ri1aBe mocTpoeH YUCIEHHBIN aIrOpUTM pelieHus: ypaBHeHUs (9).

C noMouip0 OMHUCAHHOIO METOJ]Ia MOCTPOEHBI TPAEKTOPUH YIPABIISIEMBIX MO-
JieJiel pbIHKA C 3ama3bIBaHUEM IMOCTABOK TOBAPOB B CPABHEHHMH C HEYIPABISIEMbIMU
MozenssmMu. [lokazaHo, 4TO MpU yCTOMYMBOM MOJOKEHUHM PABHOBECHS PbIHKA CBO-
00JIHO€ BUYKEHUE PBIHKA K PABHOBECHUIO NMPOUCXOUT 3HAYUTENBHO MEAJICHHEE, YEM
yIpaBsieMOe. DTO XOPOIIO BUIAHO HA pUC. 6—8, MOITYUYEHHBIX 11 MOJEIN Ballbpa-
COBCKOI'O THIIa BTOpPOro mnopsiaka. OntuManabHOE YNpaBieHUE MPHU JOCTATOYHOM pe-
cypce ynpasienust 1/N (1) 3hpeKkTHBHO CTaOUIU3MPYET PHIHOK B TOJOKEHHU JAKe

HEYCTONUYMBOTO PaBHOBECHSI, BO3ZHUKAIOIIETO MPHU OOJBIINX 3aMa3bIBAHUAX, YTO XO-
po1Io BUAHO Ha puUC. 9—11, NOTydYEeHHBIX 1711 MOJEIN BTOPOIO MOPSIAKA.

15 .
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Puc. 5. O6nacTh ycToMunBOCTH Puc. 6. @a3oBas TpacKTOpUs JBUKECHUS
(3amTpuxoBaHa) MOJACIIH K PAaBHOBECHIO HEYIIPABIISEMOTO
pPBIHKA C 3ama3/IbIBAHUEM (TOHKas TMHUSI) U YIIPABIIIEMOTO

(’KMpHast JIMHUS) PBIHKA, T < T,
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HEYNPaBJIIeMOro (TOHKas JTUHUS) U JUISL HEYTIPaBJIsiEeMOTO (TOHKAs JIMHHUS)
yIpaBasieMoro (KUpHasi JIMHUS ) U yIpaBjsieMoro (KUpHasi JIMHUS)
PBIHKA € 3aMa3/blBaHUEM T<T PBIHKA € 3ama3/blBaHUEM T < T,
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Puc. 9. JluHaMuKa eHBI TOBapa JUIs Puc. 10. IlunamMrka noctaBky ToBapa
HEYIPaBJIIeMOro (TOHKas JIUHUS) U JUIsL HEYTIPABIISIEMOTO (TOHKAS JINHHS)
yIpaBasieMoro (KUpHasi JIMHUS) H yIPABJEMOro (KUPHAsL INHH)
pBIHKa C 3ama3/bIBaHUEM T> T, pbIHKa € 3ala3AbIBAHUCM T > T,

Takum 06p8,30M, CTa6I/IJII/ISaHI/I}I PBIHKA, OIIUCBIBACMOTO MOJCIIAMHU BaJIbPpAaCOB-

CKOTO THIIA, TIO3BOJISIET PACHIUPUTH 001aCTh YCTOMYMBOCTH TMOJIO0KEHUS PABHOBECHUS
PBIHKA.

Pe3ynbTraThl, oyyeHHbIE B UETBEPTOM r1aBe, OmyOIMKOBaHbI B paboTte [1].
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Puc. 12. HaGmronaemast peanibHas 1ieHa
toBapa P, (f)u ueHa P(t),
paccuMTaHHas 0 UACHTU(DUITUPOBAH-
HOM MOJEJIN BaJIbpPacOBCKOr0 THUIIA

B nsiToii riaBe pa3paboTaH HOBBIM METOA UACHTU(GHUKAIIMK ITapaMETPOB PhIH-
kKa (k03(hUIMEHTOB MOJENM M 3ama3/IbIBaHWil) Ha OCHOBE METOJa HaUMEHBIIUX
KBaJIpaTOB.

PaccmarpuBaercs nuHaMudeckas MOJCIb PhIHKA BaIbPAacOBCKOTO THMA C N TO-
BapaMHM, OMNKChIBaeMas cucteMoi nuddepeHnnanbHpix ypaBHenuit (3)—(4) ¢ N 3a-
na3apiBaHusAMUA. OyHKIIMU CIIpOca U MPETIOKEHUs OepyTcsl THHEHHBIMU. Torma cuc-
TeMa MPUHUMAET BUI:

dIn P(t) (10)

dt
r/ie napameTpsl A, B, P* 1 T, BOoGIIe FOBOPS, HEM3BECTHBI H MOIEKAT ONMPEIETICHHIO
o pe3yJibTaTaM HaOJI0/IEHUH 3a IIeHaMHU TOBapOB Ha HEKOTOPOM HMHTEpBaJie BpeMe-
HU t, <t<T.3necs A u B— Nx N -matpuuibl K03()(pUIIUEHTOB CUCTEMBI, Put—

= A(P(t)-P" )+ B(P(t-1)-P"),

N-BEKTOpBI PABHOBECHBIX 1I€H U 3alla3AbIBAHUI MTOCTABOK TOBAPOB.
ITycte umeerca n HaOMIOJEHUN 3a LIEHAMU TOBAPOB B MOMEHTBI BPEMEHHU f,,

k=0,n-1.
IleneBass (pyHKIMS METOJa HAMMEHBIIMX KBAJpaTOB, 3aBHUCSIIAS OT KO3(pu-

IIMEHTOB CHCTEMBI A ¥ B, pABHOBECHO# IIeHbl P~ ¥ 3aMa3bIBaHMs T, UMEET BHI:
% T * .
J =l v(" ) (e 15" 2)C)) > i a
C,t,P
rne C= (A B)T — wMarpuna  koddduimeHToB  pasmepHoctu 2N x N,

Y(P*,t): ((p(P*) \V(P*,r)) — MaTpula TaHa pasMepHocTH nx2N, a x, ¢, Y —
MaTpHUIbl pa3MEPHOCTU n X N :
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x=(x, x o x) L 0=(0, @ . 0,.), w=(y, \v1 W)

o)) uf Bl)) B
Re)) A6 P
(Pk(P*):h(P(tkH) 2P" +P( )
v, (P 0 =h(P(t,,, —1)-2P" + P(;, —r))-l(tk T>¢ /2 k=0,n—1.
Haxons u3 (11) onenxu xo3ddurmentos C npu pUKCHPOBAHHBIX P, T
c=r(P Y v(P' 7)) v(P' o) »
Y TIOJICTABIIsASA MX B BhIpakeHue (11), moiaydynm 1eneByro QyHKIHIO IJIs OLCHUBAHUS

*

P,

IV

T

J=tr (x—Y(P*,IXY(P*,I)TY(P*,I))IY(P*,I)Tx) x

x (x —v(p", r)(Y(P* ) r(P, r))_l y(P' <) xj = min.

Tepe6upas ¢ HEKOTOPHIM IIATOM 3HA4YeHHs P U T, HAXOJMM TOUKy P, T MH-
Humyma J (P*,’C) v BerancaseM C. DTOT alropHTM UCTOTb3YeM U HACHTHGUKAIINH
MOJIENIM PBIHKA BaJbpaCOBCKOI'0 THUIIA C OJIHUM M HECKOJIBKMMU TOBapaMmu. B pabote
IPOBOJIUTCS OLIEHKA TOYHOCTH MACHTU(PUKAIIMHU B 3aBUCUMOCTH OT IIara UACHTU(U-
Kalluu U OT 3ama3fsiBaHus. lloka3zaHo, Kak C yBEJIMUYEHHEM LIara yBEJIUYHMBACTCA
olIMOKa OLIEHUBAaHUS TapaMETPOB MOJIEIIH.

PaccmaTpuBaercs maeHTUUKAIMS MOJENN PbIHKA MPHU HAJIMYUU CIIy4alHBIX
COCTaBISIONIMX B (PYHKIMAX cripoca Ha ToBaphl. Ciay4yailHBI CIpoCc MOJENUPYyETCs
HOPMAJIBHO PaCIpeaeIeHHBIMY BEIHUNHAMYU C HYJIEBEIM CPEIHHUM M JUCIEpCHell G~ .
JUist ppIHKA OJTHOTO TOBapa M HECKOJIBKMX TOBAPOB PACCMATPUBAIOTCS HEOOJBIIME,
cpenHue W Gonmpmme 3HadeHHs o°. Jaa KOd(D(HUIMEHTOB CHCTEMBI IIOCTPOCHBI
(1-¢€)100% -HBIC MOBEpUTEIbHBIC 00JIACTH BUA

(c-C)f ¥y ») Y(P'.C)C-C)<2N’s*F, (2N*.n-2N?),
rme F_ (2N?,n—2N?) — kBauTWib ypoBHs |—g¢ F-pacnpeneienus ¢ 2N’ u

n—2N’ crenensmu cBoGoabl, s° =.J / (n —2N? ) — HECMEIIEHHas OLICHKa JUCIep-

cuu ommobOku. [lokazaHo, 4To 4yem OoJbIlle TUCIIEPCUSI CIYYalHOW COCTaBIISIONICH
CIpoca Ha TOBaphl, TEM XYK€ UACHTU(DUIIUPYIOTCS MapaMeTphbl MOJICTN PHIHKA U TEM
OoJbIIIe TOBEPUTENNbHAS 00IaCTh IJIsl TUX IMapaMeTPOB.

OTMmedeHo, 94TO MmapaMeTpbl MOJICTH WASHTU(GUIIUPYIOTCS HAMHOTO JydIle pu
OOJIBIIINX 3HAYEHUAX 3ama3/blBaHUM, KOT1a MOJ0KEHUE PABHOBECHUS PhIHKA HEYCTOM-
YUBO. DTO MOKHO OOBSICHUTH T€M, YTO YBEIMUYCHHUE 3ama3/ibIBaHusl BEJET K yBeInuye-
HUIO BPEMEHHU TMEPEXO0IHOrO Mpolecca phiHKa. A uAeHTU(DUKALIMS BO3MOXKHA TOJIHKO
Ha TIEPEXOJHOM Ipoliecce. UeM OH JuIMHHEe, TeM 0oJibliie HH(OPMAIMU MOXKHO TO-
JYy4UTh U3 HAOJIOIEHH 32 LIEHOUW ToBapa MpHu UJIEHTU(DUKAIIMK TapaMeTPOB MOJIEIH
Y, COOTBETCTBEHHO, TEM JIy4YIlI€ MOYKHO UX OLICHUTb.
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OnuH W3 pa3aenoB MATOM INIaBbl MOCBSIIEH PELICHUIO NMPAKTHYECKOW 3aJauyu
UACHTU(DUKAIIMY TTapaMETPOB PEATBLHOTO PHIHKA OJHOTO W3 THUIIOB KOMIIBIOTEPHBIX
KOMIUIEKTYIOIIUX — BUACOKapT. OKa3amoch, YTO OCTATOYHAsA CyMMa KBaApaToOB He-
BSI30K MOJIEJIM BalibpacoBckoro tuna nocie MHK-unentudukamnmm 3aMmeTHo otinya-
ercs oT HyJi1. Ha puc. 12 npuBeneHsl 1isl CpaBHEHU peajbHas LeHa U 1eHa, MOJTy-
YeHHas M0 MACHTU(PUIUPOBAHHOW MOJIENH, JIJISI OJHOTO U3 pPacCMAaTPUBAEMbIX B Ha-
IEM IPUMEPE TOBAPOB-KOMIUIEKTYIOIINX. MaKcuMallbHas OTHOCHUTENbHAS pa3HULA
MEXIy pEaIbHbIMU IIEHAMU U IIeHaMH, paCCUYUTAaHHBIMH MO UACHTU(GUIIUPOBAHHOM
MOJENIHN BaJbpPaCOBCKOI0 THUIIA, B PACCMOTPEHHOM MPHUMEPE HE MPEBBIIAECT IS pa3-
HbIX KOMIUIEKTYOIHX 3—10%. M3 3T0Oro MOXHO clienaTh BBIBOJ, YTO MOJIEIb Bajlb-
PAcOBCKOI'O THIIA XOTS U HE BIIOJIHE aJCKBAaTHA PEAJbHBIM JaHHBIM, HE YYHUTHIBAET,
BO3MOKHO, KaKue-TO Ba)KHble€ OCOOCHHOCTH peajbHOr0 PbIHKA, HO, TEM HE MEHEe,
JNOCTAaTOYHO IMPABUJIBHO OTPAXXAET IVIABHYK) 3aKOHOMEPHOCTh JMHAMHMKH PbIHKA —
3aBUCHMOCTD LIEHBI TOBApa OT COOTHOILIEHUS CIIPOCa U IPEJIOKEHNUS.

Pe3ynbratel, mosy4eHHbIe B IATOH riaBe, OMyOIHKOBaHbI B padote [6].

B 3ak/10ueHuM NoIBOJSATCS UTOTH MPOAETAHHON pabOTHI:

1) IIpoBeaeHO MOCTPOCHUE M HMCCIEIOBAHUE CIEAYIOIIUX JTUHAMUYECKUX MO-
JeNeN pbIHKA BAJIbPACOBCKOIO THMA:

— JIMHENHBIE Y HEJIMHENHBIE TMHAMUYECKUE MOJIECIIA PhIHKA MEPBOrO MOPSIKa,
coZiepKallie OHY 3aBUCUMYIO IEPEMEHHYI0 — PBIHOYHYIO LIEHY ToBapa P(7);

— JIMHEHAas JMHAMUYECKask MOJEIIb PhIHKA BTOPOrO MOPSAAKA, COAepxkKaIlas 1Be
3aBHCHUMBIE IEPEMEHHBIE — PBIHOYHYIO IIEHYy ToBapa P(t) u o0beM npoaax Q(¢);

— OoJiee peaarcTUYHasi MOJENb TPETHETO MOPSAIKA, YUUTHIBAIOIIAS U3MEHEHUS
BO BPEMEHM HE TOJBKO PHIHOYHOM LIEHBI TOBapa U 00beMa IMpoJax, HO U 00BEMOB
npeanoxenus O (¢) u cipoca O (¢);

— HEJIMHEWHas MOJEJIb PbIHKA BaJIbPACOBCKOIO THIIA CO MHOTMMH TOBapamu,
3ajaBaeMas cuctreMoi N nuddepeHimanbHbIX YpaBHEHUH ¢ N 3ama3ibIBaHUSMU.

2) Pa3zpabotrano nBe (opmbl 00O0OIIEHUS YHUCIEHHBIX METOJOB pEIICHUS
OOBIKHOBEHHBIX AM((PepeHIMaNbHBIX YPABHEHUI Ha Cly4yail ypaBHEHUH € 3ama3/ibl-
BaHUEM: 00001IeHus1 MeTo10B PyHre-KyTThl 1 Diinepa ¢ ypaBHUBaHUEM O€3 MHTEp-
HOJISIUU U MeTo/1a Dijiepa ¢ ypaBHUBAHUEM M UHTEPIOJISALUEH.

3) Pa3paboTaH KOHCTPYKTUBHBIN YUCIIEHHBIN aIrOPUTM MOCTPOEHUS FPAHULIBI
001acT yCTOMYMBOCTU CUCTEMBI U PepeHInaNbHbIX YPABHEHUN € 3aI1a3/IbIBAHUEM.
C noMomibio 3TOro ajJroOpuT™Ma MOCTPOEHBI TPaHUIIbl 00IacTel yCTOMUNBOCTH MOJIe-
JIel phIHKA BaJIbPACOBCKOI'O THUIIA.

4) Pazpaborana moauduKanus OJHOTO U3 METOA0B CTa0MIM3AIMH IO KBaapa-
TUYHOMY KPUTEPUIO B MOJOKEHUU PABHOBECHUS PELIECHUSI CUCTEMBI AU(depeHInatb-
HBbIX YPaBHEHHI C 3ama3JpIBalOlMM apryMEHTOM Ha OCHOBE IPEICTAaBJICHUS pelle-
Hus cxemoil P. bennmana u K. Kyka. [IpoBeaeHo ucciienoBaHue JTUHEHHBIX CTaOUIH-
3UpPYEMBIX MOJIEJIEN PhIHKA BaJIbPAaCOBCKOI0 THUIA C UCIIOJIb30BAHUEM 3TOTO METO/IA.

5) Ha ocHoBe MeToAa HAaMMEHBUIMX KBAJpaTOB pa3padOTaH HOBBIM aJITOPUTM
UACHTU(PUKALMK JUHAMUYECKON MOJENM phIHKA, OMUChIBaeMOil cucteMoit nudde-
PEHLMANIBHBIX YPaBHEHUM C 3ala3/ibIBaHUSIMU, [103BOJISIFOIIMI COBMECTHO OLICHUBATh
KO3 (UIUEHTBI CUCTEMBI U 3ala3/bIBaHU.
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	ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 
	Актуальность работы 
	В настоящее время математическое моделирование динамики товарного рынка является одним из важнейших, но еще слабо изученных направлений исследования экономических процессов. Представляет большой теоретический и практический интерес построение и исследование математических моделей, описывающих с возможно большей адекватностью динамику рыночных цен и объемов поставок и продаж товаров на рынке в зависимости от соотношений спроса и предложения товаров, конкуренции товаров и продавцов, дисциплины поставок товаров, маркетинговой политики и стратегии участников рынка и других факторов, влияющих на устойчивость положения рыночного равновесия и характер рыночных переходных процессов.  
	Основополагающие классические работы, положившие начало математическому описанию рыночных процессов, связаны с именами Антуана Курно, Уильяма Стенли Джевонса, Альфреда Маршалла, Леона Вальраса, Вильфредо Парето, Карла Менгера.  
	Идея «нащупывания» равновесия (франц. tatonnement) между объемами спроса и предложения товаров впервые была высказана Л. Вальрасом в 1874 г. Затем эта идея применительно к проблеме равновесия между ценами спроса и предложения была развита в 1890 г. А. Маршаллом. Вальрас и Маршалл считаются основателями теории рыночного равновесия. Рыночное равновесие устанавливается в точке пересечения линий спроса и предложения в пространстве координат «цена–объем» (по Вальрасу) и «объем–цена» (по Маршаллу). Математический аппарат этой теории — системы алгебраических уравнений.  
	В течение более полувека шло развитие этой теории в плане учета различных факторов производства, обмена, сбыта и пр., влияющих на поведение линий спроса и предложения (Вальд, Нейман, Эрроу, Дебре, Маккензи, Раднер, Ауман). И только в конце 30-х – начале 40-х годов XX века были сформулированы разностные и дифференцильные соотношения, определяющие динамику процесса перехода рынка к состоянию равновесия (Самуэльсон), положившие начало развитию дифференциально-разностных моделей рынка такими учеными, как Смизис (1942), Метцлер (1945), Эрроу и Гурвиц (1958), Хан (1958), Негиши (1958), Маккензи (1960), Никайдо и Узава (1960). Почти одновременно с появлением динамических моделей рынка вальрасовского типа была осознана необходимость учета в динамических моделях рынка запаздывания, порождаемого задержками в поставках товара. По-видимому, первой моделью, учитывающей запаздывание в уравнениях динамики перехода рынка к равновесию в дискретном времени, была разностная «паутинообразная» модель, предложенная Езекилем в 1938 г. Однако дифференциальные модели рынка в течение длительного времени развивались без учета запаздывания, по-видимому, в связи с определенной сложностью математического аппарата (J.Q. Cheng, M.P. Wellman, J.I. McCauley, C.M. Kuffner). В дальнейшем, по мере развития теории и методов решения дифференциальных уравнений с запаздываниями, стали развиваться и непрерывные динамические модели рынка, учитывающие запаздывание (Н.К. Обросова, 1996, Ю.А. Кузнецов, 2002, В.В. Поддубный, 2004, И.К. Коханенко, 2005). Такие динамические модели вслед за Н.К. Обросовой будем называть моделями вальрасовского типа. 
	Если статические модели рынка можно считать изученными с математической точки зрения более или менее хорошо (теория рыночного равновесия), то динамика рынка еще слабо исследована в связи со сложностью соответствующего математического аппарата теории дифференциальных уравнений с запаздывающим аргументом. До сих пор остаются малоисследованными вопросы устойчивости, стабилизации и идентификации систем дифференциальных уравнений с запаздыванием, а, следовательно, и динамических моделей рынка. 
	Различные методы аналитического и численного решения дифференциальных уравнений с запаздывающим аргументом предложены А.Д. Мышкисом, Л.Э. Эльсгольцем, К.Г. Валеевым, Т.С. Зверкиной, А.Д. Горбуновым и В.Н. Поповым, Л.С. Гноенским и Г.А. Каменским, Л.Н. Белых и А.Л. Асаченковым, В.Б. Колмановским, А.В. Прасоловым, C. Sartori, A. Bellen, R. Vermiglio, C.T.H. Baker и C.A.H. Paul, A. Karou и R. Vaillancourt. К сожалению, эти методы не являются универсальными и не всегда применимы (например, при малых запаздываниях). Кроме того, в ряде случаев предложенные алгоритмы оказываются достаточно громоздкими. Поэтому остается актуальной проблема разработки и построения альтернативных численных методов решения дифференциальных уравнений с запаздыванием. 
	Что касается исследования устойчивости уравнений с запаздыванием, то этой проблемой занимались такие отечественные ученые как Л.Э. Эльсгольц, Н.Н. Красовский, Б.С. Разумихин, Я.З. Цыпкин, Ю.И. Неймарк, Н.Н. Мейман и Н.Г. Чеботарев, Э. Пинни, С.Н. Шиманов, Ю.М. Репин, В.Б. Колмановский, Б.Г. Гребенщиков, А.В. Прасолов, Н.В. Азбелев и П.М. Симонов, Ю.Ф. Долгий и С.Н. Нидченко, Н.К. Обросова и зарубежные ученые H.W. Stech, K.L. Cooke и J. Turi, Guglielmi, A.G. Ulsoy, M.M. Peet, L.E. Kollar, L. Berezansky и L. Idels, T. Kalmar-Nagy, B. Cahlon и D. Schmidt. Все аналитические методы исследования устойчивости дифференциальных уравнений с запаздывающим аргументом достаточно сложны и трудно реализуемы численно. Они не дают явных рецептов нахождения границ областей устойчивости для состояния равновесия систем с запаздываниями. Поэтому остается актуальной разработка конструктивных численных алгоритмов построения границ областей устойчивости решений дифференциальных уравнений с запаздывающим аргументом. 
	Идентификация моделей рынка вальрасовского типа осложнена наличием временных лагов – запаздываний реакций поставщиков товаров на изменение цен этих товаров. Работ по идентификации дифференциальных уравнений с запаздывающим аргументом довольно мало. Среди них можно отметить работы D.W. Brewer, C. Baker и E.I. Parmuzin, В.И. Ловчакова, А.В. Прасолова, В.Ф. Лебедева и Е.А. Ситникова, С.А. Минюка и А.В. Метельского. 
	Задачами оптимального управления системами, описываемыми дифференциальными уравнениями с запаздыванием, занимаются P. Wang, K. Kunisch, F. Gozzi и C. Marinelli, L. Berezansky и E. Braverman, В.М. Марченко, С.А. Минюк, И.Е. Зубер, А.В. Клименко, Г.Н. Терновая, И.Б. Фуртат, А.В. Прасолов. Применительно к задачам стабилизации рынка первыми, по-видимому, являются работы В.В. Поддубного. 
	Настоящая работа посвящена разработке численных методов и алгоритмов, необходимых для исследования систем дифференциальных уравнений с постоянными запаздываниями и используемых для построения математических динамических моделей товарного рынка вальрасовского типа, исследованию характера и особенностей поведения этих моделей, изучению вопросов устойчивости их равновесных состояний, стабилизации в состоянии равновесия и идентификации моделей рынка. 
	Цель работы 
	Целью работы является исследование математических моделей рынка, учитывающих наличие конкуренции товаров и запаздывание реакции поставщиков товаров на изменение цен товаров. Модели задаются с помощью систем дифференциальных уравнений с запаздывающими аргументами. Запаздывания считаются постоянными. В рамках указанной цели поставлены и решены следующие задачи: 
	1) Построение вычислительных схем решения дифференциальных уравнений с запаздывающим аргументом, пригодных для работы с произвольными запаздываниями, в том числе, как угодно малыми. 
	2) Построение и исследование различных модификаций динамических моделей рынка вальрасовского типа с использованием разработанных вычислительных схем. 
	3) Разработка конструктивного численного алгоритма построения границ области устойчивости положения равновесия систем дифференциальных уравнений с запаздываниями применительно к моделям товарного рынка вальрасовского типа. 
	4) Исследование стабилизируемых в состоянии равновесия систем  дифференциальных уравнений с запаздывающими аргументами применительно к моделям товарного рынка вальрасовского типа.  
	5) Разработка метода идентификации систем дифференциальных уравнений с запаздываниями применительно к моделям товарного рынка вальрасовского типа. 
	Методы исследований 
	В ходе решения поставленных задач использовались методы вычислительной математики, теории дифференциальных уравнений (в том числе дифференциальных уравнений с запаздывающим аргументом), теории оптимального управления и стабилизации, теории устойчивости и теории идентификации систем. 
	Научная новизна работы 
	1) На основе численного метода Эйлера с уравниванием для решения дифференциальных уравнений без запаздывания разработан аналогичный численный метод второго порядка точности для решения систем дифференциальных уравнений с запаздыванием. Предложено две модификации этого метода: без интерполяции и с интерполяцией. Первая модификация ограничивает выбор шага интегрирования условием кратности запаздывания этому шагу. Вторая модификация свободна от этого ограничения и позволяет, в отличие от известного метода шагов, работать с любым, в том числе, как угодно малым запаздыванием, и выбирать любой шаг интегрирования, обеспечивающий желаемую точность решения. 
	2) Разработан новый конструктивный численный алгоритм построения границы области устойчивости положения равновесия системы дифференциальных уравнений с запаздыванием. В отличие от существующих способов исследования устойчивости, алгоритм не предполагает вычисления корней характеристического квазиполинома. Метод сводится к численному поиску запаздываний, удовлетворяющих характеристическому уравнению линеаризованной системы, в котором корни квазиполинома предполагаются чисто мнимыми. С использованием этого алгоритма впервые построены границы областей устойчивости динамических моделей рынка вальрасовского типа. 
	3) На основе метода наименьших квадратов разработан новый алгоритм идентификации динамической модели рынка, описываемой системой дифференциальных уравнений с запаздываниями. Алгоритм позволяет совместно оценивать запаздывания и коэффициенты системы. 
	Практическая и теоретическая ценность работы 
	Практическая и теоретическая ценность работы заключается в развитии математических моделей рынка товаров в направлении повышения ее адекватности и в разработке прикладных численных методов решения задач моделирования, идентификации и построения границ областей устойчивости равновесия систем дифференциальных уравнений с запаздыванием. Эти методы могут использоваться при исследовании динамических моделей не только в экономике, но и в других областях науки. 
	Положения, выносимые на защиту 
	1) Модификация и обобщение динамических моделей рынка вальрасовского типа: линейные модели второго и третьего порядков для рынка одного товара и нелинейные модели для рынка со многими товарами. 
	2) Модификации численных методов для интегрирования систем дифференциальных уравнений с запаздывающим аргументом. 
	3) Новый конструктивный алгоритм построения границ области устойчивости положения равновесия системы дифференциальных уравнений с запаздыванием. 
	4) Новый алгоритм идентификации системы с запаздыванием на основе метода наименьших квадратов. 
	Внедрение полученных результатов 
	Результаты работы используются в учебном процессе факультета информатики Томского государственного университета при проведении учебных занятий по курсу «Дифференциальные уравнения и основы теории управления». 
	Апробация работы 
	По результатам работы сделаны доклады на следующих конференциях: 
	1. IV Всероссийская научно-практическая конференция «Информационные технологии и математическое моделирование» (ИТММ-2005), Анжеро-Судженск, ноябрь 2005 г. 
	2. VI  Международная научная конференция "Наука и образование": Математическое моделирование и информатика, Белово, март 2006 г. 
	3. XLIV Международная научная студенческая конференция "Студент и научно-технический прогресс": Математика, Новосибирск, апрель 2006 г. 
	4. V Международная научно-практическая конференция «Информационные технологии и математическое моделирование» (ИТММ-2006), Анжеро-Судженск, ноябрь 2006 г. 
	5. XI Всероссийская научно-практическая конференция «Научное творчество молодежи», Анжеро-Судженск, апрель 2007 г. 
	Структура диссертации 
	Диссертация состоит из введения, основного текста, заключения, списка использованной литературы (139 наименований). Основной текст состоит из 5 глав, содержит 152 рисунка и 6 таблиц. Общий объем работы составляет 184 страницы. 
	Публикации по теме работы 
	Основное содержание работы отражено в 9 публикациях, в т.ч. в 4 статьях из списка ВАК. 
	 
	ОСНОВНОЕ СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ 
	Первая глава работы посвящена обзору существующих динамических моделей рынка вальрасовского типа, а также построению более адекватных реальности модификаций и обобщений этих моделей.  
	Вальрас при описании процесса перехода рынка в состояние равновесия сосредоточил внимание на объемах спроса   и предложения   при данных ценах P. Функции спроса и предложения у него имеют вид    и  , а условие рыночного равновесия выражается равенством  . При равновесной цене   объем спроса совпадает с объемом предложения и составляет равновесный объем продаж  :  . Обычно объем предложения реагирует на изменения цен с некоторым запаздыванием τ (будем считать его постоянным), тогда как объем спроса определяется текущей ценой. Тогда процесс «нащупывания» равновесия по Вальрасу в современной интерпретации описывается обыкновенным дифференциальным уравнением с запаздыванием 
	  ,  , (1) 
	где t – время,   – избыток спроса в момент времени t. При   рыночная цена повышается, при   падает, при   выполняется условие равновесия. 
	Маршалл оперировал понятиями «цена спроса»   и «цена предложения»   при данном объеме продаж Q. Функции спроса и предложения у него имеют вид    и  , а условие рыночного равновесия выражается равенством  . При равновесном объеме   цена спроса совпадает с ценой предложения и составляет равновесную рыночную цену  :  . Процесс взаимодействия спроса и предложения по Маршаллу описывается (в современной интерпретации) обыкновенным дифференциальным уравнением без запаздывания 
	  ,  , (2) 
	где   – превышение ценой спроса цены предложения при объеме продаж   в момент времени t. При   объем предложения возрастает, при   снижается, при   выполняется условие равновесия. 
	Процессы «нащупывания» равновесия по Вальрасу и Маршаллу, описываемые дифференциальными соотношениями первого порядка (1) и (2), можно считать простейшими динамическими математическими моделями поведения рынка во времени, объясняющими механизм перехода рынка от неравновесного состояния к равновесному. 
	Будем рассматривать два варианта функций спроса и предложения: линейные  ,   (по Вальрасу);  ,   (по Маршаллу), где  ,  , и нелинейные, а именно, параболические функции предложения  ,  ,  , и гиперболические функции спроса  ,  ,  , где ν и μ – показатели гиперболы и параболы,   – минимальная цена, ниже которой продавец не может продавать товар из-за убыточности продажи.  
	Рассматривая существующие динамические модели рынка вальрасовского типа, включая модели, построенные И.К. Коханенко, Ю.А. Кузнецовым и Н.К. Обросовой, приходим к необходимости построения ряда модификаций и обобщений моделей рынка подобного типа. Рассматриваются следующие модификации и обобщения моделей.  
	1. Линейная динамическая модель рынка второго порядка, содержащая только две зависимые переменные – рыночную цену товара   и объем продаж  . Модель задается системой дифференциальных уравнений с запаздыванием:  
	 ,  ;  ,  ,  ,  
	где векторы y,  ,   и матрицы A, B имеют вид: 
	 ,  ,  ,  
	 ,  ,  , 
	причем  ,  ,  ,  ,  . 
	2. Линейная динамическая модель третьего порядка, учитывающая изменения во времени не только рыночной цены товара   и объема продаж  , но и объемов предложения   и спроса  : 
	 ,  ;  ,  ,  ,  
	 ,  ,  ,  ,  ,  , 
	где  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  . При этом объем продаж в каждый данный момент времени определяется как минимальная из величин   и  :  .  
	3. Нелинейная модель рынка вальрасовского типа со многими товарами, учитывающая наличие конкуренции на рынке. Эта модель рынка описывается системой связанных дифференциальных уравнений N-го порядка с N постоянными запаздываниями: 
	  
	  , (3) 
	  ,  ,  ,  , (4) 
	где   и   – объемы спроса и предложения i-ого товара в момент времени t,  ,  . Функции спроса и предложения могут быть как линейными, так и нелинейными.  
	Для существования и единственности решений дифференциальных уравнений с запаздывающими аргументами вида 
	 , 
	с помощью которых описываются построенные выше модели рынка вальрасовского типа, достаточно, чтобы правая часть   была непрерывна по своим аргументам и удовлетворяла условиям Липшица по второму и третьему аргументу (или более сильному условию ограниченности по модулю частных производных    ). Эти условия автоматически выполняются в линейных и нелинейных моделях вальрасовского типа. 
	Матрицы A и B в линейных моделях вальрасовского типа будем выбирать так, чтобы в отсутствие запаздывания (при  ) точка покоя (равновесия) систем дифференциальных уравнений была устойчива, т.е. так, чтобы вещественные части всех собственных чисел матрицы A+B были отрицательными. 
	Равновесная цена   и равновесный объем   — это, очевидно, положительные величины. В работе будем рассматривать   и  , имея в виду, что цены и объемы продаж, предложения и спроса на товары измеряются в единицах равновесной цены и равновесного объема. 
	Вторая глава диссертации посвящена численному моделированию рынка товаров. В главе сделан обзор существующих методов аналитического и численного решения дифференциальных уравнений с запаздыванием. В связи с громоздкостью большинства существующих численных методов решения дифференциальных уравнений с запаздыванием, обязательно включающих в полученное решение все точки разрыва производных, а также в связи с непригодностью этих методов в случае как угодно малых запаздываний, разработаны модификации численных методов, обеспечивающие требуемую точность решения без обязательного включения в решение всех точек разрыва производной. Разработано две формы обобщения на случай уравнений с запаздыванием методов численного интегрирования дифференциальных уравнений: без интерполяции и с интерполяцией. В первой форме шаг интегрирования выбирается как общий делитель всех запаздываний, обеспечивающий требуемую точность решения. Это позволяет включить в решение все точки разрывов производных. Вторая форма допускает  выбор любого шага интегрирования, обеспечивающего желаемую точность, безотносительно к запаздываниям, которые могут быть любыми, в том числе как угодно малыми. При этом информация о некоторых точках разрыва производных может быть потеряна, что не является существенным для задач моделирования рынка. В работе используются обобщения методов Рунге-Кутты и Эйлера с уравниванием в первой форме и метода Эйлера с уравниванием во второй форме. 
	Проведено численное исследование моделей рынка, представленных в первой главе. Исследован характер переходных процессов при выведении рынка в некоторый начальный момент времени из состояния равновесия при различных запаздываниях. В моделях первого порядка в отсутствие запаздывания переход рынка к равновесию происходит апериодически. Наличие запаздывания придает этому процессу характер затухающих колебаний. С увеличением запаздывания переход к равновесию замедляется, и при некотором критическом значении запаздывания   (точка бифуркации) траектория рынка перестает приближаться к точке равновесия, точка равновесия становится изолированной точкой, и рынок начинает совершать периодические колебания вокруг точки равновесия. При дальнейшем увеличении запаздывания ( ) точка равновесия теряет устойчивость. В случае линейности модели траектория состояния рынка неограниченно удаляется от точки равновесия (рынок «разваливается»), в случае нелинейности модели траектории рынка начинают совершать колебания все возрастающей до некоторого насыщения амплитуды. В качестве примеров ниже представлены траектории цены товара в линейной модели Вальраса-Маршалла второго порядка (рис. 1, 2) и траектории цен товаров в нелинейной модели вальрасовского типа с двумя товарами (рис. 3, 4) в случае устойчивого (рис. 1, 3) и неустойчивого (рис. 2, 4) положения равновесия.
	  
	Рис. 1. Траектории цен   при  
	запаздываниях  ,  
	  
	Рис. 2. Траектории цен   при  
	запаздываниях  ,  
	  
	Рис. 3. Траектории решения системы вальрасовского типа, рыночные  
	цены  ,  ,  
	  
	Рис. 4. Траектории решения системы вальрасовского типа, рыночные  
	цены  ,  ,  
	 
	Результаты, полученные во второй главе, опубликованы в работах [1, 3, 5, 7, 8]. 
	Третья глава посвящена исследованию устойчивости моделей рынка вальрасовского типа. Сделан обзор существующих методов исследования устойчивости дифференциальных уравнений с запаздываниями. Отметим, что на сегодняшний день не существует конструктивных алгоритмов нахождения границ областей устойчивости для состояний равновесия систем с запаздывающими аргументами. В связи с этим разработан оригинальный конструктивный численный алгоритм построения границ области устойчивости в пространстве запаздываний для точки равновесия рынка многих товаров. Алгоритм основан на анализе характеристического квазиполинома, но не предполагает нахождения бесконечного множества его корней.  
	Известно, что исследование на устойчивость положения равновесия нелинейной системы с запаздываниями эквивалентно исследованию на устойчивость решения системы, линеаризованной около состояния равновесия (системы первого приближения). Разработанный метод заключается  в поиске запаздываний, удовлетворяющих характеристическому уравнению линеаризованной системы 
	  , (5) 
	где I — единичная матрица размерности  , A и B — матрицы коэффициентов линеаризованной системы. Так как известно, что необходимым и достаточным условием асимптотической устойчивости точки равновесия системы с запаздыванием является отрицательность действительных частей всех корней характеристического уравнения (характеристического квазиполинома), то на границе области устойчивости все корни уравнения (5) должны быть чисто мнимыми:  . Перебирая с некоторым малым шагом значения ω и находя все наборы  , при которых с заданной точностью (например, не хуже 0,001) выполняется равенство (5), получим границы области устойчивости модели рынка вальрасовского типа. Для   эти точки, лежащие на линиях бифуркации решения, представлены на рис. 5. Область устойчивости — заштрихованная область левее и ниже всех линий бифуркации. 
	 Результаты третьей главы опубликованы в работах [2, 4, 9]. 
	Четвертая глава работы посвящена исследованию динамической модели рынка вальрасовского типа, стабилизируемой в положении равновесия. Целью стабилизации является увеличение области устойчивости положения равновесия рынка. В главе разработана модификация одного из методов стабилизации систем с запаздывающим аргументом. Рассматривается линейная модель управляемого рынка 
	  ,  ,  ,  , (6) 
	где   — скалярное управление, D — n-вектор-столбец передачи управлений, n — размерность вектора состояния  . Вид вектора D определяется механизмом стабилизации рынка.  
	В качестве критерия оптимальности примем квадратичный интегрально-терминальный критерий вида: 
	  . (7) 
	Здесь  ,   — симметричные неотрицательно определенные  -матрицы,   — положительная кусочно-непрерывная функция, определяющая ресурс управления (увеличение N(t) уменьшает ресурс управления, сильнее штрафуя большие управления, уменьшение N(t) увеличивает ресурс управления).  
	Ставится вариационная задача минимизации функционала (7) на решениях системы (6). Необходимым условием минимума функционала (7) является равенство нулю на оптимальной траектории и оптимальном управлении первой вариации функционала по   и  :  . Для вычисления вариации функционала   и получения уравнения для оптимального управления   используется схема Р. Беллмана и К. Кука исключения из функционала (7) вектора состояния   через решение системы (6) при фиксированном управлении   с последующей минимизацией функционала по управлению  . Напомним, что схема Р. Беллмана и К. Кука имеет вид: 
	 ,  , 
	где  -матричная функция   удовлетворяет матричному дифференциальному уравнению  ,  , и начальным условиям   при  ,  . Здесь O — нулевая  -матрица, I – единичная  -матрица. 
	Необходимое условие минимума функционала (7) принимает вид: 
	 , 
	Используя основную лемму вариационного исчисления, получаем уравнение Эйлера для оптимального управления в следующем виде: 
	  ,  . (8) 
	Исключая из (8) вектор состояния   по схеме Беллмана и Кука и введя обозначения:  
	  
	 , 
	 , 
	приведем (8) к виду неоднородного интегрального уравнения Фредгольма второго рода 
	  ,  , (9) 
	решение которого представляет собой траекторию   оптимального управления системой. В главе построен численный алгоритм решения уравнения (9). 
	С помощью описанного метода построены траектории управляемых моделей рынка с запаздыванием поставок товаров в сравнении с неуправляемыми моделями. Показано, что при устойчивом положении равновесия рынка свободное движение рынка к равновесию происходит значительно медленнее, чем управляемое. Это хорошо видно на рис. 6–8, полученных для модели вальрасовского типа второго порядка. Оптимальное управление при достаточном ресурсе управления   эффективно стабилизирует рынок в положении даже неустойчивого равновесия, возникающего при больших запаздываниях, что хорошо видно на рис. 9–11, полученных для модели второго порядка.
	  
	 
	Рис. 5. Область устойчивости  (заштрихована) модели  
	рынка с запаздыванием
	  
	Рис. 6. Фазовая траектория движения к равновесию неуправляемого  (тонкая линия) и управляемого  (жирная линия) рынка,  
	  
	Рис. 7. Динамика цены товара для неуправляемого (тонкая линия) и управляемого (жирная линия)  рынка с запаздыванием  
	  
	Рис. 8. Динамика поставки товара для неуправляемого (тонкая линия) и управляемого (жирная линия) рынка с запаздыванием  
	  
	Рис. 9. Динамика цены товара для неуправляемого (тонкая линия) и управляемого (жирная линия)  рынка с запаздыванием  
	  
	Рис. 10. Динамика поставки товара для неуправляемого (тонкая линия) и управляемого (жирная линия) рынка с запаздыванием  
	 
	Таким образом, стабилизация рынка, описываемого моделями вальрасовского типа, позволяет расширить область устойчивости положения равновесия рынка. 
	Результаты, полученные в четвертой главе, опубликованы в работе [1]. 
	 
	  
	Рис. 11. Фазовая траектория  
	движения к равновесию неуправляемого (тонкая линия) и управляемого (жирная линия) рынка,  
	  
	Рис. 12. Наблюдаемая реальная цена товара  и цена  ,  
	рассчитанная по идентифицированной модели вальрасовского типа 
	 
	В пятой главе разработан новый метод идентификации параметров рынка (коэффициентов модели и запаздываний) на основе метода наименьших квадратов. 
	Рассматривается динамическая модель рынка вальрасовского типа с N товарами, описываемая системой дифференциальных уравнений (3)–(4) с N запаздываниями. Функции спроса и предложения берутся линейными. Тогда система принимает вид:  
	   (10) 
	где параметры A, B, P* и τ, вообще говоря, неизвестны и подлежат определению по результатам наблюдений за ценами товаров на некотором интервале времени  . Здесь A и B —  -матрицы коэффициентов системы, P* и τ – N-векторы равновесных цен и запаздываний поставок товаров. 
	Пусть имеется n наблюдений за ценами товаров в моменты времени  ,  .  
	Целевая функция метода наименьших квадратов, зависящая от коэффициентов системы A и B, равновесной цены   и запаздывания  , имеет вид: 
	  , (11) 
	где   — матрица коэффициентов размерности  ,   — матрица плана размерности  , а x, φ, ψ — матрицы размерности  : 
	 ,  ,  , 
	 , 
	 , 
	 ,  . 
	Находя из (11) оценки коэффициентов С при фиксированных  , τ 
	  
	и подставляя их в выражение (11), получим целевую функцию для оценивания  ,  : 
	  
	 . 
	Перебирая с некоторым шагом значения  и τ, находим точку  ,   минимума   и вычисляем  . Этот алгоритм используем для идентификации модели рынка вальрасовского типа с одним и несколькими товарами. В работе проводится оценка точности идентификации в зависимости от шага идентификации и от запаздывания. Показано, как с увеличением шага увеличивается ошибка оценивания параметров модели.  
	Рассматривается идентификация модели рынка при наличии случайных составляющих в функциях спроса на товары. Случайный спрос моделируется нормально распределенными величинами с нулевым средним и дисперсией  . Для рынка одного товара и нескольких товаров рассматриваются небольшие, средние и большие значения  . Для коэффициентов системы построены  -ные доверительные области вида  
	 , 
	где   — квантиль уровня   F-распределения с   и   степенями свободы,   — несмещенная оценка дисперсии ошибки. Показано, что чем больше дисперсия случайной составляющей спроса на товары, тем хуже идентифицируются параметры модели рынка и тем больше доверительная область для этих параметров. 
	Отмечено, что параметры модели идентифицируются намного лучше при больших значениях запаздываний, когда положение равновесия рынка неустойчиво. Это можно объяснить тем, что увеличение запаздывания ведет к увеличению времени переходного процесса рынка. А идентификация возможна только на переходном процессе. Чем он длиннее, тем больше информации можно получить из наблюдений за ценой товара при идентификации параметров модели и, соответственно, тем лучше можно их оценить. 
	Один из разделов пятой главы посвящен решению практической задачи идентификации параметров реального рынка одного из типов компьютерных комплектующих — видеокарт. Оказалось, что остаточная сумма квадратов невязок модели вальрасовского типа после МНК-идентификации заметно отличается от нуля. На рис. 12 приведены для сравнения реальная цена и цена, полученная по идентифицированной модели, для одного из рассматриваемых в нашем примере товаров-комплектующих. Максимальная относительная разница между реальными ценами и ценами, рассчитанными по идентифицированной модели вальрасовского типа, в рассмотренном примере не превышает для разных комплектующих 3–10%. Из этого можно сделать вывод, что модель вальрасовского типа хотя и не вполне адекватна реальным данным, не учитывает, возможно, какие-то важные особенности реального рынка, но, тем не менее, достаточно правильно отражает главную закономерность динамики рынка — зависимость цены товара от соотношения спроса и предложения. 
	Результаты, полученные в пятой главе, опубликованы в работе [6]. 
	В заключении подводятся итоги проделанной работы: 
	1) Проведено построение и исследование следующих динамических моделей рынка вальрасовского типа: 
	– линейные и нелинейные динамические модели рынка первого порядка, содержащие одну зависимую переменную — рыночную цену товара  ; 
	– линейная динамическая модель рынка второго порядка, содержащая две зависимые переменные — рыночную цену товара   и объем продаж  ;  
	– более реалистичная модель третьего порядка, учитывающая изменения во времени не только рыночной цены товара и объема продаж, но и объемов предложения   и спроса  ; 
	– нелинейная модель рынка вальрасовского типа со многими товарами, задаваемая системой N дифференциальных уравнений с N запаздываниями. 
	2) Разработано две формы обобщения численных методов решения обыкновенных дифференциальных уравнений на случай уравнений с запаздыванием: обобщения методов Рунге-Кутты и Эйлера с уравниванием без интерполяции и метода Эйлера с уравниванием и интерполяцией. 
	3) Разработан конструктивный численный алгоритм построения границы области устойчивости системы дифференциальных уравнений с запаздыванием. С помощью этого алгоритма построены границы областей устойчивости моделей рынка вальрасовского типа. 
	4) Разработана модификация одного из методов стабилизации по квадратичному критерию в положении равновесия решения системы дифференциальных уравнений с запаздывающим аргументом на основе представления решения схемой Р. Беллмана и К. Кука. Проведено исследование линейных стабилизируемых моделей рынка вальрасовского типа с использованием этого метода. 
	5) На основе метода наименьших квадратов разработан новый алгоритм идентификации динамической модели рынка, описываемой системой дифференциальных уравнений с запаздываниями, позволяющий совместно оценивать коэффициенты системы и запаздывания. 
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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ


Актуальность работы


В настоящее время математическое моделирование динамики товарного рынка является одним из важнейших, но еще слабо изученных направлений исследования экономических процессов. Представляет большой теоретический и практический интерес построение и исследование математических моделей, описывающих с возможно большей адекватностью динамику рыночных цен и объемов поставок и продаж товаров на рынке в зависимости от соотношений спроса и предложения товаров, конкуренции товаров и продавцов, дисциплины поставок товаров, маркетинговой политики и стратегии участников рынка и других факторов, влияющих на устойчивость положения рыночного равновесия и характер рыночных переходных процессов. 


Основополагающие классические работы, положившие начало математическому описанию рыночных процессов, связаны с именами Антуана Курно, Уильяма Стенли Джевонса, Альфреда Маршалла, Леона Вальраса, Вильфредо Парето, Карла Менгера. 


Идея «нащупывания» равновесия (франц. tatonnement) между объемами спроса и предложения товаров впервые была высказана Л. Вальрасом в 1874 г. Затем эта идея применительно к проблеме равновесия между ценами спроса и предложения была развита в 1890 г. А. Маршаллом. Вальрас и Маршалл считаются основателями теории рыночного равновесия. Рыночное равновесие устанавливается в точке пересечения линий спроса и предложения в пространстве координат «цена–объем» (по Вальрасу) и «объем–цена» (по Маршаллу). Математический аппарат этой теории — системы алгебраических уравнений. 


В течение более полувека шло развитие этой теории в плане учета различных факторов производства, обмена, сбыта и пр., влияющих на поведение линий спроса и предложения (Вальд, Нейман, Эрроу, Дебре, Маккензи, Раднер, Ауман). И только в конце 30-х – начале 40-х годов XX века были сформулированы разностные и дифференцильные соотношения, определяющие динамику процесса перехода рынка к состоянию равновесия (Самуэльсон), положившие начало развитию дифференциально-разностных моделей рынка такими учеными, как Смизис (1942), Метцлер (1945), Эрроу и Гурвиц (1958), Хан (1958), Негиши (1958), Маккензи (1960), Никайдо и Узава (1960). Почти одновременно с появлением динамических моделей рынка вальрасовского типа была осознана необходимость учета в динамических моделях рынка запаздывания, порождаемого задержками в поставках товара. По-видимому, первой моделью, учитывающей запаздывание в уравнениях динамики перехода рынка к равновесию в дискретном времени, была разностная «паутинообразная» модель, предложенная Езекилем в 1938 г. Однако дифференциальные модели рынка в течение длительного времени развивались без учета запаздывания, по-видимому, в связи с определенной сложностью математического аппарата (J.Q. Cheng, M.P. Wellman, J.I. McCauley, C.M. Kuffner). В дальнейшем, по мере развития теории и методов решения дифференциальных уравнений с запаздываниями, стали развиваться и непрерывные динамические модели рынка, учитывающие запаздывание (Н.К. Обросова, 1996, Ю.А. Кузнецов, 2002, В.В. Поддубный, 2004, И.К. Коханенко, 2005). Такие динамические модели вслед за Н.К. Обросовой будем называть моделями вальрасовского типа.


Если статические модели рынка можно считать изученными с математической точки зрения более или менее хорошо (теория рыночного равновесия), то динамика рынка еще слабо исследована в связи со сложностью соответствующего математического аппарата теории дифференциальных уравнений с запаздывающим аргументом. До сих пор остаются малоисследованными вопросы устойчивости, стабилизации и идентификации систем дифференциальных уравнений с запаздыванием, а, следовательно, и динамических моделей рынка.


Различные методы аналитического и численного решения дифференциальных уравнений с запаздывающим аргументом предложены А.Д. Мышкисом, Л.Э. Эльсгольцем, К.Г. Валеевым, Т.С. Зверкиной, А.Д. Горбуновым и В.Н. Поповым, Л.С. Гноенским и Г.А. Каменским, Л.Н. Белых и А.Л. Асаченковым, В.Б. Колмановским, А.В. Прасоловым, C. Sartori, A. Bellen, R. Vermiglio, C.T.H. Baker и C.A.H. Paul, A. Karou и R. Vaillancourt. К сожалению, эти методы не являются универсальными и не всегда применимы (например, при малых запаздываниях). Кроме того, в ряде случаев предложенные алгоритмы оказываются достаточно громоздкими. Поэтому остается актуальной проблема разработки и построения альтернативных численных методов решения дифференциальных уравнений с запаздыванием.


Что касается исследования устойчивости уравнений с запаздыванием, то этой проблемой занимались такие отечественные ученые как Л.Э. Эльсгольц, Н.Н. Красовский, Б.С. Разумихин, Я.З. Цыпкин, Ю.И. Неймарк, Н.Н. Мейман и Н.Г. Чеботарев, Э. Пинни, С.Н. Шиманов, Ю.М. Репин, В.Б. Колмановский, Б.Г. Гребенщиков, А.В. Прасолов, Н.В. Азбелев и П.М. Симонов, Ю.Ф. Долгий и С.Н. Нидченко, Н.К. Обросова и зарубежные ученые H.W. Stech, K.L. Cooke и J. Turi, Guglielmi, A.G. Ulsoy, M.M. Peet, L.E. Kollar, L. Berezansky и L. Idels, T. Kalmar-Nagy, B. Cahlon и D. Schmidt. Все аналитические методы исследования устойчивости дифференциальных уравнений с запаздывающим аргументом достаточно сложны и трудно реализуемы численно. Они не дают явных рецептов нахождения границ областей устойчивости для состояния равновесия систем с запаздываниями. Поэтому остается актуальной разработка конструктивных численных алгоритмов построения границ областей устойчивости решений дифференциальных уравнений с запаздывающим аргументом.


Идентификация моделей рынка вальрасовского типа осложнена наличием временных лагов – запаздываний реакций поставщиков товаров на изменение цен этих товаров. Работ по идентификации дифференциальных уравнений с запаздывающим аргументом довольно мало. Среди них можно отметить работы D.W. Brewer, C. Baker и E.I. Parmuzin, В.И. Ловчакова, А.В. Прасолова, В.Ф. Лебедева и Е.А. Ситникова, С.А. Минюка и А.В. Метельского.


Задачами оптимального управления системами, описываемыми дифференциальными уравнениями с запаздыванием, занимаются P. Wang, K. Kunisch, F. Gozzi и C. Marinelli, L. Berezansky и E. Braverman, В.М. Марченко, С.А. Минюк, И.Е. Зубер, А.В. Клименко, Г.Н. Терновая, И.Б. Фуртат, А.В. Прасолов. Применительно к задачам стабилизации рынка первыми, по-видимому, являются работы В.В. Поддубного.


Настоящая работа посвящена разработке численных методов и алгоритмов, необходимых для исследования систем дифференциальных уравнений с постоянными запаздываниями и используемых для построения математических динамических моделей товарного рынка вальрасовского типа, исследованию характера и особенностей поведения этих моделей, изучению вопросов устойчивости их равновесных состояний, стабилизации в состоянии равновесия и идентификации моделей рынка.


Цель работы


Целью работы является исследование математических моделей рынка, учитывающих наличие конкуренции товаров и запаздывание реакции поставщиков товаров на изменение цен товаров. Модели задаются с помощью систем дифференциальных уравнений с запаздывающими аргументами. Запаздывания считаются постоянными. В рамках указанной цели поставлены и решены следующие задачи:


1) Построение вычислительных схем решения дифференциальных уравнений с запаздывающим аргументом, пригодных для работы с произвольными запаздываниями, в том числе, как угодно малыми.


2) Построение и исследование различных модификаций динамических моделей рынка вальрасовского типа с использованием разработанных вычислительных схем.


3) Разработка конструктивного численного алгоритма построения границ области устойчивости положения равновесия систем дифференциальных уравнений с запаздываниями применительно к моделям товарного рынка вальрасовского типа.


4) Исследование стабилизируемых в состоянии равновесия систем  дифференциальных уравнений с запаздывающими аргументами применительно к моделям товарного рынка вальрасовского типа. 


5) Разработка метода идентификации систем дифференциальных уравнений с запаздываниями применительно к моделям товарного рынка вальрасовского типа.


Методы исследований


В ходе решения поставленных задач использовались методы вычислительной математики, теории дифференциальных уравнений (в том числе дифференциальных уравнений с запаздывающим аргументом), теории оптимального управления и стабилизации, теории устойчивости и теории идентификации систем.


Научная новизна работы


1) На основе численного метода Эйлера с уравниванием для решения дифференциальных уравнений без запаздывания разработан аналогичный численный метод второго порядка точности для решения систем дифференциальных уравнений с запаздыванием. Предложено две модификации этого метода: без интерполяции и с интерполяцией. Первая модификация ограничивает выбор шага интегрирования условием кратности запаздывания этому шагу. Вторая модификация свободна от этого ограничения и позволяет, в отличие от известного метода шагов, работать с любым, в том числе, как угодно малым запаздыванием, и выбирать любой шаг интегрирования, обеспечивающий желаемую точность решения.


2) Разработан новый конструктивный численный алгоритм построения границы области устойчивости положения равновесия системы дифференциальных уравнений с запаздыванием. В отличие от существующих способов исследования устойчивости, алгоритм не предполагает вычисления корней характеристического квазиполинома. Метод сводится к численному поиску запаздываний, удовлетворяющих характеристическому уравнению линеаризованной системы, в котором корни квазиполинома предполагаются чисто мнимыми. С использованием этого алгоритма впервые построены границы областей устойчивости динамических моделей рынка вальрасовского типа.


3) На основе метода наименьших квадратов разработан новый алгоритм идентификации динамической модели рынка, описываемой системой дифференциальных уравнений с запаздываниями. Алгоритм позволяет совместно оценивать запаздывания и коэффициенты системы.


Практическая и теоретическая ценность работы


Практическая и теоретическая ценность работы заключается в развитии математических моделей рынка товаров в направлении повышения ее адекватности и в разработке прикладных численных методов решения задач моделирования, идентификации и построения границ областей устойчивости равновесия систем дифференциальных уравнений с запаздыванием. Эти методы могут использоваться при исследовании динамических моделей не только в экономике, но и в других областях науки.


Положения, выносимые на защиту


1) Модификация и обобщение динамических моделей рынка вальрасовского типа: линейные модели второго и третьего порядков для рынка одного товара и нелинейные модели для рынка со многими товарами.


2) Модификации численных методов для интегрирования систем дифференциальных уравнений с запаздывающим аргументом.


3) Новый конструктивный алгоритм построения границ области устойчивости положения равновесия системы дифференциальных уравнений с запаздыванием.


4) Новый алгоритм идентификации системы с запаздыванием на основе метода наименьших квадратов.


Внедрение полученных результатов


Результаты работы используются в учебном процессе факультета информатики Томского государственного университета при проведении учебных занятий по курсу «Дифференциальные уравнения и основы теории управления».


Апробация работы


По результатам работы сделаны доклады на следующих конференциях:


1. IV Всероссийская научно-практическая конференция «Информационные технологии и математическое моделирование» (ИТММ-2005), Анжеро-Судженск, ноябрь 2005 г.


2. VI  Международная научная конференция "Наука и образование": Математическое моделирование и информатика, Белово, март 2006 г.


3. XLIV Международная научная студенческая конференция "Студент и научно-технический прогресс": Математика, Новосибирск, апрель 2006 г.


4. V Международная научно-практическая конференция «Информационные технологии и математическое моделирование» (ИТММ-2006), Анжеро-Судженск, ноябрь 2006 г.


5. XI Всероссийская научно-практическая конференция «Научное творчество молодежи», Анжеро-Судженск, апрель 2007 г.


Структура диссертации


Диссертация состоит из введения, основного текста, заключения, списка использованной литературы (139 наименований). Основной текст состоит из 5 глав, содержит 152 рисунка и 6 таблиц. Общий объем работы составляет 184 страницы.


Публикации по теме работы


Основное содержание работы отражено в 9 публикациях, в т.ч. в 4 статьях из списка ВАК.

ОСНОВНОЕ СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ


Первая глава работы посвящена обзору существующих динамических моделей рынка вальрасовского типа, а также построению более адекватных реальности модификаций и обобщений этих моделей. 


Вальрас при описании процесса перехода рынка в состояние равновесия сосредоточил внимание на объемах спроса 
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 при данных ценах P. Функции спроса и предложения у него имеют вид 
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 объем спроса совпадает с объемом предложения и составляет равновесный объем продаж 

[image: image7.wmf]*


Q


: 

[image: image8.wmf]*


*


*


)


(


)


(


Q


P


Q


P


Q


S


D


=


=


. Обычно объем предложения реагирует на изменения цен с некоторым запаздыванием τ (будем считать его постоянным), тогда как объем спроса определяется текущей ценой. Тогда процесс «нащупывания» равновесия по Вальрасу в современной интерпретации описывается обыкновенным дифференциальным уравнением с запаздыванием
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 – избыток спроса в момент времени t. При 
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 рыночная цена повышается, при 
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 выполняется условие равновесия.


Маршалл оперировал понятиями «цена спроса» 
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 при данном объеме продаж Q. Функции спроса и предложения у него имеют вид 
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 цена спроса совпадает с ценой предложения и составляет равновесную рыночную цену 
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. Процесс взаимодействия спроса и предложения по Маршаллу описывается (в современной интерпретации) обыкновенным дифференциальным уравнением без запаздывания
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 – превышение ценой спроса цены предложения при объеме продаж 

[image: image26.wmf](


)


t


Q


 в момент времени t. При 

[image: image27.wmf](


)


0


>


D


t


P


D


 объем предложения возрастает, при 

[image: image28.wmf](


)


0


<


D


t


P


D


 снижается, при 

[image: image29.wmf](


)


0


=


D


t


P


D


 выполняется условие равновесия.


Процессы «нащупывания» равновесия по Вальрасу и Маршаллу, описываемые дифференциальными соотношениями первого порядка (1) и (2), можно считать простейшими динамическими математическими моделями поведения рынка во времени, объясняющими механизм перехода рынка от неравновесного состояния к равновесному.


Будем рассматривать два варианта функций спроса и предложения: линейные 
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 – минимальная цена, ниже которой продавец не может продавать товар из-за убыточности продажи. 


Рассматривая существующие динамические модели рынка вальрасовского типа, включая модели, построенные И.К. Коханенко, Ю.А. Кузнецовым и Н.К. Обросовой, приходим к необходимости построения ряда модификаций и обобщений моделей рынка подобного типа. Рассматриваются следующие модификации и обобщения моделей. 


1. Линейная динамическая модель рынка второго порядка, содержащая только две зависимые переменные – рыночную цену товара 
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где векторы y, 
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2. Линейная динамическая модель третьего порядка, учитывающая изменения во времени не только рыночной цены товара 
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. При этом объем продаж в каждый данный момент времени определяется как минимальная из величин 
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3. Нелинейная модель рынка вальрасовского типа со многими товарами, учитывающая наличие конкуренции на рынке. Эта модель рынка описывается системой связанных дифференциальных уравнений N-го порядка с N постоянными запаздываниями:
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 – объемы спроса и предложения i-ого товара в момент времени t, 
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. Функции спроса и предложения могут быть как линейными, так и нелинейными. 


Для существования и единственности решений дифференциальных уравнений с запаздывающими аргументами вида
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с помощью которых описываются построенные выше модели рынка вальрасовского типа, достаточно, чтобы правая часть 
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 была непрерывна по своим аргументам и удовлетворяла условиям Липшица по второму и третьему аргументу (или более сильному условию ограниченности по модулю частных производных 
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). Эти условия автоматически выполняются в линейных и нелинейных моделях вальрасовского типа.


Матрицы A и B в линейных моделях вальрасовского типа будем выбирать так, чтобы в отсутствие запаздывания (при 
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) точка покоя (равновесия) систем дифференциальных уравнений была устойчива, т.е. так, чтобы вещественные части всех собственных чисел матрицы A+B были отрицательными.


Равновесная цена 
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 и равновесный объем 
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 — это, очевидно, положительные величины. В работе будем рассматривать 
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, имея в виду, что цены и объемы продаж, предложения и спроса на товары измеряются в единицах равновесной цены и равновесного объема.


Вторая глава диссертации посвящена численному моделированию рынка товаров. В главе сделан обзор существующих методов аналитического и численного решения дифференциальных уравнений с запаздыванием. В связи с громоздкостью большинства существующих численных методов решения дифференциальных уравнений с запаздыванием, обязательно включающих в полученное решение все точки разрыва производных, а также в связи с непригодностью этих методов в случае как угодно малых запаздываний, разработаны модификации численных методов, обеспечивающие требуемую точность решения без обязательного включения в решение всех точек разрыва производной. Разработано две формы обобщения на случай уравнений с запаздыванием методов численного интегрирования дифференциальных уравнений: без интерполяции и с интерполяцией. В первой форме шаг интегрирования выбирается как общий делитель всех запаздываний, обеспечивающий требуемую точность решения. Это позволяет включить в решение все точки разрывов производных. Вторая форма допускает  выбор любого шага интегрирования, обеспечивающего желаемую точность, безотносительно к запаздываниям, которые могут быть любыми, в том числе как угодно малыми. При этом информация о некоторых точках разрыва производных может быть потеряна, что не является существенным для задач моделирования рынка. В работе используются обобщения методов Рунге-Кутты и Эйлера с уравниванием в первой форме и метода Эйлера с уравниванием во второй форме.


Проведено численное исследование моделей рынка, представленных в первой главе. Исследован характер переходных процессов при выведении рынка в некоторый начальный момент времени из состояния равновесия при различных запаздываниях. В моделях первого порядка в отсутствие запаздывания переход рынка к равновесию происходит апериодически. Наличие запаздывания придает этому процессу характер затухающих колебаний. С увеличением запаздывания переход к равновесию замедляется, и при некотором критическом значении запаздывания 

[image: image110.wmf]кр


t


=


t


 (точка бифуркации) траектория рынка перестает приближаться к точке равновесия, точка равновесия становится изолированной точкой, и рынок начинает совершать периодические колебания вокруг точки равновесия. При дальнейшем увеличении запаздывания (
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) точка равновесия теряет устойчивость. В случае линейности модели траектория состояния рынка неограниченно удаляется от точки равновесия (рынок «разваливается»), в случае нелинейности модели траектории рынка начинают совершать колебания все возрастающей до некоторого насыщения амплитуды. В качестве примеров ниже представлены траектории цены товара в линейной модели Вальраса-Маршалла второго порядка (рис. 1, 2) и траектории цен товаров в нелинейной модели вальрасовского типа с двумя товарами (рис. 3, 4) в случае устойчивого (рис. 1, 3) и неустойчивого (рис. 2, 4) положения равновесия.
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Рис. 1. Траектории цен 
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Рис. 2. Траектории цен 
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Рис. 3. Траектории решения системы вальрасовского типа, рыночные 


цены 

[image: image121.wmf])


(


1


t


P


, 

[image: image122.wmf])


(


2


t


P


, 

[image: image123.wmf](


)


T


6


,


2


6


,


1


=


t




		[image: image124.png]PLP2







Рис. 4. Траектории решения системы вальрасовского типа, рыночные 


цены 
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Результаты, полученные во второй главе, опубликованы в работах [1, 3, 5, 7, 8].


Третья глава посвящена исследованию устойчивости моделей рынка вальрасовского типа. Сделан обзор существующих методов исследования устойчивости дифференциальных уравнений с запаздываниями. Отметим, что на сегодняшний день не существует конструктивных алгоритмов нахождения границ областей устойчивости для состояний равновесия систем с запаздывающими аргументами. В связи с этим разработан оригинальный конструктивный численный алгоритм построения границ области устойчивости в пространстве запаздываний для точки равновесия рынка многих товаров. Алгоритм основан на анализе характеристического квазиполинома, но не предполагает нахождения бесконечного множества его корней. 


Известно, что исследование на устойчивость положения равновесия нелинейной системы с запаздываниями эквивалентно исследованию на устойчивость решения системы, линеаризованной около состояния равновесия (системы первого приближения). Разработанный метод заключается  в поиске запаздываний, удовлетворяющих характеристическому уравнению линеаризованной системы
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где I — единичная матрица размерности 
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, A и B — матрицы коэффициентов линеаризованной системы. Так как известно, что необходимым и достаточным условием асимптотической устойчивости точки равновесия системы с запаздыванием является отрицательность действительных частей всех корней характеристического уравнения (характеристического квазиполинома), то на границе области устойчивости все корни уравнения (5) должны быть чисто мнимыми: 
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. Перебирая с некоторым малым шагом значения ω и находя все наборы 
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, при которых с заданной точностью (например, не хуже 0,001) выполняется равенство (5), получим границы области устойчивости модели рынка вальрасовского типа. Для 
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 эти точки, лежащие на линиях бифуркации решения, представлены на рис. 5. Область устойчивости — заштрихованная область левее и ниже всех линий бифуркации.



Результаты третьей главы опубликованы в работах [2, 4, 9].


Четвертая глава работы посвящена исследованию динамической модели рынка вальрасовского типа, стабилизируемой в положении равновесия. Целью стабилизации является увеличение области устойчивости положения равновесия рынка. В главе разработана модификация одного из методов стабилизации систем с запаздывающим аргументом. Рассматривается линейная модель управляемого рынка
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где 
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 — скалярное управление, D — n-вектор-столбец передачи управлений, n — размерность вектора состояния 
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. Вид вектора D определяется механизмом стабилизации рынка. 


В качестве критерия оптимальности примем квадратичный интегрально-терминальный критерий вида:
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Здесь 
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 — симметричные неотрицательно определенные 
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 — положительная кусочно-непрерывная функция, определяющая ресурс управления (увеличение N(t) уменьшает ресурс управления, сильнее штрафуя большие управления, уменьшение N(t) увеличивает ресурс управления). 


Ставится вариационная задача минимизации функционала (7) на решениях системы (6). Необходимым условием минимума функционала (7) является равенство нулю на оптимальной траектории и оптимальном управлении первой вариации функционала по 
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. Для вычисления вариации функционала 
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 и получения уравнения для оптимального управления 
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 используется схема Р. Беллмана и К. Кука исключения из функционала (7) вектора состояния 
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 с последующей минимизацией функционала по управлению 
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. Напомним, что схема Р. Беллмана и К. Кука имеет вид:
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 удовлетворяет матричному дифференциальному уравнению [image: image156.wmf])
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Необходимое условие минимума функционала (7) принимает вид:
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Используя основную лемму вариационного исчисления, получаем уравнение Эйлера для оптимального управления в следующем виде:
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Исключая из (8) вектор состояния 
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 по схеме Беллмана и Кука и введя обозначения: 
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приведем (8) к виду неоднородного интегрального уравнения Фредгольма второго рода
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решение которого представляет собой траекторию 
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 оптимального управления системой. В главе построен численный алгоритм решения уравнения (9).


С помощью описанного метода построены траектории управляемых моделей рынка с запаздыванием поставок товаров в сравнении с неуправляемыми моделями. Показано, что при устойчивом положении равновесия рынка свободное движение рынка к равновесию происходит значительно медленнее, чем управляемое. Это хорошо видно на рис. 6–8, полученных для модели вальрасовского типа второго порядка. Оптимальное управление при достаточном ресурсе управления 
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 эффективно стабилизирует рынок в положении даже неустойчивого равновесия, возникающего при больших запаздываниях, что хорошо видно на рис. 9–11, полученных для модели второго порядка.
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Рис. 5. Область устойчивости 
(заштрихована) модели 


рынка с запаздыванием
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Рис. 6. Фазовая траектория движения к равновесию неуправляемого 
(тонкая линия) и управляемого 
(жирная линия) рынка, 
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Рис. 7. Динамика цены товара для неуправляемого (тонкая линия) и управляемого (жирная линия) 
рынка с запаздыванием 
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Рис. 8. Динамика поставки товара для неуправляемого (тонкая линия) и управляемого (жирная линия) рынка с запаздыванием 
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Рис. 9. Динамика цены товара для неуправляемого (тонкая линия) и управляемого (жирная линия) 
рынка с запаздыванием 

[image: image182.wmf]кр


t


>


t




		[image: image183.png])
o

%

145

200






Рис. 10. Динамика поставки товара для неуправляемого (тонкая линия) и управляемого (жирная линия) рынка с запаздыванием 
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Таким образом, стабилизация рынка, описываемого моделями вальрасовского типа, позволяет расширить область устойчивости положения равновесия рынка.


Результаты, полученные в четвертой главе, опубликованы в работе [1].
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Рис. 11. Фазовая траектория 

движения к равновесию неуправляемого (тонкая линия) и управляемого (жирная линия) рынка, 
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Рис. 12. Наблюдаемая реальная цена товара 
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рассчитанная по идентифицированной модели вальрасовского типа 





В пятой главе разработан новый метод идентификации параметров рынка (коэффициентов модели и запаздываний) на основе метода наименьших квадратов.


Рассматривается динамическая модель рынка вальрасовского типа с N товарами, описываемая системой дифференциальных уравнений (3)–(4) с N запаздываниями. Функции спроса и предложения берутся линейными. Тогда система принимает вид: 
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где параметры A, B, P* и τ, вообще говоря, неизвестны и подлежат определению по результатам наблюдений за ценами товаров на некотором интервале времени 
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-матрицы коэффициентов системы, P* и τ – N-векторы равновесных цен и запаздываний поставок товаров.


Пусть имеется n наблюдений за ценами товаров в моменты времени 
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Целевая функция метода наименьших квадратов, зависящая от коэффициентов системы A и B, равновесной цены 
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где 
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Находя из (11) оценки коэффициентов С при фиксированных 
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и подставляя их в выражение (11), получим целевую функцию для оценивания 
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Перебирая с некоторым шагом значения 
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 и вычисляем 
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. Этот алгоритм используем для идентификации модели рынка вальрасовского типа с одним и несколькими товарами. В работе проводится оценка точности идентификации в зависимости от шага идентификации и от запаздывания. Показано, как с увеличением шага увеличивается ошибка оценивания параметров модели. 


Рассматривается идентификация модели рынка при наличии случайных составляющих в функциях спроса на товары. Случайный спрос моделируется нормально распределенными величинами с нулевым средним и дисперсией 
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. Для рынка одного товара и нескольких товаров рассматриваются небольшие, средние и большие значения 
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 F-распределения с 

[image: image227.wmf]2


2


N


 и 

[image: image228.wmf]2


2


N


n


-


 степенями свободы, 
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 — несмещенная оценка дисперсии ошибки. Показано, что чем больше дисперсия случайной составляющей спроса на товары, тем хуже идентифицируются параметры модели рынка и тем больше доверительная область для этих параметров.


Отмечено, что параметры модели идентифицируются намного лучше при больших значениях запаздываний, когда положение равновесия рынка неустойчиво. Это можно объяснить тем, что увеличение запаздывания ведет к увеличению времени переходного процесса рынка. А идентификация возможна только на переходном процессе. Чем он длиннее, тем больше информации можно получить из наблюдений за ценой товара при идентификации параметров модели и, соответственно, тем лучше можно их оценить.


Один из разделов пятой главы посвящен решению практической задачи идентификации параметров реального рынка одного из типов компьютерных комплектующих — видеокарт. Оказалось, что остаточная сумма квадратов невязок модели вальрасовского типа после МНК-идентификации заметно отличается от нуля. На рис. 12 приведены для сравнения реальная цена и цена, полученная по идентифицированной модели, для одного из рассматриваемых в нашем примере товаров-комплектующих. Максимальная относительная разница между реальными ценами и ценами, рассчитанными по идентифицированной модели вальрасовского типа, в рассмотренном примере не превышает для разных комплектующих 3–10%. Из этого можно сделать вывод, что модель вальрасовского типа хотя и не вполне адекватна реальным данным, не учитывает, возможно, какие-то важные особенности реального рынка, но, тем не менее, достаточно правильно отражает главную закономерность динамики рынка — зависимость цены товара от соотношения спроса и предложения.


Результаты, полученные в пятой главе, опубликованы в работе [6].


В заключении подводятся итоги проделанной работы:


1) Проведено построение и исследование следующих динамических моделей рынка вальрасовского типа:


– линейные и нелинейные динамические модели рынка первого порядка, содержащие одну зависимую переменную — рыночную цену товара 
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– линейная динамическая модель рынка второго порядка, содержащая две зависимые переменные — рыночную цену товара 
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– более реалистичная модель третьего порядка, учитывающая изменения во времени не только рыночной цены товара и объема продаж, но и объемов предложения 
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– нелинейная модель рынка вальрасовского типа со многими товарами, задаваемая системой N дифференциальных уравнений с N запаздываниями.


2) Разработано две формы обобщения численных методов решения обыкновенных дифференциальных уравнений на случай уравнений с запаздыванием: обобщения методов Рунге-Кутты и Эйлера с уравниванием без интерполяции и метода Эйлера с уравниванием и интерполяцией.


3) Разработан конструктивный численный алгоритм построения границы области устойчивости системы дифференциальных уравнений с запаздыванием. С помощью этого алгоритма построены границы областей устойчивости моделей рынка вальрасовского типа.


4) Разработана модификация одного из методов стабилизации по квадратичному критерию в положении равновесия решения системы дифференциальных уравнений с запаздывающим аргументом на основе представления решения схемой Р. Беллмана и К. Кука. Проведено исследование линейных стабилизируемых моделей рынка вальрасовского типа с использованием этого метода.


5) На основе метода наименьших квадратов разработан новый алгоритм идентификации динамической модели рынка, описываемой системой дифференциальных уравнений с запаздываниями, позволяющий совместно оценивать коэффициенты системы и запаздывания.
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