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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü ðàáîòû. Îäíîé èç îñíîâíûõ çàäà÷ ñòàòèñòè÷åñêîé îáðà-
áîòêè äàííûõ ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê èññëå-
äóåìîãî ÿâëåíèÿ èëè ñèñòåìû. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôîðìóëèðîâêà òàêèõ çàäà÷
îáû÷íî ñâîäèòñÿ ê îöåíèâàíèþ ôóíêöèîíàëîâ îò íåèçâåñòíîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ âåðîÿòíîñòåé íàáëþäàåìîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, êîòîðîå ïðèõîäèòñÿ
îöåíèâàòü ïî ðåçóëüòàòàì ïðîâîäèìûõ ýêñïåðèìåíòîâ, íàáëþäåíèé è èçìå-
ðåíèé.

Ïðàêòè÷åñêè âñåãäà èññëåäîâàòåëü, êðîìå âûáîðêè, îáëàäàåò êàêîé-ëèáî
äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèåé îá îöåíèâàåìîì ôóíêöèîíàëå èëè ðàñïðåäå-
ëåíèè. Íàïðèìåð, î ôóíêöèîíàëå èëè äðóãèõ, ñ íèì ñâÿçàííûõ, ìîæåò áûòü
èçâåñòíî, ÷òî îíè ìîãóò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ èç çàäàííîãî ìíîæåñòâà, à ðàñ-
ïðåäåëåíèå ìîæåò áûòü ñèììåòðè÷íûì, èìåòü èçâåñòíûå ìîìåíòû çàäàííûõ
óðîâíåé è ò.ï. Ñòðåìëåíèå ïîâûñèòü êà÷åñòâî îöåíîê èëè óìåíüøèòü îáúåì
ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, òðåáóåìûõ äëÿ äîñòèæåíèÿ çàäàííîé òî÷íîñòè,
ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ðàöèîíàëüíîãî ó÷åòà âñåõ èìåþùèõñÿ ñâåäåíèé.

Íà÷èíàÿ ñ ñåðåäèíû ïðîøëîãî âåêà, ïðîáëåìà ïðèâëå÷åíèÿ äîïîëíèòåëü-
íîé àïðèîðíîé èíôîðìàöèè â ïðîöåäóðû ñòàòèñòè÷åñêîãî îöåíèâàíèÿ øè-
ðîêî îáñóæäàåòñÿ â íàó÷íîé ëèòåðàòóðå. Â ðàáîòàõ H.H. Hansen, H.O. Hartley,
Þ.Í. Òþðèíà, E.F. Schuster, Á.ß. Ëåâèòà, Þ.À. Êîøåâíèêà, Â.Í. Ïóãà÷åâà,
Ô.Ï. Òàðàñåíêî, Þ.Ã. Äìèòðèåâà, Ã.Ì. Êîøêèíà, Þ.Ê. Óñòèíîâà, J. Chen,
B. Zhang, A. Arcos, J.N.K. Rao, Â.À.Ãóðåâè÷à è ìíîãèõ äðóãèõ èññëåäóþò-
ñÿ êàê òåîðåòè÷åñêèå àñïåêòû ïðîáëåìû, òàê è ïðèêëàäíûå âîïðîñû, âîç-
íèêàþùèå â ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíèÿõ: â ðàäèîôèçèêå, ñòàòèñòè÷åñêîé ðà-
äèîòåõíèêå, òåîðèè íàäåæíîñòè, îáðàáîòêå ìåäèöèíñêèõ, ñîöèîëîãè÷åñêèõ,
äåìîãðàôè÷åñêèõ, ýêîíîìè÷åñêèõ äàííûõ è äð.

Íî, ðàññìàòðèâàÿ ðàçëè÷íûå âèäû äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè, ïðàê-
òè÷åñêè âñå àâòîðû èñõîäÿò èç ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî èìåþùèåñÿ ñâåäåíèÿ
ÿâëÿþòñÿ äîñòîâåðíûìè, òî÷íûìè è îäíîçíà÷íûìè. Îäíàêî íà ïðàêòèêå èñ-
ñëåäîâàòåëü íå âñåãäà ìîæåò áûòü àáñîëþòíî óâåðåí â ïîëíîòå è òî÷íîñòè
àïðèîðíîé èíôîðìàöèè, îñîáåííî êîãäà ðå÷ü èäåò îá îöåíêàõ ýêñïåðòîâ.

Äàííàÿ äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ëîãè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì
èññëåäîâàíèé, ïðîâîäèìûõ íà êàôåäðå òåîðåòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè ÒÃÓ
(Þ.Ã. Äìèòðèåâ, Ï.Ô. Òàðàñåíêî), ïîñâÿùåííûõ ïðîáëåìå ó÷åòà ïðè ñòàòè-
ñòè÷åñêîé îáðàáîòêå äàííûõ ìíîãîçíà÷íîé äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè è
èíôîðìàöèè ñî ñìåùåíèÿìè. Ìíîãîçíà÷íîé çäåñü íàçûâàåòñÿ èíôîðìàöèÿ,
çàäàííàÿ â âèäå êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé íåêîòîðûõ ôóíê-
öèîíàëîâ. Ñìåùåíèÿ ïîÿâëÿþòñÿ, åñëè èñòèííûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëîâ
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íå ñîäåðæàòñÿ â çàäàííûõ ìíîæåñòâàõ. Òàêóþ èíôîðìàöèþ åùå íàçûâàþò
àïðèîðíîé äîãàäêîé.

Öåëü ðàáîòû. Ïîñòðîåíèå ñòàòèñòè÷åñêèõ îöåíîê ôóíêöèîíàëà ñ ó÷åòîì
ìíîãîçíà÷íîñòè â àïðèîðíûõ óñëîâèÿõ; èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ ýòèõ îöåíîê
ïðè êîíå÷íûõ îáúåìàõ íàáëþäåíèé ìåòîäîì èìèòàöèîííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

Ìåòîäèêà èññëåäîâàíèÿ. Ïðè ðåøåíèè ïîñòàâëåííûõ çàäà÷ ïðèìåíÿ-
ëèñü ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, ìàòåìàòè÷å-
ñêîé ñòàòèñòèêè è èìèòàöèîííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ íà ÝÂÌ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà ðàáîòû ñîñòîèò â
- îáîáùåíèè ïîñòàíîâêè çàäà÷è óñëîâíîãî îöåíèâàíèÿ íà ñëó÷àé ðàçíîãî

êîëè÷åñòâà çíà÷åíèé äîïîëíèòåëüíûõ ôóíêöèîíàëîâ, çàäàþùèõ àïðèîð-
íóþ èíôîðìàöèþ;

- ïîñòðîåíèè îöåíîê, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì ñõîäèìîñòè ê èñòèííîìó çíà-
÷åíèþ îöåíèâàåìîãî ïàðàìåòðà â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì;

- ïîñòðîåíèè àäàïòèâíîé îöåíêè ôóíêöèîíàëà äëÿ ó÷åòà äîïîëíèòåëüíûõ
óñëîâèé ñî ñìåùåíèÿìè;

- èññëåäîâàíèè ñâîéñòâ óñëîâíûõ îöåíîê ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà ïðè êî-
íå÷íûõ îáúåìàõ íàáëþäåíèé;

- ïîñòðîåíèè îöåíîê ôóíêöèîíàëîâ îò ñèììåòðè÷íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ öåí-
òðîì ñèììåòðèè, çàäàííûì ñ òî÷íîñòüþ äî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà çíà÷åíèé.
Ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå ðàáîòû ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïîëó÷åííûå ðåçóëü-

òàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ïîñòðîåíèÿ áîëåå òî÷íûõ ïî ñðåäíåêâàä-
ðàòè÷åñêîé îøèáêå îöåíîê ðàçëè÷íûõ âåðîÿòíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê ñèñòåì
èëè ñîêðàùåíèÿ îáúåìà âûáîðêè, íåîáõîäèìîãî äëÿ äîñòèæåíèÿ çàäàííîé
òî÷íîñòè îöåíîê, â çàäà÷àõ âûáîðî÷íîãî êîíòðîëÿ êà÷åñòâà, îáðàáîòêè òåõ-
íè÷åñêèõ, ñîöèîëîãè÷åñêèõ è äðóãèõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ íàáëþäåíèé.

Äîñòîâåðíîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâïîäòâåðæäàåòñÿ ñòðîãèìè ìà-
òåìàòè÷åñêèìè âûêëàäêàìè, ïðîâåäííûìè ñ ïðèìåíåíèåì àïïàðàòà òåîðèè
âåðîÿòíîñòè, ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè è òåîðèè ìàòðèö. Ïðàâèëüíîñòü è
ðàáîòîñïîñîáíîñòü ïîëó÷åííûõ ôîðìóë ïîäòâåðæäåíà èìèòàöèîííûì ìî-
äåëèðîâàíèåì íà ÝÂÌ.

Ðåçóëüòàòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó.
1. Ðåãóëÿðèçîâàííûå îöåíêè ôóíêöèîíàëà äëÿ ó÷åòà íåñìåùåííîé àïðèîð-

íîé èíôîðìàöèè, äîêàçàòåëüñòâî èõ ñõîäèìîñòè â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì.
2. Àäàïòèâíàÿ îöåíêà ôóíêöèîíàëà äëÿ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé ñî ñìåùå-

íèÿìè, ñî÷åòàþùàÿ îöåíèâàíèå ïàðàìåòðà ñ ïðîâåðêîé àïðèîðíûõ óñëî-
âèé íà íåñìåùåííîñòü.

3. Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ îöåíîê ïðè êîíå÷íûõ îáúåìàõ íàáëþäå-
íèé, ïîëó÷åííûå ìåòîäîì èìèòàöèîííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.
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4. Îöåíêè ôóíêöèîíàëîâ îò ñèììåòðè÷íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ öåíòðîì ñèì-
ìåòðèè, çàäàííûì ñ òî÷íîñòüþ äî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà çíà÷åíèé, ðåçóëü-
òàòû èññëåäîâàíèÿ èõ ñâîéñòâ.
Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðàáîòà äîêëàäûâàëàñü è îáñóæäàëàñü íà íàó÷íûõ

ñåìèíàðàõ êàôåäðû òåîðåòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè ôàêóëüòåòà ïðèêëàäíîé ìà-
òåìàòèêè è êèáåðíåòèêè ÒÃÓ, à òàêæå íà ñëåäóþùèõ íàó÷íûõ êîíôåðåíöè-
ÿõ è ñèìïîçèóìàõ: VIII Âñåðîññèéñêàÿ íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ
"Íàó÷íîå òâîð÷åñòâî ìîëîäåæè"(Òîìñê, 2004); V Âñåðîññèéñêèé ñèìïîçèóì
ïî ïðèêëàäíîé è ïðîìûøëåííîé ìàòåìàòèêå (Ñî÷è, 2004, Îñåííÿÿ ñåññèÿ);
Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ, ïîñâÿùåííàÿ 70-ëåòèþ ïðîôåññîðà, äîêòî-
ðà ôèç.-ìàò. íàóê Ã.À. Ìåäâåäåâà (Ìèíñê, 2005); III Âñåðîññèéñêàÿ íàó÷íî-
ïðàêòè÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ "Èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè è ìàòåìàòè÷åñêîå
ìîäåëèðîâàíèå"(Àíæåðî-Ñóäæåíñê, 2005); VI Âñåðîññèéñêèé ñèìïîçèóì ïî
ïðèêëàäíîé è ïðîìûøëåííîé ìàòåìàòèêå. Âåñåííÿÿ ñåññèÿ (Ñ.-Ïåòåðáóðã,
2005); I Âñåðîññèéñêàÿ íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ ñòóäåíòîâ, àñ-
ïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷åíûõ "Èííîâàòèêà-2005"(Òîìñê, 2005); VI Âñåðîñ-
ñèéñêèé ñèìïîçèóì ïî ïðèêëàäíîé è ïðîìûøëåííîé ìàòåìàòèêå. Îñåííÿÿ
ñåññèÿ (Ñî÷è, 2005); IV Âñåðîññèéñêàÿ íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ
"Èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå"(Àíæåðî-
Ñóäæåíñê, 2005);

Ïóáëèêàöèè. Ïî ðåçóëüòàòàì âûïîëíåííûõ èññëåäîâàíèé îïóáëèêîâàíî
12 ïå÷àòíûõ ðàáîò.

Ëè÷íûì âêëàäîìäèññåðòàíòà â ñîâìåñòíûå ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ âûâîä òåî-
ðåòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ, ðàçðàáîòêà âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ ìîäåëèðî-
âàíèÿ è àíàëèç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. Ïîñòàíîâêà èçëîæåííûõ â äèññåð-
òàöèè çàäà÷ è ôîðìóëèðîâêà îáùåãî ïîäõîäà ê èõ ðåøåíèþ ïðèíàäëåæèò
íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ ñîèñêàòåëÿ.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ÷åòûðåõ
ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ, ñïèñêà èñïîëüçîâàííîé ëèòåðàòóðû è ïÿòè ïðèëîæåíèé.
Îáúåì äèññåðòàöèè áåç ïðèëîæåíèé � 156 ñòðàíèö, èëëþñòðèðîâàííûõ 76
ðèñóíêàìè. Îáúåì ïðèëîæåíèé � 58 ñòðàíèö, ñîäåðæàùèõ 113 òàáëèö. Ñïè-
ñîê èñïîëüçîâàííîé ëèòåðàòóðû âêëþ÷àåò 82 íàèìåíîâàíèÿ.

ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Âî ââåäåíèè îáîñíîâàíà àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèè, ïðîâåäåí îá-
çîð ëèòåðàòóðû ïî ïðîáëåìå ó÷åòà äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè â ñòàòèñòè-
÷åñêîì îöåíèâàíèè, îïðåäåëåíû öåëè è ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ è ñôîðìóëè-
ðîâàíû îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó.
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Â ïåðâîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ îöåíêè ôóíêöèîíàëà
θ(P ) = MP ϕ (X1) =

∫
Rn ϕ(x)P (dx) ïî íåçàâèñèìîé âûáîðêå X1, . . . , XN

èç íåèçâåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ P íà Rn, n > 1, ïðè íàëè÷èè äîïîë-
íèòåëüíîé èíôîðìàöèè î òîì, ÷òî êàæäûé èç m äðóãèõ ôóíêöèîíàëîâ
bs(P ) = MP ψs (X1) =

∫
Rn ψs(x)P (dx), s = 1,m, m > 1, ïðèíèìàåò îä-

íî èç ks èçâåñòíûõ çíà÷åíèé βs1, βs2, . . . , βsks . Çäåñü ïîëàãàåòñÿ, ÷òî ϕ è
ψs, s = 1,m � çàäàííûå ñêàëÿðíûå ôóíêöèè íà Rn, ÷èñëà ks > 1 � êîëè-
÷åñòâà âîçìîæíûõ çíà÷åíèé äîïîëíèòåëüíûõ ôóíêöèîíàëîâ � ìîãóò áûòü
ðàçëè÷íûìè äëÿ ðàçíûõ s, è äëÿ êàæäîãî èç ôóíêöèîíàëîâ bs(P ) èçâåñòíû
âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ.

Â ñèëó ïîñëåäíåãî óñëîâèÿ, åñëè îáîçíà÷èòü ∆st(P ) = bs(P ) − βst è
∆s(P ) =

∏ks

t=1 ∆st(P ) äëÿ âñåõ t = 1, ks, s = 1,m, òî

∆s(P ) =
∫

Rn

. . .

∫

Rn

ks∏
t=1

(ψs(xt)− βst)P (dx1) . . . P (dxks
) = 0. (1)

Òàêèì îáðàçîì, èñõîäíàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ïîñòðîåíèþ óñëîâíûõ îöåíîê
ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà θ(P ) � ñ ó÷åòîì ïîëèëèíåéíûõ óñëîâèé (1). Ïîä-
÷åðêèâàÿ ðàâåíñòâî íóëþ â (1), áóäåì íàçûâàòü ýòè óñëîâèÿíåñìåùåííûìè.
Âåêòîð ∆ = (∆1(P ), . . . , ∆m(P ))T íàçîâåì âåêòîðîì ñìåùåíèé. Â ðàññìàò-
ðèâàåìîì ñëó÷àå ∆ ≡ 0.

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä êîððåëèðîâàííûõ
ïðîöåññîâ Â.Í. Ïóãà÷åâà, ñîãëàñíî êîòîðîìó ñòðîÿòñÿ óñëîâíûå îöåíêè âèäà

θ(λ) = θN −
m∑

s=1

λs∆̂s = θN − λT ∆̂, (2)

ãäå θN = N−1
∑N

i=1 ϕ(Xi) � áåçóñëîâíàÿ ýìïèðè÷åñêàÿ îöåíêà θ(P ),
∆̂ =

(
∆̂1, . . . , ∆̂m

)T

� îöåíêà âåêòîðà ñìåùåíèé∆, à âåêòîð êîýôôèöèåí-
òîâ λT = (λ1, . . . , λm) âûáèðàåòñÿ èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà ñðåäíåêâàäðàòè÷å-
ñêîé îøèáêè îöåíêè SP θ(λ) = MP

[
θ(λ) − θ(P )

]2 (ÑÊÎ). Âèä îïòèìàëüíîãî
êîýôôèöèåíòà îïðåäåëÿåòñÿ èñïîëüçóåìûì òèïîì îöåíîê êîìïîíåíò âåêòî-
ðà ñìåùåíèé. Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà âèäà îöåíîê
âåëè÷èí ∆s(P ) � U�ñòàòèñòèêè UNs è ôóíêöèîíàëû Ìèçåñà VNs.

Îöåíêó θ(λ∗) ïðè êîýôôèöèåíòå λ∗, äîñòàâëÿþùåì äëÿ ôèêñèðîâàííîãî
P ìèíèìóì ÑÊÎ íà êëàññå îöåíîê UNs è VNs, íàçîâåì îïòèìàëüíîé.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè U�ñòàòèñòèê ∆̂ = ∆̂U = (UN1, . . . , UNm)T , îöåíêà
(2) ïðèíèìàåò âèä θ

(λU )
U = θN − λT

U∆̂U , à ãëàâíàÿ ÷àñòü îïòèìàëüíîãî
êîýôôèöèåíòà ïðè óñëîâèÿõ

MP ϕ2 (X1) < ∞, MP ψ2
s (X1) < ∞, s = 1,m. (3)
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îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì
λU = V −1

U CU = A−1V −1C − 1
N − 1

WAC, (4)

ãäå äèàãîíàëüíàÿ (m × m) ìàòðèöà A =
∥∥a

(1)
s

∥∥
s=1,m

, à òàêæå ìàòðè-
öû V =

∥∥covP (ψs, ψl)
∥∥

s,l=1,m
, V U = N−1

[
AV A + (N − 1)−1W U

]
,

W U =
∥∥2 cov2

P (ψs, ψl) a
(2)
s a

(2)
l

∥∥
s,l=1,m

ïðåäïîëàãàþòñÿ íåâûðîæäåííû-
ìè; A−1, V −1, W−1

U è V −1
U ñîîòâåòñòâóþùèå èì îáðàòíûå ìàòðèöû,

CU = N−1AC, W =
[
(AV A)W−1

U (AV A) + (N − 1)−1AV A
]−1,

C =
∥∥covP (ϕ,ψs)

∥∥
s=1,m

� âåêòîð-ñòîëáåö,

a
(1)
s =

ks∑
j=1

ks∏
t=1,t 6=j

∆st, a
(2)
s =

ks∑
j=1

ks∑
q=1

ks∏
t=1,t 6=j,q

∆st.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ñòàòèñòèê Ìèçåñà ïîëó÷àåì îïòèìàëüíóþ îöåíêó
θ
(λV )
V = θN − λT

V ∆̂V ñ âåêòîðîì ∆̂ = ∆̂V = (VN1, . . . , VNm)T è êîýô-
ôèöèåíòîì, ãëàâíàÿ ÷àñòü êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ ãëàâíîé ÷àñòüþ (4) (òî÷íîå
âûðàæåíèå íå ïðèâîäèòñÿ âñëåäñòâèå åãî ãðîìîçäêîñòè).

Ýòà îöåíêà îïðåäåëåíà, åñëè
MP ϕ2(X1) < ∞, MP ψ4

s(X1) < ∞, s = 1,m. (5)
Âû÷èñëåíèå îïòèìàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ ñ òî÷íîñòüþ äî ñëàãàåìûõ ïî-

ðÿäêà N−1 ïîòðåáîâàëîñü äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ îöåíîê ïðè êîíå÷íûõ
îáúåìàõ íàáëþäåíèé.

Â äåéñòâèòåëüíîñòè îïòèìàëüíûå êîýôôèöèåíòû, êàê ïðàâèëî, íåèç-
âåñòíû, ÷òî çàòðóäíÿåò ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå îöåíîê θ

(λU )
U è θ

(λV )
V .

Ýòîò ôàêò ïðèâîäèò ê ïîñòðîåíèþ ñîîòâåòñòâóþùèõ àäàïòèâíûõ îöåíîê
θ̂U = θN − λ̂

T

U∆̂U è θ̂V = θN − λ̂
T

V ∆̂V ñ êîýôôèöèåíòàìè λ̂U è λ̂V , âû-
÷èñëÿåìûìè ïóòåì çàìåíû íåèçâåñòíûõ ìàòðèö A, C, V , W , Q è H èõ
ýìïèðè÷åñêèìè îöåíêàìè Â, Ĉ, V̂ , Ŵ , Q̂ è Ĥ , ïîñòðîåííûìè ïî èñõîäíîé
âûáîðêå.
Òåîðåìà 1 Ïóñòü äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿP âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (3), det V 6= 0
è σ2

0 = DP ϕ−CT V −1C > 0.
Òîãäà, ïðè N → ∞ L

(√
N

(
θ̂U − θ

)) → N
(
0, σ2

0

)
, ãäå N

(
0, σ2

0

)
� íîð-

ìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è äèñïåðñè-
åé σ2

0 .
Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (5), àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî

äëÿ îöåíêè θ̂V : L
(√

N
(
θ̂V − θ

)) → N
(
0, σ2

0

)
.
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Ïðè êîíå÷íîì îáúåìå íàáëþäåíèé det V̂ ìîæåò ïðèíèìàòü íóëåâîå çíà-
÷åíèå ñ ïîëîæèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ, è òîãäà ó àäàïòèâíûõ îöåíîê íå ñó-
ùåñòâóþò ìîìåíòû. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà êóñî÷íî-ãëàäêîé àïïðîêñèìàöèè
îöåíîê ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ðåãóëÿðèçîâàííûå îöåíêè, îáëàäàþùèå êîíå÷-
íûìè ìîìåíòàìè äî âòîðîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî. Ðàññìîòðåíû äâà âèäà
ðåãóëÿðèçàöèè:
1) Êóñî÷íî-ãëàäêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ âñåé îöåíêè θ̂U , ïðèâîäÿùàÿ ê

θ̃U =
Nd3

U

(
dU θN − Ĉ

T

U V̂
∗
U∆̂U

)

Nd4
U +

(
dU θN − Ĉ

T

U V̂
∗
U∆̂U

)4 , (6)

ãäå dU = det V̂ U è V̂
∗
U � ìàòðèöà, ïðèñîåäèíåííàÿ ê V̂ U .

2) Êóñî÷íî-ãëàäêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ êîýôôèöèåíòà λ̂U , ïðèâîäÿùàÿ ê îöåí-
êå θ

(λ̃U )
U = θN − λ̃

T

U∆̂U ñ ðåãóëÿðèçîâàííûì êîýôôèöèåíòîì λ̃U =(
λ̃1, λ̃2, . . . , λ̃m

)T , ãäå

λ̃s =
N d3

U V̂
∗
s ĈU

N d4
U +

(
V̂
∗
s ĈU

)4 , s = 1,m. (7)

Òåîðåìà 2 Ïóñòü detV 6= 0 è äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ P ñóùåñòâó-
þò ìîìåíòû ôóíêöèé MP ϕ4(X1) < ∞, MP ϕ4(X1)ψ4

s(X1) < ∞,
MP ψ4

s(X1)ψ4
l (X1) < ∞, è äëÿ âñåõ ks > 3 MP ψ

4(ks−1)
s (X1) < ∞;

s, l = 1,m. Òîãäà ïðè N → ∞ ðåãóëÿðèçîâàííàÿ îöåíêà θ̃U ñõîäèòñÿ ê
èñòèííîìó çíà÷åíèþ îöåíèâàåìîãî ïàðàìåòðà â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì è åå
ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêàÿ îøèáêà îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

SP θ̃U = MP

[
θ̃U − θ

]2 = N−1
[
DP ϕ−CT V −1C

]
+ O

(
N−3/2

)
.

Àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìà äîêàçûâàåòñÿ äëÿ îöåíêèθ
(λ̃U )
U .

Ïðèìåíåíèå ìåòîäà êóñî÷íî-ãëàäêîé àïïðîêñèìàöèè äëÿ ðåãóëÿðèçàöèè
îöåíêè θ̂V , îñíîâàííîé íà ôóíêöèîíàëàõ Ìèçåñà, ïðèâîäèò ê ðåãóëÿðè-
çîâàííîé îöåíêå θ̃V , ïîäîáíîé (6). Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2,
MP ϕ4(X1)ψ8

s(X1) < ∞, MP ψ4
s(X1)ψ8

l (X1) < ∞, è äëÿ âñåõ ks > 4
MP ψ

4(ks−1)
s (X1) < ∞, s, l = 1,m, òî ïðè N →∞ ðàñïðåäåëåíèå θ̃V ñîâïà-

äàåò ñ ðàñïðåäåëåíèåì îöåíîê ñ U�ñòàòèñòèêàìè.
Òàêèì îáðàçîì, ðàçíûå ìåòîäû îöåíèâàíèÿ âåêòîðà ñìåùåíèé ïðèâî-

äÿò ê ïîñòðîåíèþ îöåíîê ñ îäèíàêîâûìè àñèìïòîòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè.
Îöåíêè, îñíîâàííûå íà U�ñòàòèñòèêàõ, ãîðàçäî óäîáíåå äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ
èññëåäîâàíèé, ÷åì îöåíêè ñ ôóíêöèîíàëàìè Ìèçåñà, âñëåäñòâèå áîëüøåé
ïðîñòîòû è êîìïàêòíîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ âûðàæåíèé, íî ïðàêòè÷åñêîå

8



ïðèìåíåíèå ýòèõ îöåíîê îêàçûâàåòñÿ çàòðóäíèòåëüíûì èç-çà èñêëþ÷èòåëü-
íîé âû÷èñëèòåëüíîé òðóäîåìêîñòè U�ñòàòèñòèê. Ñðàâíåíèå ñâîéñòâ îöåíîê
ïðè êîíå÷íûõ îáúåìàõ íàáëþäåíèé ïðîâîäèëîñü ìåòîäîì èìèòàöèîííîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ, îïèñàííîãî â ãëàâå 3.

Âî âòîðîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîáëåìà ó÷åòà äîïîëíèòåëüíîé èí-
ôîðìàöèè ïðè íàëè÷èè ñìåùåíèé â óñëîâèÿõ (1).

Òàêàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò, êîãäà èññëåäîâàòåëþ èçâåñòíûíå âñå âîçìîæ-
íûå çíà÷åíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ ôóíêöèîíàëîâ, è ðàâåíñòâ íóëþ â (1) ìîæåò
íå áûòü. Â ýòîì ñëó÷àå ∆s(P ), s = 1,m ïðèíèìàþò íåèçâåñòíûå, îòëè÷íûå
îò íóëÿ çíà÷åíèÿ, âåêòîð ñìåùåíèé â àïðèîðíûõ óñëîâèÿõ ∆ 6≡ 0, ïðè÷åì
èññëåäîâàòåëþ íåèçâåñòíî, êàêèå èç êîìïîíåíò âåêòîðà îòëè÷íû îò íóëÿ. Òå
äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ, äëÿ êîòîðûõ ðàâåíñòâî íóëþ â (1) íå âûïîëíÿåòñÿ,
íàçîâåì ñìåùåííûìè.

Ïðèìåíåíèå ìåòîäà êîððåëèðîâàííûõ ïðîöåññîâ ñ U�ñòàòèñòèêàìè â êà-
÷åñòâå îöåíîê êîìïîíåíò âåêòîðà ñìåùåíèé ïðèâîäèò ê îïòèìàëüíîé îöåíêå
θ
(λ∗)
N = θN − (λ∗)T ∆̂ ñ êîýôôèöèåíòîì

λ∗ = A−1V −1C − WAC

N − 1
− V −1

U ∆∆T V −1
U AC

N−1 + ∆T V −1
U ∆

+ O
(
N−2

)
, (8)

è ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèì îòêëîíåíèåì

NSP θ
(λ∗)
N = DP ϕ−CT V −1C+

CTAWAC

N − 1
+

N
(
CTAV −1

U ∆
)2

1+N∆T V −1
U ∆

+O
( 1
N2

)
(9)

Ñâîéñòâà ýòîé îöåíêè çàâèñÿò îò íàëè÷èÿ íåíóëåâûõ êîìïîíåíò â âåêòîðå
ñìåùåíèé:
Òåîðåìà 3 Ïóñòü äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿP âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (3), det V 6= 0
è σ́2

0 > 0, ãäå

σ́2
0 =





DP ϕ−CT V −1C ïðè ∆ ≡ 0,

DP ϕ−CT V −1C +

(
CTAV −1

U ∆
)2

∆T V −1
U ∆

ïðè ∆ 6≡ 0.

Òîãäà, ïðè N →∞: L
(√

N
(
θ
(λ∗)
N − θ

)) → N
(
0, σ́2

0

)
.

Àäàïòèâíàÿ îöåíêà, ïîñòðîåííàÿ ìåòîäîì çàìåíû íåèçâåñòíûõ ìàòðèö
èõ âûáîðî÷íûìè îöåíêàìè, íå ñõîäèòñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ ê îïòèìàëüíîé,
ïîýòîìó ñòðîèòñÿ îöåíêà

θ̃δ = θN − λ̃
T

δ ∆̂ = θN − ∆̂
T
λ̃δ, (10)

ñ êîýôôèöèåíòîì

λ̃δ = V̂
−1

U ĈU − V̂
−1

U ∆̃∆̃
T
V̂
−1

U ĈU

N−1 + ∆̃
T
V̂
−1

U ∆̃
. (11)
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Êîìïîíåíòû âåêòîðà ∆̃ âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

∆̃s = ∆̂s

(
1− v̂ss

v̂ss + N δ∆̂2
s

)
, (12)

ãäå v̂ss � ýìïèðè÷åñêàÿ îöåíêà s-ãî äèàãîíàëüíîãî ýëåìåíòà ìàòðèöû V U ,
à 1/2 < δ < 1. Îñîáåííîñòüþ ýòèõ îöåíîê ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå ñòàòèñòèêè
N δ∆̂2

s, îñóùåñòâëÿþùåé "ïðîâåðêó"ðàâåíñòâ ∆s = 0. Åñëè ðàâåíñòâî âû-
ïîëíÿåòñÿ, ∆̃s ñõîäèòñÿ ê íóëþ ñ áîëüøåé ñêîðîñòüþ, ÷åì U�ñòàòèñòèêà∆̂s:
∆̃s = O

(
N δ−3/2

)
ïðè N →∞ è ∆s = 0.

Ïóñòü r èç m àïðèîðíûõ óñëîâèé ÿâëÿþòñÿ íåñìåùåííûìè, à îñòàëüíûå
m-r óñëîâèé èìåþò ñìåùåíèÿ. Áåç ïîòåðè îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü íåñìå-
ùåííûìè ïåðâûå r óñëîâèé. Òîãäà

∆T =
(
∆T

[1],∆
T
[2]

)
,

ãäå ∆[1] = (∆1, . . . , ∆r)
T ≡ 0, à ∆[2] = (∆r+1, . . . , ∆m)T , ñîñòîèò èç êîì-

ïîíåíò, íå ðàâíûõ íóëþ, r = 0,m.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì âåêòîðû è ìàòðèöû, èñïîëüçóåìûå ïðè ïîñòðîåíèè

θ̃δ, ìîãóò áûòü ðàçáèòû íà áëîêè: CT
U =

(
CT

[1], C
T
[2]

)
,

V U =
∥∥∥∥

V 11 V 12

V 21 V 22

∥∥∥∥ , V −1
U =

∥∥∥∥
Y 11 Y 12

Y 21 Y 22

∥∥∥∥ =
∥∥∥∥

Y [1]

Y [2]

∥∥∥∥ .

Òåîðåìà 4 Ïóñòü äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿP âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (3), det V 6= 0
è 1/2 < δ < 1. Òîãäà, ïðè N → ∞ àäàïòèâíàÿ îöåíêà θ̃δ àñèìïòîòè÷åñêè
íîðìàëüíà: L

(√
N

(
θ̃δ − θ

)) → N
(
0, σ2

[1]

)
, ãäå

σ2
[1] = DP ϕ−CT V −1C +

(
CT

UY T
[2]∆[2]

)2

∆T
[2]Y 22∆[2]

+

+CT
UY T

[2]

[
V 22 − HV 22 + V 22H

T

∆T
[2]Y 22∆[2]

+
HV 22H

T

(∆T
[2]Y 22∆[2])2

]
Y [2]CU ,

(13)

H = ∆[2]∆
T
[2]Y 22.

Ñëåäñòâèå. Â ñëó÷àå ïîëíîñòüþ íåñìåùåííûõ àïðèîðíûõ óñëîâèé, ò.å.
ïðè ∆[1] = ∆ ≡ 0, σ2

[1] = σ́2
0 (äëÿ ∆ ≡ 0). Åñëè æå âñå êîìïîíåíòû âåêòîðà

ñìåùåíèé � íå íóëåâûå, ò.å. ∆[2] = ∆, σ2
[1] = DP ϕ.

Êðîìå òîãî, åñëè òîëüêî îäíî èç àïðèîðíûõ óñëîâèé ÿâëÿåòñÿ ñìåùåí-
íûì (∆[2] = ∆m) ïðè ëþáîì m, òî àñèìïòîòè÷åñêàÿ äèñïåðñèÿ àäàïòèâíîé
îöåíêè σ2

[1] ñîâïàäàåò ñ äèñïåðñèåé îïòèìàëüíîé îöåíêè σ́2
0 äëÿ íåíóëåâîãî

âåêòîðà ñìåùåíèé.
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Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåííàÿ àäàïòèâíàÿ îöåíêà θ̃δ ñî÷åòàåò îöåíèâàíèå
íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà θ(P ) ñ ïðîâåðêîé àïðèîðíûõ óñëîâèé íà íåñìå-
ùåííîñòü, ïðè ýòîì îíà èìååò àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ
äèñïåðñèåé, ñîîòâåòñòâóþùåé íåñìåùåííûì óñëîâèÿì.

Â òðåòüåé ãëàâå ïðîâîäèòñÿ èìèòàöèîííîå ìîäåëèðîâàíèå ïîñòðîåííûõ
â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ îöåíîê ñ öåëüþ èññëåäîâàíèÿ èõ ñâîéñòâ ïðè êîíå÷íûõ
îáúåìàõ íàáëþäåíèé.

Âñå ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïðîâîäèëèñü äëÿ ôóíêöèîíàëîâ, îïðåäå-
ëåííûõ ÷åðåç c-ôóíêöèè íà îñíîâå ïñåâäîñëó÷àéíûõ âûáîðîê èç ñòàí-
äàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ñãåíåðèðîâàííûõ ñðåäñòâàìè ïàêå-
òà Statistica 6.0. Ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíû â âèäå òàáëèö è ãðàôèêîâ, îòîá-
ðàæàþùèõ çíà÷åíèÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèõ îøèáîê áåçóñëîâíûõ, àäàïòèâ-
íûõ, ðåãóëÿðèçîâàííûõ è îïòèìàëüíûõ îöåíîê ôóíêöèîíàëàθ(F ) = θ(Φ) =
Φ(z0), z0 = −1, 1 ïðè ðàçëè÷íûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ è îáúåìàõ èñ-
õîäíûõ âûáîðîê. Äîïîëíèòåëüíûå ôóíêöèîíàëû çàäàâàëèñü â âèäåbs(F ) =
bs(Φ) = Φ(zs).

Àíàëèç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ïîêàçàë:
1. Ðàññìîòðåííûå ïðîöåäóðû óñëîâíîãî îöåíèâàíèÿ ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü

îöåíêè, îáëàäàþùèå ìåíüøèìè ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèìè îøèáêàìè, ÷åì
áåçóñëîâíûå, ïðè êîíå÷íûõ îáúåìàõ íàáëþäåíèé (äî 100 âêëþ÷èòåëüíî),
íåñìîòðÿ íà íåîïðåäåëåííîñòü â çàäàíèè äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè
(2-3 âîçìîæíûõ çíà÷åíèÿ). Â íåêîòîðûõ (íàèëó÷øèõ) ñëó÷àÿõ òî÷íîñòü
ïîñòðîåííûõ îöåíîê îêàçàëàñü â 2-3 ðàçà âûøå, ÷åì ó áåçóñëîâíîé, ïðè
N = 25, è äî 10 ðàç âûøå ïðè N = 100.

2. Ñîãëàñíî ïîëó÷åííûì àíàëèòè÷åñêè âûðàæåíèÿì, ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêàÿ
îøèáêà îöåíîê, ïîñòðîåííûõ ñ ó÷åòîì äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè, çàâè-
ñèò îò âèäà îöåíêè, îáúåìà âûáîðêè è îò "öåííîñòè"èíôîðìàöèè, êîòîðàÿ
îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé êîâàðèàöèè ìåæäó ïîäûíòåãðàëüíûìè ôóíêöèÿ-
ìè ϕ è ψs. Ïðè êîíå÷íûõ îáúåìàõ íàáëþäåíèé çíà÷èòåëüíîå âëèÿíèå íà
òî÷íîñòü óñëîâíûõ îöåíîê îêàçûâàþò è äðóãèå îñîáåííîñòè ïðèâëåêàåìîé
äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè:

à) ×èñëî âîçìîæíûõ çíà÷åíèé êàæäîãî èç ôóíêöèîíàëîâbs(F ) � ÷èñëà ks.
Áîëüøåå êîëè÷åñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèîíàëà ìîæåò òðàêòîâàòüñÿ êàê áîëåå
âûñîêàÿ íåîïðåäåëåííîñòü â èìåþùåéñÿ äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè,
êîòîðàÿ ñóùåñòâåííî óìåíüøàåò âûèãðûø â òî÷íîñòè îöåíèâàíèÿ.

á) Êîëè÷åñòâî ó÷èòûâàåìûõ äîïîëíèòåëüíûõ ôóíêöèîíàëîâ � âåëè÷èíàm.
Êàæäîå èç äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé ñîäåðæèò èíôîðìàöèþ îá îöåíèâà-
åìîì ðàñïðåäåëåíèè, ïðèâëå÷åíèå êîòîðîé ïîçâîëÿåò ñíèçèòü íåîïðåäå-
ëåííîñòü, îáóñëîâëåííóþ ìíîæåñòâåííîñòüþ çàäàííûõ çíà÷åíèé ôóíê-
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öèîíàëîâ, è ïîâûñèòü òî÷íîñòü îöåíîê.
â) Ðàñõîæäåíèå ìåæäó âîçìîæíûìè çíà÷åíèÿìè äîïîëíèòåëüíûõ ôóíêöè-

îíàëîâ � àáñîëþòíûå çíà÷åíèÿ âåëè÷èí ∆st, s = 1,m, t = 1, ks. ×åì
äàëüøå äðóã îò äðóãà ðàñïîëîæåíû çàäàííûå çíà÷åíèÿ, òåì ìåíüøå ÑÊÎ
ïîëó÷åííûõ îöåíîê. Ýòî ñâîéñòâî îáúÿñíÿåòñÿ îñîáåííîñòÿìè ïðèìåíÿå-
ìîãî àëãîðèòìà: äàëåêî ðàñïîëîæåííûå çíà÷åíèÿ ÷åòêî ðàçëè÷èìû, ïîýòî-
ìó èñòèííîå çíà÷åíèå ðàñïîçíàåòñÿ ëó÷øå, õàðàêòåðèñòèêè àäàïòèâíûõ
è ðåãóëÿðèçîâàííûõ îöåíîê ñ ðîñòîì îáúåìà èñõîäíîé âûáîðêè ñõîäÿòñÿ
ê îïòèìàëüíûì çíà÷åíèÿì çíà÷èòåëüíî áûñòðåå. Â ñëó÷àå áëèçêèõ çíà÷å-
íèé ïîâûøåíèå òî÷íîñòè óñëîâíîé îöåíêè ìîæåò áûòü íåçíà÷èòåëüíûì
äàæå ïðè èçâåñòíîì îïòèìàëüíîì êîýôôèöèåíòå.

Ðèñ. 1: CÊÎ îöåíêè θ̃U ïðè m = 2, k1 = 3, k2 = 2
Ãðàôèêè, ïðèâåäåííûå íà ðèñóíêå 1, ïîçâîëÿþò ñðàâíèòü ñðåäíåêâàäðà-
òè÷åñêèå îøèáêè ðåãóëÿðèçîâàííîé îöåíêè θ̃U ñ äâóìÿ äîïîëíèòåëüíûìè
óñëîâèÿìè ïðè 25 è 50 íàáëþäåíèÿõ ñ ÑÊÎ áåçóñëîâíîé è îïòèìàëüíîé
îöåíîê ïðè N = 100 (ïî îñè àáñöèññ óêàçàíû çíà÷åíèÿ z0).

3. Çàìåíà îïòèìàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ ýìïèðè÷åñêèìè îöåíêàìè èõ ãëàâ-
íûõ ÷àñòåé (àäàïòàöèÿ) çàìåòíî óõóäøàåò òî÷íîñòü îöåíîê, îñîáåííî ïðè
íåáîëüøèõ îáúåìàõ íàáëþäåíèé (N = 25). Íåãàòèâíîå âëèÿíèå àäàïòàöèè
óáûâàåò ñ ðîñòîì N , íî ñêîðîñòü óáûâàíèÿ çàâèñèò îò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó
çàäàííûìè çíà÷åíèÿìè äîïîëíèòåëüíûõ ôóíêöèîíàëîâβs1, βs2, . . . , βsks .
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4. Ðåãóëÿðèçàöèÿ îöåíîê íå ñíèæàåò èõ òî÷íîñòü ïî ñðàâíåíèþ ñ àäàïòèâ-
íûìè, à â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïðèâîäèò ê çàìåòíîìó óìåíüøåíèþ ÑÊÎ
îöåíîê.

5. Ïðèìåíåíèå ôîðìóë, ó÷èòûâàþùèõ âîçìîæíûå íåíóëåâûå ñìåùåíèÿ, äà-
æå ê ïîëíîñòüþ íåñìåùåííûì óñëîâèÿì çàìåòíî (íà 5-20%) ñíèæàåò òî÷-
íîñòü îöåíîê ïðè êîíå÷íûõ îáúåìàõ íàáëþäåíèé (äî 100) ïî ñðàâíåíèþ ñ
ðàíåå ðàññìîòðåííûìè óñëîâíûìè îöåíêàìè. Ó÷åò ñìåùåííûõ àïðèîðíûõ
óñëîâèé, â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ, ïðèâîäèò ê îöåíêå äàæå ìåíåå òî÷íîé, ÷åì
áåçóñëîâíàÿ (ïðè óêàçàííûõ îáúåìàõ íàáëþäåíèé). Ãðàôèêè ÑÊÎ îöåíîê,
ó÷èòûâàþùèõ äâà äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿ, îäíî èç êîòîðûõ � ñìåùåí-
íîå, ïðèâåäåíû íà ðèñóíêå 2.

Ðèñ. 2: CÊÎ îöåíêè θ̃δ ïðè m = 2, k1 = k2 = 2 è ðàçíûõ N

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå ìåòîä êîððåëèðîâàííûõ ïðîöåññîâ ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ
ïðèâëå÷åíèÿ äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè î òîì, ÷òî îöåíèâàåìîå ðàñïðåäå-
ëåíèå ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì îòíîñèòåëüíî îäíîé èç íåñêîëüêèõ çàäàííûõ
òî÷åê.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îöåíèâàíèÿ ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà θ(F ) =
MF ϕ(X) =

∫
R1 ϕ(x)dF (x) îò çàäàííîé ñêàëÿðíîé ôóíêöèè ϕ(x) íà R1

ïî ðåçóëüòàòàì N íåçàâèñèìûõ íàáëþäåíèé X1, . . . , XN íàä ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíîé X ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F (x), ñèììåòðè÷íîé îòíîñèòåëüíî
òî÷êè α, ïðèíèìàþùåé îäíî èç m çàäàííûõ çíà÷åíèé: α ∈ {αi}i=1,m è
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F (x) = 1− F (2α− x), ∀x ∈ R1.
Ïðè èçâåñòíîì öåíòðå ñèììåòðèè, òî åñòü ïðè m = 1 è α = α1, äëÿ

îöåíèâàíèÿ θ(F ) ñ ó÷åòîì äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè ïðèìåíÿåòñÿ íåñìå-
ùåííàÿ îöåíêà

θNα=
∫

R1

ϕ(x) + ϕ(2α−x)
2

dFN (x)=
N∑

i=1

[
ϕ(Xi) + ϕ(2α−Xi)

]

2N
(14)

ñ äèñïåðñèåé

DF θNα =
DF ϕ(X)− covF

(
ϕ(X), ϕ(2α−X)

)

2 N
=

σ2
0

N
,

íå ïðåâûøàþùåé äèñïåðñèþ áåçóñëîâíîé ýìïèðè÷åñêîé îöåíêè (çäåñü
FN (x) � ýìïèðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ).

Äëÿ ñëó÷àÿ m > 1, òî åñòü åñëè öåíòð ñèììåòðèè çàäàí ñ òî÷íîñòüþ äî
êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà çíà÷åíèé, ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ïîäõîäà, îñíîâàííûå
íà ìåòîäå êîððåëèðîâàííûõ ïðîöåññîâ, ïðèâîäÿùèå ê äâóì ðàçíûì òèïàì
îöåíîê ïàðàìåòðà θ(F ).

Ñîãëàñíî ïåðâîìó ïîäõîäó, äëÿ êàæäîãî èçm çàäàííûõ çíà÷åíèé öåíòðà
ñèììåòðèè îïðåäåëÿåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ

ψi(x) =
ϕ(x)− ϕ(2αi − x)

2
è âåëè÷èíà ∆i =

∫
R1 ψi(x)dF (x), ïðèíèìàþùàÿ íóëåâîå çíà÷åíèå, åñëè

αi = α. Òàêèì îáðàçîì, èìåþùàÿñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ èíôîðìàöèÿ î ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ ñâîäèòñÿ ê ðàâåíñòâó

m∏

i=1

∆i =
∫

R1

. . .

∫

R1

ψ1(x1) · · ·ψm(xm) dF (x1) · · · dF (xm) = 0. (15)

Åñëè MF ϕ2(X) < ∞, òî îöåíêà θ
(λ∗)
α = θN − λ∗ · UN ñ êîýôôèöèåíòîì

λ∗ =
∑m

i=1 ∆(i) covF (ϕ,ψi)∑m
i=1

(
∆(i)

)2
DF ψi + N−1 Q

,

ãäå

Q =
( m∑

i=1

m∑

j=1
j>i

∆(ij) covF (ψi, ψj)
)2

+
m∑

i=1

m∑

j=1
j>i

(
∆(ij)

)2

DF ψi DF ψj+

+2
m∑

i=1

m∑

j=1
j 6=i

m∑

p6=i
p>j

∆(ij) ∆(ip) DF ψi covF (ψj , ψp) + O(N−1);

∆(i) =
∏m

k 6=i
∆k; ∆(ij) =

∏m

k 6=i,j
∆k,
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ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé ñ òî÷êè çðåíèÿ ìèíèìóìà äèñïåðñèè.
Ñâîéñòâà àäàïòèâíîé îöåíêè θ̂α = θN − λ̂ · UN , ïîëó÷åííîé çàìåíîé

îïòèìàëüíîãî êîýôôèöèåíòà λ∗ íà ýìïèðè÷åñêóþ îöåíêó åãî ãëàâíîé ÷àñòè
λ̂, îïðåäåëÿþòñÿ òåîðåìîé
Òåîðåìà 5 Ïóñòü MF ϕ2(X) < ∞ è

σ2
0 =

1
2

[DF ϕ(X)− covF (ϕ(X), ϕ(2α−X))] > 0.

Òîãäà ïðè N →∞
1. θ̂α

p−→ θ(F )
2. L

(√
N(θ̂α − θ)

)
→ N

(
0, σ2

0

)
, ãäå N

(
0, σ2

0

)
- íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëå-

íèå ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è äèñïåðñèåéσ2
0 .

Îöåíêà θ̂αV = θN − λ̂′ · VN , â êîòîðîé äëÿ îöåíèâàíèÿ óñëîâèÿ (15)
âìåñòî U�ñòàòèñòèêè èñïîëüçóåòñÿ ôóíêöèîíàë Ìèçåñà, îáëàäàåò òàêèìè
æå àñèìïòîòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè.

Âòîðîé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ óñëîâíûõ îöåíîê ôóíêöèîíàëà îò ñèì-
ìåòðè÷íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ìåòîä êîððåëèðîâàííûõ
ïðîöåññîâ ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ îöåíèâàíèÿ öåíòðà ñèììåòðèèα ñ ó÷åòîì äî-
ïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè î åãî âîçìîæíûõ çíà÷åíèÿõ:α ∈ {αi}i=1,m.

Îöåíèâàÿ ôóíêöèîíàë α(F ) = MF X1 =
∫

R1 x dF (x) ïðè óñëîâèè
m∏

i=1

(α− αi) =
∫

R1
. . .

∫

R1
(x1 − α1) . . . (xm − αm) dF (x1) . . . dF (xm) = 0,

ïîëó÷àåì îöåíêó öåíòðà ñèììåòðèè âèäà (2) ñ îïòèìàëüíûì êîýôôèöèåíòîì

γ∗ =
[
a1 +

2 a2
2 DF X

(N − 1) a1

]−1

+ O
(
N−2

)
,

ãäå a1 =
∑m

j=1

∏m
i6=j(α− αi), a2 =

∑m
j=1

∑m
k=1

∏m
i 6=j,k(α− αi).

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ àäàïòèâíàÿ îöåíêà
αN = α̂− γ̂ · Uα, (16)

ïðè DF X = MF (X−α)2 < ∞ è N →∞ ñõîäèòñÿ ê îöåíèâàåìîìó çíà÷åíèþ
áûñòðåå, ÷åì îáû÷íàÿ ýìïèðè÷åñêàÿ îöåíêà:

√
N (αN − α)

p−→ 0.
Ïîäñòàâëÿÿ (16) âìåñòî íåèçâåñòíîãî öåíòðà ñèììåòðèèα â (14), ïîëó÷èì

îöåíêó
θ̂αN

=
1

2N

∑N

i=1

[
ϕ(Xi) + ϕ(2αN −Xi)

]
, (17)

àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà êîòîðîé ñîâïàäàþò ñî ñâîéñòâàìè îöåíîê ïåðâîãî
òèïà, åñëè ôóíêöèÿ ϕ(x) íåïðåðûâíà â îêðåñòíîñòè òî÷êèα è èìååò íåïðå-
ðûâíûå ïðîèçâîäíûå äî âòîðîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî, MF ϕ2(X) < ∞,
MF ϕ′(X) < ∞, MF ϕ′′(X) < ∞.
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Èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ îöåíîê ïðè êîíå÷íûõ îáúåìàõ íàáëþäåíèé ïðîâî-
äèëîñü ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ â ñèñòåìå Statistica 6.0, ïðè
êîòîðîì àäàïòèâíûå îöåíêè ïåðâîãî è âòîðîãî òèïîâ ñðàâíèâàëèñü ñ áåç-
óñëîâíîé è îöåíêîé ñ èçâåñòíûì öåíòðîì ñèììåòðèè, âû÷èñëåííûìè äëÿ
ôóíêöèîíàëà θ(F ) =

∫
R1 ex dF (x) è ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäå-

ëåíèÿ ñ ó÷åòîì äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè î äâóõ èëè òðåõ âîçìîæíûõ
çíà÷åíèÿõ öåíòðà ñèììåòðèè.

Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî ðàçëè÷èÿ â òî÷íîñòè óñëîâíûõ
îöåíîê, îáóñëîâëåííûå èõ âèäîì è âëèÿíèåì àäàïòàöèè, áûñòðî óìåíüøàþò-
ñÿ ñ ðîñòîì îáúåìà íàáëþäåíèé è ñòàíîâÿòñÿ íåñóùåñòâåííûìè ïðèN > 50.
Íà ðèñóíêå 3 ïðèâåäåíû ãðàôèêè ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèõ îøèáîê ðàññìîò-

Ðèñ. 3: NCKO ðàçíûõ îöåíîê äëÿ N = 100

ðåííûõ îöåíîê äëÿ N = 100 è äâóõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé öåíòðà ñèììåòðèè:
α ∈ {α1, α2}, ãäå α1 = α = 0, à âåëè÷èíà α2, îòîáðàæåííàÿ ïî îñè àáñöèññ,
ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â äèàïàçîíå [−1.5, 1.5].

Â ïðèëîæåíèÿõ ïðèâåäåíû òàáëèöû ñ äàííûìè, ïîëó÷åííûìè â ðåçóëü-
òàòå èìèòàöèîííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, îïèñàííîãî â òðåòüåé è ÷åòâåðòîé ãëà-
âàõ ðàáîòû.
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ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÂÛÂÎÄÛ È ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ ÐÀÁÎÒÛ

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìîòðåíà çàäà÷à óñëîâíîãî îöåíèâàíèÿ ôóíê-
öèîíàëà ïðè íàëè÷èè ìíîãîçíà÷íîñòè è ñìåùåíèé â àïðèîðíûõ óñëîâèÿõ.
Ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:
1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è îáîáùåíà íà ñëó÷àé ðàçíîãî êîëè÷åñòâà âîçìîæíûõ

çíà÷åíèé äîïîëíèòåëüíûõ ôóíêöèîíàëîâ.
2. Äëÿ íåñìåùåííûõ àïðèîðíûõ óñëîâèé íàéäåíû îïòèìàëüíûå â ñìûñëå

ìèíèìóìà ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîé îøèáêè îöåíêè äâóõ òèïîâ � íà îñíîâå
U�ñòàòèñòèê è ôóíêöèîíàëîâ Ìèçåñà è ñîîòâåòñòâóþùèå àäàïòèâíûå
îöåíêè � àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíûå è ñõîäÿùèåñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ
ê îïòèìàëüíûì.

3. Ìåòîäîì êóñî÷íî-ãëàäêîé àïïðîêñèìàöèè îöåíîê ïîñòðîåíû ðåãóëÿðè-
çîâàííûå îöåíêè, ñõîäÿùèåñÿ ê îöåíèâàåìîìó çíà÷åíèþ ôóíêöèîíàëà â
ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì.

4. Äëÿ àïðèîðíûõ óñëîâèé ñî ñìåùåíèÿìè ïîñòðîåíà àäàïòèâíàÿ îöåíêà,
àñèìïòîòè÷åñêàÿ äèñïåðñèÿ êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò íåñìåùåííûì óñëî-
âèÿì, åñëè îíè ïðèñóòñòâóþò. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè íàëè÷èè ñìåùåíèÿ íå
áîëåå ÷åì â îäíîì óñëîâèè ýòà îöåíêà ýêâèâàëåíòíà îïòèìàëüíîé (â
ñìûñëå ñëàáîé ñõîäèìîñòè), à åñëè âñå àïðèîðíûå óñëîâèÿ èìåþò ñìå-
ùåíèÿ, åå ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñîâïàäàåò ñ ðàñïðåäåëåíèåì áåç-
óñëîâíîé îöåíêè.

5. Èìèòàöèîííîå ìîäåëèðîâàíèå â ñèñòåìå Statistica 6.0 ïîêàçàëî, ÷òî èñ-
ñëåäóåìûå àëãîðèòìû óñëîâíîãî îöåíèâàíèÿ ïðè êîíå÷íûõ îáúåìàõ íà-
áëþäåíèé (äî 100) ïîçâîëÿþò ñóùåñòâåííî (äî 10 ðàç) ïîâûñèòü òî÷íîñòü
îöåíîê ïðè íåñìåùåííûõ àïðèîðíûõ óñëîâèÿõ, íåñìîòðÿ íà ìíîãîçíà÷-
íîñòü â ïðèâëåêàåìîé èíôîðìàöèè.
Ñðàâíåíèå äîàñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâ îöåíîê ïðè ðàçíûõ ðàñïðåäåëå-
íèÿõ è ïîäûíòåãðàëüíûõ ôóíêöèÿõ, à òàêæå äåòàëüíîå èññëåäîâàíèå
ñâîéñòâ îöåíîê ñî ñìåùåíèÿìè â àïðèîðíûõ óñëîâèÿõ íå ïðîâîäèëîñü
âñëåäñòâèå òåõíè÷åñêîé ñëîæíîñòè. Ýòè âîïðîñû òðåáóþò äîïîëíèòåëü-
íûõ èññëåäîâàíèé ñ ïðèìåíåíèåì äðóãîãî ïðîãðàììíîãî è àïïàðàòíîãî
îáåñïå÷åíèÿ.

6. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è óñëîâíîãî îöåíèâàíèÿ ôóíêöèîíàëà îò ñèììåòðè÷-
íîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñ öåíòðîì ñèììåòðèè, çàäàííûì ñ òî÷íî-
ñòüþ äî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà çíà÷åíèé, ïîñòðîåíû àäàïòèâíûå îöåí-
êè, àñèìïòîòè÷åñêèå ðàñïðåäåëåíèÿ êîòîðûõ ñîâïàäàþò ñ ïðåäåëüíûì
ðàñïðåäåëåíèåì îöåíêè ñ èçâåñòíûì öåíòðîì ñèììåòðèè. Ïðîâåäåííîå
èìèòàöèîííîå ìîäåëèðîâàíèå ïîêàçàëî, ÷òî äëÿ âûáðàííûõ óñëîâèé ðàç-
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ëè÷èÿ â òî÷íîñòè ïîñòðîåííûõ îöåíîê ñòàíîâÿòñÿ íåñóùåñòâåííûìè ïðè
N > 50.
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