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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèé. Ïðîãðåññ êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ êàê ìàòåìàòè-
÷åñêîé îñíîâû ôèçèêè ôóíäàìåíòàëüíûõ âçàèìîäåéñòâèé áûë âñåãäà íåðàçðûâíî ñâÿçàí ñ
ðàçðàáîòêîé îáùèõ ìåòîäîâ êâàíòîâàíèÿ. Òàê, ñîçäàíèå â êîíöå 40-õ � íà÷àëå 50-õ ãîäîâ
ïðîøëîãî âåêà êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèêè ïîðîäèëî êîíöåïöèþ ôåéíìàíîâñêîãî èíòåãðàëà
ïî òðàåêòîðèÿì, à îòêðûòèå íåàáåëåâûõ êàëèáðîâî÷íûõ òåîðèé è ïîñòðîåíèå íà èõ îñíî-
âå òåîðåòèêî-ïîëåâûõ ìîäåëåé ñèëüíîãî è ýëåêòðîñëàáîãî âçàèìîäåéñòâèé ïðèäàëî ìîùíûé
èìïóëüñ ðàçâèòèþ îáùèõ ìåòîäîâ êâàíòîâàíèÿ ñèñòåì ñî ñâÿçÿìè. Âàæíûì øàãîì íà ýòîì
ïóòè ÿâèëîñü îïðåäåëåíèå Ôàääååâûì è Ïîïîâûì êîíòèíóàëüíîãî èíòåãðàëà äëÿ ïîëåé ßíãà-
Ìèëëñà, âîâëåêàþùåãî íàðÿäó ñ èñõîäíûìè ïîëåâûìè ïåðåìåííûìè äîïîëíèòåëüíûå íåôè-
çè÷åñêèå ïîëÿ (ä�óõè), à òàêæå îòêðûòèå Áåêêè, Ðóý, Ñòîðà è Òþòèíûì (ÁÐÑÒ) ãëîáàëüíîé
ôåðìèîííîé ñèììåòðèè, ñìåøèâàþùåé êàëèáðîâî÷íûå ïîëÿ ñ ä�óõàìè Ôàääååâà-Ïîïîâà. Îò-
êðûòèå ÁÐÑÒ-ñèììåòðèè ñòàëî ïðîëîãîì ê ðàçðàáîòêå ìåòîäîâ îáîáùåííîãî êàíîíè÷åñêî-
ãî êâàíòîâàíèÿ Áàòàëèíà-Âèëêîâûñêîãî-Ôðàäêèíà è ëàãðàíæåâîãî êâàíòîâàíèÿ Áàòàëèíà-
Âèëêîâûñêîãî, ñîñòàâëÿþùèõ òåïåðü îñíîâó îáùåé ÁÐÑÒ-òåîðèè.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ÁÐÑÒ-òåîðèÿ ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ìîùíûì è óíèâåðñàëüíûì ìåòîäîì
êâàíòîâàíèÿ êàëèáðîâî÷íûõ òåîðèé. Ïîìèìî ñîáñòâåííî çàäà÷è êâàíòîâàíèÿ, äàííûé ìåòîä
îêàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíûì â òåîðèè ïåðåíîðìèðîâîê, ïðè àíàëèçå àíîìàëèé, à òàêæå êàê èí-
ñòðóìåíò ïîñòðîåíèÿ ñîâìåñòíûõ âçàèìîäåéñòâèé â êàëèáðîâî÷íûõ ìîäåëÿõ. Çàìåòåí ðîñò
èíòåðåñà ê èñïîëüçîâàíèþ ÁÐÑÒ-ìåòîäîâ è â ðÿäå ðàçäåëîâ ìàòåìàòèêè, îñîáåííî â çàäà÷àõ,
ñâÿçàííûõ ñ äåôîðìàöèåé àëãåáðàè÷åñêèõ ñòðóêòóð (êâàíòîâûå ãðóïïû è àëãåáðû, äåôîðìà-
öèîííîå êâàíòîâàíèå è ïð.). Ïðàêòè÷åñêè âñå íàèáîëåå âàæíûå, ñ ñîâðåìåííîé òî÷êè çðåíèÿ,
àëãåáðàè÷åñêèå ñòðóêòóðû ìîãóò áûòü àäåêâàòíî ñôîðìóëèðîâàíû èëè ðåèíòåðïðåòèðîâàíû
íà ÿçûêå ïðîèçâîäÿùèõ óðàâíåíèé ÁÐÑÒ-àëãåáðû äëÿ ïîäõîäÿùèõ êàëèáðîâî÷íûõ ñèñòåì.
Àêòèâíîå ïðîíèêíîâåíèå ìåòîäîâ ÁÐÑÒ-òåîðèè è ñâÿçàííîé ñ íåé ãîìîëîãè÷åñêîé àëãåáðû
â ðàçëè÷íûå ðàçäåëû òåîðåòè÷åñêîé è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè ïðèâåëî äàæå ê ïîÿâëåíèþ
òåðìèíà �êîãîìîëîãè÷åñêàÿ ôèçèêà�.

Ìîæíî êîíñòàòèðîâàòü, ÷òî ñîâðåìåííûé ýòàï ðàçâèòèÿ êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ õàðàêòå-
ðèçóåòñÿ âñå áîëüøèì ñìåùåíèåì àêöåíòà â ñòîðîíó ðàçðàáîòêè íåïåðòóðáàòèâíûõ ìåòîäîâ
àíàëèçà êëàññè÷åñêîé è êâàíòîâîé äèíàìèêè ïîëåé ñ íåòðèâèàëüíîé ãåîìåòðèåé ôîíîâîãî,
êîíôèãóðàöèîííîãî èëè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Íåóäèâèòåëüíî, ÷òî äâèæåíèå â ýòîì íà-
ïðàâëåíèè ñîïðîâîæäàåòñÿ èíòåíñèâíûì ïðèìåíåíèåì ñàìûõ ñîâðåìåííûõ èäåé è êîíñòðóê-
öèé äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè, ãîìîëîãè÷åñêîé àëãåáðû, àëãåáðàè÷åñêîé òîïîëîãèè è
èõ ñèíòåçîì ñ ìåòîäàìè ÁÐÑÒ-òåîðèè. Ñðåäè íàèáîëåå âîñòðåáîâàííûõ ìåòîäîâ, èìåþùèõ
íåïîñðåäñòâåííîå îòíîøåíèå ê çàäà÷àì íåïåðòóðáàòèâíîé êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ, ñëåäóåò
âûäåëèòü ìåòîä äåôîðìàöèîííîãî êâàíòîâàíèÿ.

Êîíöåïöèÿ äåôîðìàöèîííîãî êâàíòîâàíèÿ, âîçíèêøàÿ â 70-õ ãîäàõ ïðîøëîãî âåêà êàê
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ìàòåìàòè÷åñêè ñòðîãàÿ è ïîñëåäîâàòåëüíàÿ ñõåìà êâàíòîâàíèÿ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ñ íåëè-
íåéíûì ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì, ïîëó÷èëà áóðíîå ðàçâèòèå â òå÷åíèå ïîñëåäíèõ äâàäöàòè
ëåò è ÿâëÿåòñÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ àêòèâíûì ïîëåì èññëåäîâàíèé êàê ìàòåìàòèêîâ, òàê è
ôèçèêîâ-òåîðåòèêîâ. Ñðåäè ïîñëåäíèõ ÿðêèõ äîñòèæåíèé â ýòîé îáëàñòè ìîæíî îòìåòèòü
êîíñòðóêöèþ äåôîðìàöèîííîãî êâàíòîâàíèÿ Ôåäîñîâà ñèìïëåêòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé, à
òàêæå îáùóþ ñõåìó äåôîðìàöèîííîãî êâàíòîâàíèÿ ïóàññîíîâûõ ìíîãîîáðàçèé, ïðåäëîæåí-
íóþ Êîíöåâè÷åì. Ïîìèìî ðåøåíèÿ ñîáñòâåííî ïðîáëåìû êâàíòîâàíèÿ òåîðèé ñ íåëèíåéíûì
ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì, ìíîãèå ðàçâèâàåìûå â ýòîé îáëàñòè èäåè è ìåòîäû íàõîäÿò ïðèìå-
íåíèå è â äðóãèõ (ñóùåñòâåííî îòëè÷íûõ ïî õàðàêòåðó) çàäà÷àõ òåîðåòè÷åñêîé è ìàòåìàòè-
÷åñêîé ôèçèêè, â ÷àñòíîñòè, ÿâëÿþòñÿ ýôôåêòèâíûì èíñòðóìåíòîì ïîñòðîåíèÿ íîâûõ ôè-
çè÷åñêèõ ìîäåëåé. Ñðåäè ïîñëåäíèõ ìîæíî óïîìÿíóòü âèòòåíîâñêóþ ôîðìóëèðîâêó ïîëåâîé
òåîðèè ñòðóí, êàëèáðîâî÷íûå òåîðèè íà íåêîììóòàòèâíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, ìîäåëè âçàèìî-
äåéñòâèÿ ïîëåé âûñøèõ ñïèíîâ. Â ýòîì ñâîåì àñïåêòå òåîðèÿ äåôîðìàöèîííîãî êâàíòîâàíèÿ
òåñíî ïåðåïëåòàåòñÿ ñ ìàòåìàòè÷åñêèìè êîíñòðóêöèÿìè íåêîììóòàòèâíîé ãåîìåòðèè Êîííý,
ÿâëÿþùåéñÿ íåòðèâèàëüíûì è ìíîãîîáåùàþùèì îáîáùåíèåì êëàññè÷åñêîãî äèôôåðåíöè-
àëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ íà ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ.

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ïåðåõîä îò ìåõàíè÷åñêèõ ê òåîðåòèêî-ïîëåâûì ìîäåëÿì, ò. å. ñèñòå-
ìàì ñ áåñêîíå÷íîìåðíûì ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì, ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ðåøåíèÿ ðÿäà
âîïðîñîâ, âûõîäÿùèõ çà ðàìêè ôîðìàëüíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ïðîöåäóðû äåôîðìàöèîííîãî
êâàíòîâàíèÿ. Íàëè÷èå êâàíòîâûõ ðàñõîäèìîñòåé, íàïðèìåð, äåëàåò íåòðèâèàëüíûì âîïðîñ
î âûáîðå ïðàâèëüíîé ñõåìû êâàíòîâàíèÿ äàæå äëÿ ïîëåé ñ ïðîñòîé ãåîìåòðèåé ôàçîâîãî ïðî-
ñòðàíñòâà. Ñ÷èòàåòñÿ îáùåïðèíÿòûì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîå êâàíòîâàíèå òåîðåòèêî-ïîëåâûõ
ìîäåëåé äîëæíî îñíîâûâàòüñÿ íà ïðåäñòàâëåíèè îïåðàòîðîâ ðîæäåíèÿ-óíè÷òîæåíèÿ, ò. å.
âèêîâñêîì ñèìâîëå äëÿ ïîëåâûõ îïåðàòîðîâ. Ê ñîæàëåíèþ, äëÿ áîëüøèíñòâà ôèçè÷åñêèõ
ìîäåëåé òàêîå ïðåäñòàâëåíèå èçâåñòíî ëèøü íà óðîâíå ñâîáîäíûõ ïîëåé, à âêëàä âçàèìî-
äåéñòâèÿ ó÷èòûâàåòñÿ ïåðòóðáàòèâíî. Íåñìîòðÿ íà èçâåñòíûå äîñòèæåíèÿ ïåðòóðáàòèâíîé
òåîðèè ïîëÿ, òàêîå ðàçëîæåíèå íà ñâîáîäíóþ ÷àñòü è âçàèìîäåéñòâèå íå âñåãäà àäåêâàò-
íî ôèçè÷åñêîé ñèòóàöèè, òàê êàê ìîæåò ðàçðóøàòü ôóíäàìåíòàëüíûå ñèììåòðèè èñõîäíîé
êëàññè÷åñêîé ìîäåëè. Âàæíûìè ïðèìåðàìè òàêîãî ðîäà òåîðèé ìîãóò ñëóæèòü íåëèíåéíûå
ñèãìà-ìîäåëè è, â ÷àñòíîñòè, ñòðóíû â ïðîñòðàíñòâå àíòè-äå Ñèòòåðà. Ñòàíäàðòíîå ðàçëî-
æåíèå ïî ìåòîäó êîâàðèàíòíîãî ôîíîâîãî ïîëÿ íàä ïëîñêèì ôîíîì ïðèâîäèò ê ñïîíòàííîìó
íàðóøåíèþ ñèììåòðèé ñèãìà-ìîäåëè, ÷òî äåëàåò, íàïðèìåð, ïðèíöèïèàëüíî íåâîçìîæíûì
ïðÿìîå îòîæäåñòâëåíèå ñïåêòðà ýëåìåíòàðíûõ âîçáóæäåíèé ñòðóíû ñ èçâåñòíûì ñïåêòðîì
ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö â ïðîñòðàíñòâå àíòè-äå Ñèòòåðà, à òàêæå îñòàâëÿåò îòêðûòûì âîïðîñ
î òî÷íîì (íåïåðòóðáàòèâíîì) çíà÷åíèè êðèòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ òåîðèè. Êëàññ âèêîâñêèõ
ñèìâîëîâ ÿâëÿåòñÿ, òàêèì îáðàçîì, âûäåëåííûì ñ òî÷êè çðåíèÿ êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ è
çàñëóæèâàåò äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ â ñòîðîíó íåïåðòóðáàòèâíîãî ó÷åòà ãëîáàëüíîé ãåîìåò-
ðèè ïîëåé â ñóùåñòâåííî íåëèíåéíûõ ìîäåëÿõ è ñèñòåìàõ ñî ñâÿçÿìè. Ðåøåíèå ýòèõ çàäà÷,
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ïî-âèäèìîìó, íåâîçìîæíî áåç ãëóáîêîãî ñèíòåçà ìåòîäîâ äåôîðìàöèîííîãî êâàíòîâàíèÿ è
ÁÐÑÒ-òåîðèè.

Åùå îäíîé âûðàæåííîé òåíäåíöèåé ðàçâèòèÿ ñîâðåìåííîé òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè âûñî-
êèõ ýíåðãèé ÿâëÿåòñÿ âñå âîçðàñòàþùèé èíòåðåñ ê êàëèáðîâî÷íûì òåîðèÿì, êëàññè÷åñêèå
óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ êîòîðûõ íå äîïóñêàþò åñòåñòâåííîé âàðèàöèîííîé ôîðìóëèðîâêè, ò.
å. íå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç ïðèíöèïà íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ. Ñðåäè íàèáîëåå ôóíäàìåí-
òàëüíûõ ìîäåëåé òàêîãî ðîäà ñòîèò îòìåòèòü ñàìîäóàëüíûå ïîëÿ ßíãà-Ìèëëñà, êèðàëüíûå
áîçîíû, óðàâíåíèÿ Äîíàëüäñîíà-Óëåíáåê-ßó, ðàçëè÷íûå ìíîãîìåðíûå êîíôîðìíûå òåîðèè
ïîëÿ ñ ðàñøèðåííîé ñóïåðñèììåòðèåé, óðàâíåíèÿ Çàéáåðãà-Âèòòåíà, òåîðèè áåçìàññîâûõ ïî-
ëåé âûñøèõ ñïèíîâ, à òàêæå óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå ñàìîñîãëàñîâàííóþ äèíàìèêó ÷àñòèö
ñòðóí è áðàí âî âíåøíèõ äèíàìè÷åñêèõ ïîëÿõ. Îòñóòñòâèå âàðèàöèîííîé ôîðìóëèðîâêè äëÿ
ýòèõ ìîäåëåé äåëàåò ïðèíöèïèàëüíî íåâîçìîæíûì íåïîñðåäñòâåííîå ïðèìåíåíèå ñòàíäàðò-
íûõ ðåöåïòîâ êâàíòîâàíèÿ (îïåðàòîðíîãî ÁÂÔ èëè êîâàðèàíòíîãî ÁÂ), ïîýòîìó îáû÷íûé
ïîäõîä ê êâàíòîâàíèþ òàêèõ òåîðèé ñîñòîèò â êîíâåðñèè èñõîäíîé íåëàãðàíæåâîé äèíàìèêè
â ëàãðàíæåâó ïóòåì ââåäåíèÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû âñïîìîãàòåëüíûõ ïîëåé. Âñïîìîãàòåëüíûå
ïîëÿ ââîäÿòñÿ òàê, ÷òîáû ýôôåêòèâíàÿ ëàãðàíæåâà òåîðèÿ áûëà äèíàìè÷åñêè ýêâèâàëåíò-
íà èñõîäíîé (íåëàãðàíæåâîé) òåîðèè (ò. å. ÷òîáû âñïîìîãàòåëüíûå ïîëÿ âõîäèëè â òåîðèþ
ëèáî ÷èñòî àëãåáðàè÷åñêè è èñêëþ÷àëèñü íà óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ, ëèáî îêàçûâàëèñü ÷è-
ñòî êàëèáðîâî÷íûìè ìîäàìè). Õîòÿ â íåêîòîðûõ ïðîñòûõ ñëó÷àÿõ òàêîé ïîäõîä îêàçûâàåòñÿ
äåéñòâèòåëüíî ýôôåêòèâíûì, âûáîð âñïîìîãàòåëüíûõ ïîëåé, à òàêæå âêëþ÷åíèå èõ â èñõîä-
íóþ (íåëàãðàíæåâó) äèíàìèêó äî ñèõ ïîð îñòàåòñÿ â áîëüøåé ñòåïåíè èñêóññòâîì íåæåëè
êîíñòðóêòèâíîé ïðîöåäóðîé. Ïîêàçàòåëüíûì ïðèìåðîì çäåñü ìîæåò ñëóæèòü òåîðèÿ áåç-
ìàññîâûõ ïîëåé âûñøèõ ñïèíîâ. Òàê, íà ñâîáîäíîì óðîâíå ñîñòàâ âñïîìîãàòåëüíûõ ïîëåé è
ñîîòâåòñòâóþùèå ëàãðàíæèàíû áûëè íàéäåíû åùå â 70-x ãîäàõ Ôðîíñäàëîì. Â òî æå âðåìÿ
èäåíòèôèêàöèÿ ïîëíîãî íàáîðà âñïîìîãàòåëüíûõ ïîëåé äëÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé âûñøèõ
ñïèíîâ (óðàâíåíèé Âàñèëüåâà) äî ñèõ ïîð îñòàåòñÿ îòêðûòîé ïðîáëåìîé. Óêàçàííûå òðóä-
íîñòè äåëàþò àêòóàëüíîé ðàçðàáîòêó îáùèõ ìåòîäîâ êâàíòîâàíèÿ íåëàãðàíæåâûõ êàëèáðî-
âî÷íûõ òåîðèé, êîòîðûå âûâîäèëè áû èçâåñòíûå ñõåìû ÁÂ- è ÁÂÔ-ÁÐÑÒ-êâàíòîâàíèé çà
ðàìêè âàðèàöèîííîé äèíàìèêè.

Îñíîâíûå öåëè è çàäà÷è ðàáîòû. Èñõîäÿ èç îïèñàííîãî âûøå îáùåãî êîíòåêñòà ðàç-
âèòèÿ ñîâðåìåííîé òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè âûñîêèõ ýíåðãèé è èìåþùåãîñÿ êðóãà íåðåøåí-
íûõ ïðîáëåì â äàííîé äèññåðòàöèè áûëè ïîñòàâëåíû ñëåäóþùèå êîíêðåòíûå öåëè è çàäà÷è:
ñôîðìóëèðîâàòü êîâàðèàíòíóþ ïðîöåäóðó âèêîâñêîãî êâàíòîâàíèÿ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ñ
íåëèíåéíîé ãåîìåòðèåé ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà è/èëè ñâÿçÿìè; îáîáùèòü ñõåìó äåôîðìàöè-
îííîãî êâàíòîâàíèÿ Ôåäîñîâà íà øèðîêèé êëàññ íåðåãóëÿðíûõ ñêîáîê Ïóàññîíà, àññîöèèðî-
âàííûõ ñ ñèìïëåêòè÷åñêèìè àëãåáðîèäàìè Ëè; ðàçðàáîòàòü ìåòîäû ïîëó÷åíèÿ, èññëåäîâàíèÿ
è ïåðåíîðìèðîâêè ýôôåêòèâíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ïðîòÿæåííûõ ðåëÿòèâèñòñêèõ îáúåê-
òîâ (áðàí) ñ ó÷åòîì ðåàêöèè èçëó÷åíèÿ; ïîñòðîèòü è ïðîêâàíòîâàòü ðåëÿòèâèñòñêèå ìîäåëè
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÷àñòèö âûñøèõ ñïèíîâ â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè; îáîáùèòü ìåòî-
äû ÁÐÑÒ-êâàíòîâàíèÿ íà ñëó÷àé íåëàãðàíæåâûõ è íåãàìèëüòîíîâûõ êàëèáðîâî÷íûõ ñèñòåì
îáùåãî âèäà, à òàêæå îòðàáîòàòü ïðàêòèêó ïðèìåíåíèÿ ýòèõ ìåòîäîâ â ðÿäå àêòóàëüíûõ
ìîäåëåé òåîðèè ïîëÿ; ðàçðàáîòàòü òåîðèþ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êëàññîâ êàëèáðîâî÷íûõ ñè-
ñòåì êàê èíñòðóìåíòà èññëåäîâàíèÿ ãëîáàëüíîé ãåîìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðû êàëèáðîâî÷íîé
äèíàìèêè è êâàíòîâûõ àíîìàëèé.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû. Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû
äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ îðèãèíàëüíûìè è ïîëó÷åíû âïåðâûå. Â ÷àñòíîñòè, àâòîðó ïðèíàä-
ëåæèò îáîáùåíèå ìåòîäîâ ÁÂ- è ÁÂÔ-ÁÐÑÒ-êâàíòîâàíèé íà íåëàãðàíæåâû è íåãàìèëüòî-
íîâû êàëèáðîâî÷íûå òåîðèè îáùåãî âèäà. Äàííîå îáîáùåíèå ñóùåñòâåííî ðàñøèðÿåò êëàññ
êàëèáðîâî÷íûõ òåîðèé, äîïóñêàþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîå êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîå îïèñàíèå. Â
ðàáîòå âïåðâûå ïîñòðîåíî ÁÐÑÒ-êâàíòîâàíèå êâàçèñèìïëåêòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé, à òàêæå
âèêîâñêîå îáîáùåíèå äåôîðìàöèîííîãî êâàíòîâàíèÿ Ôåäîñîâà. Óêàçàíû êîíêðåòíûå ñïî-
ñîáû ïðèëîæåíèÿ êîâàðèàíòíîé âèêîâñêîé òåõíèêè ê ïðîáëåìå êâàíòîâàíèÿ íåëèíåéíûõ
ñèãìà-ìîäåëåé, äèíàìè÷åñêèì ñèñòåìàì íà ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ è íåêîììóòàòèâíîé
òåîðèè ïîëÿ. Ïðåäëîæåíà íîâàÿ ìîäåëü ñïèíîâîé ÷àñòèöû, ñïîñîáíàÿ åäèíîîáðàçíî îïè-
ñûâàòü ÷àñòèöû ïðîèçâîëüíîãî ñïèíà â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè.
Ïîêàçàíî, ÷òî, â îòëè÷èå îò ðàíåå èçâåñòíûõ ìîäåëåé, äàííàÿ ìîäåëü ñïèíîâîé ÷àñòèöû
äîïóñêàåò íåïðîòèâîðå÷èâîå âçàèìîäåéñòâèå ñ ãðàâèòàöèîííûìè è ýëåêòðîìàãíèòíûìè ïî-
ëÿìè îáùåãî âèäà. Ðàçðàáîòàíà òåîðèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êëàññîâ êàëèáðîâî÷íûõ ñèñòåì.
Áóäó÷è ãëîáàëüíûìè èíâàðèàíòàìè êàëèáðîâî÷íîé äèíàìèêè, õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êëàññû
ÿâëÿþòñÿ ïîòåíöèàëüíî âàæíûìè îáúåêòàìè ïðè èññëåäîâàíèè íåïåðòóðáàòèâíûõ ýôôåê-
òîâ â ñóùåñòâåííî íåëèíåéíûõ òåîðèÿõ, à òàêæå â çàäà÷àõ î ïîñòðîåíèè ñîâìåñòíûõ âçàè-
ìîäåéñòâèé è èññëåäîâàíèè êâàíòîâûõ àíîìàëèé. Âïåðâûå ñôîðìóëèðîâàí îáùèé êðèòåðèé
êëàññè÷åñêîé ïåðåíîðìèðóåìîñòè òåîðåòèêî-ïîëåâîé ìîäåëè ñ ñèíãóëÿðíûìè èñòî÷íèêàìè,
ïðåäëîæåí êîâàðèàíòíûé ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè ðàñõîäèìîñòåé è âûâåäåíû ðàíåå íåèçâåñò-
íûå ýôôåêòèâíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ðåëÿòèâèñòñêèõ ÷àñòèö è áðàí ñ ó÷åòîì ðåàêöèè
èçëó÷åíèÿ. Ïîëó÷åííûå àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ äëÿ ñèëû ðåàêöèè èçëó÷åíèÿ ìîãóò
áûòü íåïîñðåäñòâåííî èñïîëüçîâàíû è äëÿ îïèñàíèÿ ýôôåêòèâíîé äèíàìèêè ìàêðîñêîïè÷å-
ñêèõ çàðÿæåííûõ îáúåêòîâ, äîïóñêàþùèõ àïïðîêñèìàöèþ ñèíãóëÿðíûìè òîêàìè.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû, èçëîæåííûå â äèññåðòàöèè, íåîäíîêðàòíî äîêëàäûâà-
ëèñü è îáñóæäàëèñü íà ñåìèíàðàõ îòäåëåíèÿ òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè ÔÈ ÐÀÍ, ãðóïïû ìàòå-
ìàòè÷åñêîé ôèçèêè ÈÒÝÔ, ëàáîðàòîðèè òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè ÎÈßÈ, îòäåëåíèÿ òåîðåòè-
÷åñêîé è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè Áðþññåëüñêîãî óíèâåðñèòåòà, â Ìåæäóíàðîäíîì èíñòèòóòå
ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè èì. Ý. Øðåäèíãåðà (Âåíà), à òàêæå íà ñåìèíàðàõ êàôåäð òåîðåòè÷å-
ñêîé ôèçèêè è êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ Òîìñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà. Îñíîâíûå
ðåçóëüòàòû áûëè òàêæå ïðåäñòàâëåíû íà 20 ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ è ñåìèíàðàõ,
âêëþ÷àÿ êîíôåðåíöèè ïàìÿòè À.Ä. Ñàõàðîâà (Ìîñêâà, ÔÈ ÐÀÍ, 1996, 2002 ãã.), Ïåòðîâñêèå
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÷òåíèÿ (Êàçàíü, 2000-2007 ãã.), êîíôåðåíöèè �Theories of Fundamental Interactions� (Ìàé-
íóò, Èðëàíäèÿ, 1995 ã.), �Supersymmetry and Quantum Symmetries� (Äóáíà, ÎÈßÈ, 1995-
1997 ãã.), �Supersymmetry and Quantum Field Theory� (Õàðüêîâ, 2000 ã.), �Theoretical and
Experimental problems of General Relativity and Gravity� (Òîìñê, 2002 ã.), �Quantum Fields
and Strings� (Äîìáàé, Ðîññèÿ, 2003 ã.), "Classical and Quantum Integrable Systems"(Äóáíà,
2004 ã.), �International Conference on Theoretical Physics� (Ìîñêâà, ÔÈ ÐÀÍ, 2005 ã.), �Poisson
Sigma Models, Lie Algebroids, Deformations and Higher Analogues� (Âåíà, 2007 ã.).

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâó äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿþò ðåçóëüòàòû, îïóáëèêîâàííûå â 30 íàó÷-
íûõ ñòàòüÿõ, óêàçàííûõ â êîíöå àâòîðåôåðàòà.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ñåìè ãëàâ îñíîâ-
íîãî ñîäåðæàíèÿ, çàêëþ÷åíèÿ, äâóõ ïðèëîæåíèé è ñïèñêà öèòèðóåìîé ëèòåðàòóðû èç 321 íà-
èìåíîâàíèÿ. Ìàòåðèàë èçëîæåí íà 229 ñòðàíèöàõ, íàáðàííûõ â èçäàòåëüñêîé ñèñòåìå LATEX.

ÊÐÀÒÊÎÅ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÄÈÑÑÅÐÒÀÖÈÈ

Âî Ââåäåíèè ôîðìóëèðóþòñÿ îñíîâíûå öåëè è çàäà÷è äèññåðòàöèè â êîíòåêñòå ðàçâèòèÿ
ñîâðåìåííîé êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ, à òàêæå äàåòñÿ êðàòêèé îáçîð êëþ÷åâûõ ðåçóëüòàòîâ
ðàáîòû è ìåòîäîâ èõ ïîëó÷åíèÿ.

ÃËÀÂÀ I. Äåôîðìàöèîííîå êâàíòîâàíèå âèêîâñêîãî òèïà
Êîíöåïöèÿ äåôîðìàöèîííîãî êâàíòîâàíèÿ, îñíîâû êîòîðîé áûëè çàëîæåíû â ðàáîòàõ Áå-

ðåçèíà, à òàêæå ôðàíöóçñêîé ãðóïïû ìàòåìàòèêîâ (Áàéåí, Ôëàòî, Ôðîíñäàë, Ëèõíåðîâè÷,
Øòåðíõàéìåð), ïîëó÷èëà áóðíîå ðàçâèòèå â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ. Âîïðîñ î ñóùåñòâîâà-
íèè àññîöèàòèâíîãî ∗-ïðîèçâåäåíèÿ íà ïðîèçâîëüíîì ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè áûë
ïîëîæèòåëüíî ðåøåí â íà÷àëå 80-õ ãîäîâ äå Âèëüäîì è Ëåêîìòîì è íåçàâèñèìî Êàðàñåâûì
è Ìàñëîâûì. ßâíàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ êîíñòðóêöèÿ ∗-ïðîèçâåäåíèÿ, à òàêæå ñëåäîâîé ìåðû
íà ∗-àëãåáðå ôóíêöèé áûëà ïðåäëîæåíà Ôåäîñîâûì. Ïîçäíåå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî êàæäîå
∗-ïðîèçâåäåíèå íà ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè ýêâèâàëåíòíî ôåäîñîâñêîìó. Ðàáîòà Ôå-
äîñîâà ïîñëóæèëà òîë÷êîì äëÿ ìíîãî÷èñëåííûõ ïåðåîñìûñëåíèé, îáîáùåíèé è ïðèëîæåíèé
êîíñòðóêöèè äåôîðìàöèîííîãî êâàíòîâàíèÿ â ðàçëè÷íûõ çàäà÷àõ òåîðåòè÷åñêîé è ìàòåìà-
òè÷åñêîé ôèçèêè. Íàêîíåö, â èçâåñòíîé ðàáîòå Êîíöåâè÷à 1997 ãîäà áûëî ïîñòðîåíî äåôîð-
ìàöèîííîå êâàíòîâàíèå äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïóàññîíîâûõ ìíîãîîáðàçèé.

Íàðÿäó ñ îáùåé òåîðèåé äåôîðìàöèîííîãî êâàíòîâàíèÿ îïðåäåëåííûé èíòåðåñ ïðåäñòàâ-
ëÿåò èçó÷åíèå ñïåöèàëüíûõ òèïîâ ∗-ïðîèçâåäåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ äîïîëíèòåëüíûì àëãåá-
ðàè÷åñêèì èëè ãåîìåòðè÷åñêèì òðåáîâàíèÿì. Òàê, íàïðèìåð, êîíñòðóêöèÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî
êâàíòîâàíèÿ è èñ÷èñëåíèå ñèìâîëîâ îïåðàòîðîâ íà êýëåðîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ ìîòèâèðîâàëè
èçó÷åíèå äåôîðìàöèîííîãî êâàíòîâàíèÿ ìíîãîîáðàçèé, îñíàùåííûõ ïàðîé òðàíñâåðñàëüíûõ
ïîëÿðèçàöèé, êîòîðîå ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå àëãåáðû âèêîâ-
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ñêèõ è qp-ñèìâîëîâ. Âèêîâñêèå ñèìâîëû ÿâëÿþòñÿ òàêæå íåèçìåííûì îðóäèåì êâàíòîâàíèÿ
è ìíîãî÷àñòè÷íîé èíòåðïðåòàöèè òåîðåòèêî-ïîëåâûõ ñèñòåì. Íà÷èíàÿ ñ ïèîíåðñêèõ ðàáîò
Áåðåçèíà ïî êâàíòîâàíèþ â îäíîðîäíûõ êîìïëåêñíûõ îáëàñòÿõ, ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè íà-
êîïëåíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðåçóëüòàòîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê äåôîðìàöèîííîìó êâàíòîâàíèþ íà
ïîëÿðèçîâàííûõ ìíîãîîáðàçèÿõ. Îäíàêî âî âñåõ èçâåñòíûõ íàì êîíñòðóêöèÿõ âèêîâñêîãî
∗-ïðîèçâåäåíèÿ ÿâíî èñïîëüçóþòñÿ ñïåöèàëüíûå êîîðäèíàòíûå ñèñòåìû (�ðàçäåëåííûå ïå-
ðåìåííûå�), ÷òî íå ÿâëÿåòñÿ âïîëíå àäåêâàòíûì ñ òî÷êè çðåíèÿ ôèçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé,
ïîñêîëüêó áîëüøèíñòâî ôèçè÷åñêèõ òåîðèé îáëàäàåò îáùåêîîðäèíàòíîé èíâàðèàíòíîñòüþ.
Ïî ýòîé ïðè÷èíå ïðåäñòàâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì ñâÿçàòü âèêîâñêóþ ïîëÿðèçàöèþ íå ñ íàëè-
÷èåì àäàïòèðîâàííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, à ñ íåêîòîðîé äîïîëíèòåëüíîé äèôôåðåíöèàëüíî-
ãåîìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðîé. Òàêàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà áûëà íàéäåíà â ðàáîòàõ [9, 10]
è íàçâàíà âèêîâñêîé ñòðóêòóðîé. Òàì æå áûëà ïðåäëîæåíà ìîäèôèêàöèÿ ìåòîäà Ôåäîñîâà,
ïðèâîäÿùàÿ ê ÿâíî êîâàðèàíòíîìó âèêîâñêîìó ∗-ïðîèçâåäåíèþ, à òàêæå ñôîðìóëèðîâàíû
íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå ãëîáàëüíóþ ýêâèâàëåíòíîñòü ìåæäó
âåéëåâñêèì è âèêîâñêèì êâàíòîâàíèÿìè (â òîì ñëó÷àå, êîãäà ïîñëåäíåå ñóùåñòâóåò). Èçëî-
æåíèþ ýòèõ ðåçóëüòàòîâ ïîñâÿùåíû ðàçäåëû 1-3 íàñòîÿùåé ãëàâû.

Â ïåðâîì ðàçäåëå ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ìíîãîîáðàçèÿ Ôåäîñîâà-Âèêà (ÔÂ). Ïî îïðåäåëå-
íèþ, ÔÂ-ìíîãîîáðàçèåì íàçûâàåòñÿ ïàðà (M, Λ), ãäå M � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, à Λ � áèëè-
íåéíàÿ êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôîðìà íà êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì:

1) ω = 1
2
(Λ− Λt) � âåùåñòâåííàÿ íåâûðîæäåííàÿ 2-ôîðìà,

2) dimC ker Λ = 1
2
dim M ,

3) ëåâîå (ïðàâîå) ÿäåðíîå ðàñïðåäåëåíèå ker Λ èíòåãðèðóåìî.
Èç ýòèõ óñëîâèé íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî (i) ω � ñèìïëåêòè÷åñêàÿ 2-ôîðìà íà M ;

(ii) ñèììåòðè÷íàÿ ÷àñòü g = 1
2
(Λ + Λt) áèëèíåéíîé ôîðìû Λ íåâûðîæäåíà, (iii) êîìïîçèöèÿ

I = g−1 ◦ ω : TCM → TCM çàäàåò èíòåãðèðóåìóþ èíâîëþòèâíóþ ñòðóêòóðó, ò. å. I2 = id è
òåíçîð Íåéåíõåéñà N(I) ðàâåí íóëþ; (iv) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ñèììåòðè÷íàÿ ñâÿçíîñòü
∇, â îòíîøåíèè êîòîðîé ôîðìà Λ êîâàðèàíòíî ïîñòîÿííà.

Âî âòîðîì ðàçäåëå ñòðîèòñÿ âèêîâñêîå îáîáùåíèå äåôîðìàöèîííîãî êâàíòîâàíèÿ Ôå-
äîñîâà. Ðåçóëüòàòîì êâàíòîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ àññîöèàòèâíîå ∗-ïðîèçâåäåíèå íà C∞(M)[[~]],
à òàêæå ñëåäîâàÿ ìåðà dµ, îïðåäåëÿþùàÿ íåïðåðûâíûé ñëåäîâîé ôóíêöèîíàë íà àëãåáðå
(C∞(M)[[~]], ∗). Ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå �ãðàíè÷íîå óñëîâèå�:

f ∗ g = f · g +
i~
2

Λij∂if∂jg + O(~2) , Λij ≡ ginΛnmgmj .

Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîé îòêðûòîé îáëàñòè U ⊂ M è ëþáîé êîìïëåêñíîçíà÷íîé ôóíêöèè
f ∈ C∞(U), èíâàðèàíòíîé îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ïðàâîãî (ëåâîãî) ÿäåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
ôîðìû Λ, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî f ∗ g = f · g (g ∗ f = g · f).

Â òðåòüåì ðàçäåëå èññëåäóåòñÿ âçàèìîñâÿçü ìåæäó âåéëåâñêèì è âèêîâñêèì êâàíòîâà-
íèÿìè ÔÂ-ìíîãîîáðàçèé. Öåíòðàëüíûì ðåçóëüòàòîì ðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ
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Òåîðåìà [10]. Äëÿ òîãî, ÷òîáû âèêîâñêîå äåôîðìàöèîííîå êâàíòîâàíèå ÔÂ-ìíîãîîáðàçèÿ
(M, Λ) áûëî ýêâèâàëåíòíî âåéëåâñêîìó êâàíòîâàíèþ, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
çàìêíóòàÿ 2-ôîðìà Rl

ijkI
k
l dxk ∧ dxl îïðåäåëÿëà íóëåâîé êëàññ êîãîìîëîãèé äå Ðàìà M .

Çäåñü Rl
ijk � òåíçîð êðèâèçíû åäèíñòâåííîé ñèììåòðè÷íîé ñâÿçíîñòè ∇, ñîãëàñîâàííîé ñ

âèêîâñêîé ñòðóêòóðîé Λ, a Ik
i � òåíçîð èíâîëþòèâíîé ñòðóêòóðû.

Â ÷åòâåðòîì ðàçäåëå ôîðìóëèðóåòñÿ îáîáùåíèå âèêîâñêîé ñõåìû êâàíòîâàíèÿ íà ñëó-
÷àé ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ñî ñâÿçÿìè âòîðîãî ðîäà. Â ÷àñòíîñòè, ôîðìóëèðóþòñÿ ÿâíûå
óñëîâèÿ, êîòîðûì äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ñâÿçè òåîðèè, ÷òîáû èñõîäíàÿ (ïî÷òè-)âèêîâñêàÿ
ïîëÿðèçàöèÿ îáúåìëþùåãî ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà èíäóöèðîâàëà èíòåãðèðóåìóþ âèêîâñêóþ
ïîëÿðèçàöèþ íà ïîâåðõíîñòè ñâÿçåé.

Â ïÿòîì ðàçäåëå ñòàâèòñÿ çàäà÷à î ïîñòðîåíèè åñòåñòâåííîãî âèêîâñêîãî êâàíòîâàíèÿ
äëÿ êîêàñàòåëüíûõ ðàññëîåíèé ê ðèìàíîâûì ìíîãîîáðàçèÿì. Òàêèì îáðàçîì, èñõîäíûì îáú-
åêòîì êîíñòðóêöèè ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå M (ðàññìàòðèâàåìîå êàê êîíôèãóðà-
öèîííîå ïðîñòðàíñòâî íåêîòîðîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû), íàäåëåííîå ðèìàíîâîé ìåòðèêîé
g = gij(x)dxidxj. Ñîîòâåòñòâóþùåå ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî T ∗M îáëàäàåò åñòåñòâåííîé ñèì-
ïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé ω = dxi ∧ dpi. Ïîñëåäíÿÿ èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê êýëåðîâà 2-ôîðìà,
îòâå÷àþùàÿ íåêîòîðîé êýëåðîâîé ìåòðèêå

G = Gij(x, p)dxidxj + Gj
i (x, p)dxidpj + Gij(x, p)∇pi∇pj.

Çäåñü ∇ � ñèììåòðè÷íàÿ ñâÿçíîñòü â T ∗M , ñîãëàñîâàííàÿ ñ ìåòðèêîé g, à ñòðóêòóðíûå ôóíê-
öèè Gij, Gj

i è Gij èùóòñÿ â âèäå ôîðìàëüíûõ ðÿäîâ ïî èìïóëüñàì pi ñ êîýôôèöèåíòàìè, ÿâ-
ëÿþùèìèñÿ òåíçîðíûìè ïîëÿìè íà M ; ïðè ýòîì òðåáóåòñÿ âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1) G|M = gij(x)dxidxj ,
2) dimCker(G + iω) = dimM ,
3) ker(G + iω) � èíòåãðèðóåìîå ðàñïðåäåëåíèå.
Ïîêàçàíî, ÷òî óñëîâèå èíòåãðèðóåìîñòè ëåâîãî (ïðàâîãî) ÿäåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âèêîâ-

ñêîé ôîðìû Λ = G + iω ïðèâîäèò ê öåïî÷êå ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé íà êîýôôèöèåíòû
ðàçëîæåíèÿ G. Èñõîäÿ èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé ôîðìóëèðóåòñÿ ÿâíàÿ ïåðòóðáàòèâíàÿ ïðîöå-
äóðà âîññòàíîâëåíèÿ G ïî çàäàííîé ðèìàíîâîé ìåòðèêå g è îïèñûâàåòñÿ îáùèé ïðîèçâîë â
ðåøåíèè. Êîíêðåòíîå ïðèìåíåíèå ýòîé ïðîöåäóðû èëëþñòðèðóåòñÿ íà ïðèìåðàõ ðèìàíîâûõ
ìíîãîîáðàçèé ïîñòîÿííîé êðèâèçíû è íåëèíåéíûõ ñèãìà-ìîäåëåé. Â ÷àñòíîñòè, â ïîñëåäíåì
ñëó÷àå óêàçûâàåòñÿ íåêîòîðûé åñòåñòâåííûé êëàññ ìåòðèê íà êîíôèãóðàöèîííîì ïðîñòðàí-
ñòâå ïîëåé ñèãìà-ìîäåëè, ïðèâîäÿùèé â ëèíåéíîì ïðåäåëå ê ñòàíäàðòíîìó ïðåäñòàâëåíèþ
îïåðàòîðîâ ðîæäåíèÿ-óíè÷òîæåíèÿ.

Â øåñòîì ðàçäåëå ïðåäëîæåíà ìîäåëü áîçîííîé ñòðóíû ñ íåêîììóòàòèâíîé ãåîìåòðèåé
ìèðîâîãî ëèñòà. Â îñíîâå êîíñòðóêöèè ëåæèò ïðîñòîå íàáëþäåíèå, ÷òî, êàê ëþáîå äâóìåðíîå
ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå (M, g), ìèðîâàÿ ïîâåðõíîñòü ñòðóíû (â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå)
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îáëàäàåò åñòåñòâåííîé êýëåðîâîé (à, ñëåäîâàòåëüíî, âèêîâñêîé) ñòðóêòóðîé

Λ = g + iω , ω =
√

det gdτ ∧ dσ ,

ãäå g � ìåòðèêà Ïîëÿêîâà íà M . Èñïîëüçóÿ Λ íà ìíîæåñòâå ñòðóííûõ ïîëåé XA(τ, σ), çàäà-
þùèõ âëîæåíèå ìèðîâîé ïîâåðõíîñòè M â îáúåìëþùåå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, ââîäèòñÿ
âèêîâñêîå ∗-óìíîæåíèå. Äåéñòâèå íåêîììóòàòèâíîé áîçîííîé ñòðóíû èìååò âèä [13]:

Sν [X, g] =
1

ν2

∫

M

dµ
(
[XA, XB] ∗ [XA, XB] + ν2α2

)
=

∫

M

ω
({XA, XB}2 + α2

)
+ O(ν) . (1)

Çäåñü êâàäðàòíûå ñêîáêè îçíà÷àþò êîììóòàòîð ïî îòíîøåíèþ ê âèêîâñêîìó ∗-ïðîèçâåäåíèþ,
dµ � ñîîòâåòñòâóþùóþ ñëåäîâóþ ìåðó, ν � ïàðàìåòð äåôîðìàöèè, à α � îáðàòíîå çíà÷åíèå
ïàðàìåòðà íàòÿæåíèÿ ñòðóíû. Â ïðåäåëå ν → 0 äåéñòâèå Sν ïåðåõîäèò â äåéñòâèå îáû÷íîé
áîçîííîé ñòðóíû â ôîðìóëèðîâêå Øèëäà.

Â ñåêöèè 4.2 èññëåäóþòñÿ èíñòàíòîííûå ðåøåíèÿ ñòðóííûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (1) â
÷åòûðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå R4 = C2. Ïîñëåäíèå óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì

(
[XA, XB] + αAB

)
± = 0 , αAB

± αAB = α2 , (2)

ãäå çíà÷îê ± îçíà÷àåò ïðîåêöèþ íà ñàìîäóàëüíóþ (àíòèñàìîäóàëüíóþ) ÷àñòü àíòèñèììåò-
ðè÷íîãî òåíçîðà. Äëÿ óðàâíåíèé (2) ñòðîèòñÿ îáùåå ðåøåíèå â êëàññå ïîëåé àíàëèòè÷íûõ
ïî ν. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòè ðåøåíèÿ èñ÷åðïûâàþò âñå ãëîáàëüíûå ìèíèìóìû ôóíêöèîíàëà
(1) è ñîîòâåòñòâóþò â êîììóòàòèâíîì ïðåäåëå ν → 0 ãîëîìîðôíûì êðèâûì â C2.

ÃËÀÂÀ II. Äåôîðìàöèîííîå êâàíòîâàíèå êâàçèñèìïëåêòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé
Â äàííîé ãëàâå èçëàãàþòñÿ ðåçóëüòàòû ðàáîò [15, 16, 17] ïî êâàíòîâàíèþ íåðåãóëÿðíûõ

ïóàññîíîâûõ ìíîãîîáðàçèé. Íàïîìíèì, ÷òî ñêîáêà Ïóàññîíà íàçûâàåòñÿ íåðåãóëÿðíîé, åñëè
ðàíã îòâå÷àþùåãî åé ïóàññîíîâà áèâåêòîðà íå ïîñòîÿíåí, ò. å. ìîæåò ìåíÿòüñÿ îò òî÷êè ê
òî÷êå. Óæå ñàì ôàêò âûðîæäåííîñòè ñêîáêè Ïóàññîíà îçíà÷àåò, ÷òî ëþáàÿ ãàìèëüòîíîâà
ñèñòåìà, ïîñòðîåííàÿ íà îñíîâå ýòîé ñêîáêè, íå äîïóñêàåò âàðèàöèîííîé ôîðìóëèðîâêè.

Â îòëè÷èå îò ðåãóëÿðíîãî ñëó÷àÿ (ãäå èìååòñÿ òåîðåìà Äàðáó î ëîêàëüíîé ýêâèâàëåíò-
íîñòè ïóàññîíîâûõ ñòðóêòóð îäèíàêîâîãî ðàíãà) êâàíòîâàíèå íåðåãóëÿðíûõ ñêîáîê Ïóàññî-
íà îêàçûâàåòñÿ íåòðèâèàëüíîé çàäà÷åé äàæå â ëîêàëüíîé ïîñòàíîâêå. Ïðÿìîå ïåðåíåñåíèå
êâàíòîâàíèÿ Ôåäîñîâà ñ ðåãóëÿðíûõ íà íåðåãóëÿðíûå ïóàññîíîâû ìíîãîîáðàçèÿ îêàçûâàåòñÿ
ïðèíöèïèàëüíî íåâîçìîæíûì ââèäó îòñóòñòâèÿ àôôèííîé ñâÿçíîñòè (êîâàðèàíòíîé ïðîèç-
âîäíîé), ñîãëàñîâàííîé ñ íåðåãóëÿðíîé ñêîáêîé Ïóàññîíà. Òåì íå ìåíåå, â óïîìÿíóòûõ âûøå
ðàáîòàõ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî, â îòëè÷èå îò êâàíòîâàíèÿ Ôåäîñîâà, ìåòîä Ôåäîñîâà äîïóñêàåò
íåòðèâèàëüíûå îáîáùåíèÿ è ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ êâàíòîâàíèÿ äîâîëüíî øèðîêîãî
êëàññà íåðåãóëÿðíûõ ïóàññîíîâûõ ñòðóêòóð. ×òîáû äàòü ïðåäñòàâëåíèå î ðàññìàòðèâàåìîì
êëàññå ìíîãîîáðàçèé ïðèâåäåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ñêîáîê Ïóàññîíà:

{f, g} = ωab(Xµ
a ∂µf)(Xν

b ∂νg) , det(ωab) 6= 0 , ∀f, g ∈ C∞(M) . (3)
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Ìàòðèöû X è ω, âõîäÿùèå â ýòî âûðàæåíèå, ïîä÷èíÿþòñÿ íåêîòîðûì äèôôåðåíöèàëüíûì
óñëîâèÿì, ãàðàíòèðóþùèì âûïîëíåíèå òîæäåñòâà ßêîáè. Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ýòèõ óñëî-
âèé ñîñòîèò â òîì, ÷òî X ÿâëÿåòñÿ ÿêîðåì íåêîòîðîãî àëãåáðîèäà Ëè E → M íàä ïóàññî-
íîâûì ìíîãîîáðàçèåì M , à ω−1 � 2-E-ôîðìîé, çàìêíóòîé îòíîñèòåëüíî Ëè-àëãåáðîèäíîãî
âíåøíåãî äèôôåðåíöèàëà, dEω−1 = 0. Çàìåòèì, ÷òî ýòà èíòåðïðåòàöèÿ íå íàêëàäûâàåò
êàêèõ-ëèáî æåñòêèõ îãðàíè÷åíèé íà ðàíã ìàòðèöû X, òàê ÷òî ñêîáêà (3) ìîæåò áûòü âïîëíå
íåðåãóëÿðíîé (õîòÿ è âîâëåêàåò íåâûðîæäåííóþ ôîðìó ω). Ðàññìàòðèâàåìûå ìíîãîîáðàçèÿ
çàíèìàþò, òàêèì îáðàçîì, íåêîòîðîå ïðîìåæóòî÷íîå ïîëîæåíèå ìåæäó ñèìïëåêòè÷åñêèìè è
îáùèìè ïóàññîíîâûìè ìíîãîîáðàçèÿìè, à ïîòîìó áûëè íàçâàíû êâàçèñèìïëåêòè÷åñêèìè.

Ïåðâûé ðàçäåë ãëàâû ÿâëÿåòñÿ ïîäãîòîâèòåëüíûì. Çäåñü äàþòñÿ íåîáõîäèìûå îïðåäå-
ëåíèÿ, ôèêñèðóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ è îáñóæäàþòñÿ îñíîâíûå äèôôåðåíöèàëüíî ãåîìåòðè÷å-
ñêèå êîíñòðóêöèè, ñâÿçàííûå ñ ñèìïëåêòè÷åñêèìè àëãåáðîèäàìè Ëè.

Âòîðîé ðàçäåë íà÷èíàåòñÿ ñ èçëîæåíèÿ îñíîâíîé èäåè ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà êâàíòîâà-
íèÿ, ñóòü êîòîðîé ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïðîêâàíòîâàòü êâàçèñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå
M ïîñðåäñòâîì åãî âëîæåíèÿ â íåêîòîðîå ñóïåðïóàññîíîâî ìíîãîîáðàçèå ñ �áîëåå ïðîñòîé�
ñêîáêîé Ïóàññîíà. Ñàìà ïî ñåáå ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ âëîæåíèÿ âêëþ÷àåò òðè øàãà. Ïðå-
æäå âñåãî, ïóàññîíîâî ìíîãîîáðàçèå (M, {−,−}) ðåàëèçóåòñÿ êàê ïîâåðõíîñòü ñâÿçåé âòîðîãî
ðîäà â òîòàëüíîì ïðîñòðàíñòâå ðàññëîåíèÿ E∗ äóàëüíîãî ðàññëîåíèþ àëãåáðîèäà Ëè E . Íà
ñëåäóþùåì øàãå òåîðèÿ ñî ñâÿçÿìè âòîðîãî ðîäà íà E∗ êîíâåðòèðóåòñÿ â ýêâèâàëåíòíóþ
êàëèáðîâî÷íóþ òåîðèþ (ò. å. òåîðèþ ñî ñâÿçÿìè ïåðâîãî ðîäà) íà òîòàëüíîì ïðîñòðàíñòâå
ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé N = E∗ ⊕ E . Ýêâèâàëåíòíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî
ïóàññîíîâà àëãåáðà ôèçè÷åñêèõ íàáëþäàåìûõ íàN èçîìîðôíà ïóàññîíîâîé àëãåáðå ôóíêöèé
íà (M, {−,−}). Íàêîíåö, ïîëó÷åííàÿ êëàññè÷åñêàÿ êàëèáðîâî÷íàÿ ñèñòåìà êâàíòóåòñÿ ìåòî-
äîì ÁÂÔ-ÁÐÑÒ-êâàíòîâàíèÿ. Êëþ÷åâûì ìîìåíòîì ïðè ýòîì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ïðîñòðàíñòâî
ôèçè÷åñêèõ íàáëþäàåìûõ íà N , áóäó÷è îòîæäåñòâëåíî ñ îïðåäåëåííîé ÁÐÑÒ-êîãîìîëîãèåé,
îêàçûâàåòñÿ íàäåëåííûì äîâîëüíî ïðîñòîé ïóàññîíîâîé ñòðóêòóðîé, äîïóñêàþùåé ïðîñòîå
êâàíòîâàíèå. Ïî ïîñòðîåíèþ, ∗-ïðîèçâåäåíèå íà àëãåáðå ôèçè÷åñêèõ íàáëþäàåìûõ N èíäó-
öèðóåò ∗-ïðîèçâåäåíèå íà èñõîäíîì êâàçèñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè M .

Ïóàññîíîâà ñòðóêòóðà íà ïðîñòðàíñòâå (íåàáåëåâîé) êîíâåðñèè N ñòðîèòñÿ â òåðìèíàõ
íåêîòîðîé ñèììåòðè÷íîé Ëè-àëãåáðîèäíîé ñâÿçíîñòè ∇, ñîãëàñîâàííîé ñ ω è èìååò âèä:

{xµ, xν} = 0 , {pa, x
µ} = Xµ

a (x) ,

{xµ, ya} = 0 , {pa, y
b} = −Γb

ac(x)yc ,

{ya, yb} = ωab(x) , {pa, pb} = ωab(x) + f c
ab(x)pc − 1

2
Rabcd(x)ycyd .

(4)

Çäåñü {pa} è {ya} � ëèíåéíûå êîîðäèíàòû íà ñëîÿõ E è E∗, ñîîòâåòñòâåííî, f c
ab � ñòðóêòóð-

íûå ôóíêöèè àëãåáðîèäà Ëè, Γc
ab � êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè ∇, à Rabcd � åå òåíçîð êðèâèçíû

(âñå èíäåêñû ïîäíèìàþòñÿ è îïóñêàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ω). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñêîáêè (4) õî-
ðîøî îïðåäåëåíû è óäîâëåòâîðÿþò òîæäåñòâó ßêîáè; ïîñëåäíåå âîñïðîèçâîäèò îïðåäåëåíèå
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òåíçîðà êðèâèçíû ÷åðåç êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè, òîæäåñòâî Áèàíêè, à òàêæå îïðåäåëÿ-
þùèå ñîîòíîøåíèÿ ñèìïëåêòè÷åñêîãî àëãåáðîèäà Ëè (E , X, ω). Ïðè ýòîì, èñõîäíîå êâàçè-
ñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå M âêëàäûâàåòñÿ â N êàê ïîâåðõíîñòü ñâÿçåé âòîðîãî ðîäà:
ya = 0 , pa = 0. Äàëåå ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äàííàÿ ñèñòåìà ñâÿçåé âòîðîãî ðîäà ìîæåò áûòü
çàìåíåíà íà ýêâèâàëåíòíóþ ñèñòåìó ïåðâîãî ðîäà

Ta = pa +
∞∑

n=1

tab1···bn(x)yb1 · · · ybn , (5)

ãäå êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ïî ya íàõîäÿòñÿ èç òðåáîâàíèÿ èíâîëþöèè: {Ta, Tb} = f c
abTc.

Òðåòèé ðàçäåë ïîñâÿùåí ÁÐÑÒ-ÁÂÔ-êâàíòîâàíèþ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ñî ñâÿçÿ-
ìè ïåðâîãî ðîäà (5). Â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùåé ïðîöåäóðîé � äëÿ êàæäîé ñâÿçè ïåðâîãî ðîäà
Ta ≈ 0 ââîäèòñÿ ïàðà àíòèêîììóòèðóþùèõ ïåðåìåííûõ (Ca,Pb), ïîä÷èíåííûõ êàíîíè÷åñêèì
êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèÿì. Äóõè Ca è Pb åñòåñòâåííûì îáðàçîì èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê
ëèíåéíûå êîîðäèíàòû â ñëîÿõ (íå÷åòíûõ) âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé ΠE è ΠE∗, ñîîòâåòñòâåííî.
Òàêèì îáðàçîì, èñõîäíîå ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ðàñøèðÿåòñÿ äî òîòàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà
ïðÿìîé ñóììû ñóïåðâåêòîðíûõ ðàññëîåíèé M = N ⊕ΠN ; ïðè ýòîì, êàê è ïåðåìåííûå êîí-
âåðñèè ya, äóõîâûå ïåðåìåííûå ïðåîáðàçóþòñÿ êàê ñå÷åíèÿ âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ íàä M .
Ýòà ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó (íåêàíîíè÷åñêîìó) ïðîäîëæå-
íèþ ïóàññîíîâîé ñòðóêòóðû ñ ìíîãîîáðàçèÿ N íà M:

{pa, Cb} = −Γb
ac(x)Cc , {pa,Pb} = Γc

ab(x)Pc . (6)

Òîãäà êëàññè÷åñêèé ÁÐÑÒ-çàðÿä äàåòñÿ âûðàæåíèåì Ω = CaTa.
Äàëåå, â ïóàññîíîâîé àëãåáðå ôóíêöèé íà M âûäåëÿåòñÿ ïîäàëãåáðà A, ïîðîæäàåìàÿ

ôóíêöèÿìè îò xµ, ya, Ca è Capa. Àëãåáðà A⊗[[~]] äîïóñêàåò îòíîñèòåëüíî ïðîñòîå äåôîðìàöè-
îííîå êâàíòîâàíèå â òåðìèíàõ àññîöèàòèâíîãî ◦-óìíîæåíèÿ è ñîäåðæèò ïîìèìî êâàíòîâîãî
ÁÐÑÒ-çàðÿäà Ω̂ âñå íàáëþäàåìûå èñõîäíîé òåîðèè. À èìåííî: ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ êàæäîé
ôóíêöèè a ∈ C∞(M) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò â ∈ Â ⊗ [[~]], íå çàâèñÿùèé îò Ca è
óäîâëåòâîðÿùèé óñëîâèÿì

Ω̂ ◦ â− â ◦ Ω̂ = 0 , â|y=0 = a , gh(â) = 0 . (7)

Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî ëèíåéíûé èçîìîðôèçì σ : a 7→ â ìåæäó ïðîñòðàíñòâîì íà-
áëþäàåìûõ èñõîäíîé òåîðèè C∞(M) ⊗ [[~]] è êâàíòîâûìè ÁÐÑÒ-êîãîìîëîãèÿìè ñ äóõîâûì
÷èñëîì 0. Èñêîìîå àññîöèàòèâíîå ∗-ïðîèçâåäåíèå íà êâàçèñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè
(M, {−,−}) îïðåäåëÿåòñÿ òåïåðü êàê îáðàòíûé îáðàç ◦ îòíîñèòåëüíî èçîìîðôèçìà σ:

a ∗ b = (â ◦ b̂)|y=0 = a · b +
i~
2
{a, b}+ O(~2) , ∀a, b ∈ C∞(M) .

Â ÷åòâåðòîì ðàçäåëå ñòàâèòñÿ âîïðîñ î íàèáîëåå îáùåé äèôôåðåíöèàëüíî ãåîìåòðè-
÷åñêîé ñòðóêòóðå, îáåñïå÷èâàþùåé ôàêòîðèçàöèþ (3) ïóàññîíîâà áèâåêòîðà α ∈ Γ(∧2TM)
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â òåðìèíàõ èíâîëþòèâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ F = span{Xa} ⊂ TM è íåâûðîæäåííîé ôîðìû
ω = (ωab) ∈ Γ(∧2E). ×àñòè÷íûé îòâåò íà ýòî âîïðîñ äàåò óæå ðàññìîòðåííàÿ êîíñòðóêöèÿ
ñèìïëåêòè÷åñêîãî àëãåáðîèäà Ëè. Äëÿ àíàëèçà áîëåå îáùèõ âîçìîæíîñòåé ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî C∞(M)-ìîäóëü Γ(F ) äîïóñêàåò êîíå÷íóþ ëîêàëüíî ñâîáîäíóþ ðåçîëüâåíòó

0 ← Γ(F )
d∗1← Γ(E1)

d∗2← Γ(E2) ← · · ·← Γ(En−1)
d∗n← Γ(En) ← 0 , (8)

ãäå Ek → M è dk íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé íàä M è èõ ãîìî-
ìîðôèçìîâ (íå îáÿçàòåëüíî ïîñòîÿííîãî ðàíãà), ïðè÷åì E1 = E , à d1 = X. Äàëåå ïîêàçûâà-
åòñÿ, ÷òî ïî êàæäîé ðåçîëüâåíòå (8) ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî NQ-ìíîãîîáðàçèå, îòâå÷àþùåå
èíúåêòèâíîìó n-àëãåáðîèäó Ëè, à òàêæå ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû ïóàññîíîâûõ ñòðóêòóð, ôàê-
òîðèçóþùèõñÿ â òåðìèíàõ 2-àëãåáðîèäîâ. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîãî ðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ
ñëåäóþùàÿ òåðåìà, äàþùàÿ îòâåò íà ïîñòàâëåííûé âûøå âîïðîñ â ñëó÷àå 2-àëãåáðîèäîâ Ëè.

Òåîðåìà. Ïóñòü çàäàí ñëåäóþùèé íàáîð äàííûõ:
1) êîðîòêàÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0 → E2
d→ E1

X→ F → 0 ,

â êîòîðîé E1 → M è E2 → M � âåêòîðíûå ðàññëîåíèÿ íàä ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì M , F �
èíòåãðèðóåìîå ïîäðàññëîåíèå â TM , à d è X � ãîìîìîðôèçìû âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé íàä M

(íå îáÿçàòåëüíî ïîñòîÿííîãî ðàíãà);
2) íåâûðîæäåííàÿ, êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ, áèëèíåéíàÿ ôîðìà ω íà E1, èíäóöèðóþùàÿ ïóàñ-

ñîíîâ áèâåêòîð íà áàçîâîì ìíîãîîáðàçèè ïî ïðàâèëó:

α = 〈ω, X ∧X〉 ∈ ∧2TM , [α, α] = 0 .

(Çäåñü ìû îòîæäåñòâëÿåì X : E1 → F ⊂ TM ñ ñå÷åíèåì E∗1 ⊗ TM .)
Òîãäà ñ êàæäûì íàáîðîì òàêèõ äàííûõ ìîæíî ñâÿçàòü ðàññëîåíèå àíòèïóàññîíîâûõ

àëãåáð F íàä M âìåñòå ñ àáåëåâîé ñâÿçíîñòüþ D äèôôåðåíöèðóþùåé F òàê, ÷òî óðàâíå-
íèå íóëåâîé êðèâèçíû D2 = 0 ãåíåðèðóåò âñå ñòðóêòóðíûå ñîîòíîøåíèÿ, âîçíèêàþùèå èç
óñëîâèÿ èíòåãðèðóåìîñòè F è òîæäåñòâà ßêîáè äëÿ α.

ÃËÀÂÀ III. Ýôôåêòèâíûå íåëàãðàíæåâû ìîäåëè â êëàññè÷åñêîé òåîðèè ïîëÿ
Â äàííîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñïåöèàëüíûé êëàññ íåëàãðàíæåâûõ ìîäåëåé, îïèñûâàþ-

ùèõ ýôôåêòèâíóþ äèíàìèêó çàðÿæåííûõ ðåëÿòèâèñòñêèõ îáúåêòîâ (áðàí) ñ ó÷åòîì ðàäèà-
öèîííîãî òðåíèÿ. Â ñàìîì îáùåì âèäå ïðîáëåìó ó÷åòà ðåàêöèè èçëó÷åíèÿ ìîæíî ñôîðìóëè-
ðîâàòü êàê çàäà÷ó î ñàìîñîãëàñîâàííîì ðåøåíèè êëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ äëÿ äâóõ
âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïîëåâûõ ñèñòåì, îïðåäåëåííûõ íà ïðîñòðàíñòâàõ ðàçëè÷íîé ðàçìåðíî-
ñòè. Â ñëó÷àå, êîãäà îäíà èç ïîëåâûõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé, îòâå÷àþùèå åé óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ ìîãóò áûòü ÿâíî ðåøåíû ìåòîäîì ôóíêöèé Ãðèíà. Ôîðìàëüíàÿ ïîäñòàíîâêà ýòîãî
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ðåøåíèÿ â îñòàâøèåñÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïðèâîäèò ê ýôôåêòèâíûì äèíàìè÷åñêèì óðàâ-
íåíèÿì äëÿ âòîðîé ïîäñèñòåìû (áðàíû). Îñíîâíàÿ òðóäíîñòü ïðè ýòîì çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,
÷òî, ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ Ãðèíà â ëîêàëüíîé òåîðèè ïîëÿ èìååò ñèíãóëÿðíîñòü â ïðåäåëå
ñîâïàäåíèÿ àðãóìåíòîâ, ñîîòâåòñòâóþùèå ýôôåêòèâíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ îêàçûâàþòñÿ
ïëîõî îïðåäåëåííûìè (ñîäåðæàò áåñêîíå÷íîñòè). Äëÿ �èçãíàíèÿ� ýòèõ áåñêîíå÷íîñòåé è ïî-
ëó÷åíèÿ ôèçè÷åñêè îñìûñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ ïðèõîäèòñÿ ïðèáåãàòü ê òîé èëè èíîé ñõåìå
ðåãóëÿðèçàöèè è ïåðåíîðìèðîâêè.

Öåëüþ äàííîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèå ñèñòåìàòè÷åñêîé ïðîöåäóðû ðåãóëÿðèçàöèè è
ïåðåíîðìèðîâêè â êëàññè÷åñêîé òåîðèè ïîëÿ ñ ñèíãóëÿðíûìè èñòî÷íèêàìè, à òàêæå ïðèëî-
æåíèå ýòîé ïðîöåäóðû äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðåàêöèè èçëó÷åíèÿ â ðÿäå ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ
ìîäåëåé òåîðèè ïîëÿ.

Â ïåðâîì ðàçäåëå îáñóæäàåòñÿ îáùàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è î ðåàêöèè èçëó÷åíèÿ â ëèíåé-
íûõ ìîäåëÿõ òåîðèè ïîëÿ, à òàêæå ñòðóêòóðà çàïàçäûâàþùèõ ôóíêöèé Ãðèíà è ñèíãóëÿðíûõ
òîêîâ, àññîöèèðîâàííûõ ñ áðàíàìè. Óñòàíàâëèâàåòñÿ êðèòåðèé ëàãðàíæåâîñòè ñàìîäåéñòâèÿ.

Âî âòîðîì ðàçäåëå ôîðìóëèðóåòñÿ êîâàðèàíòíàÿ ïðîöåäóðà ðåãóëÿðèçàöèè ñàìîäåé-
ñòâèÿ. Êàê èçâåñòíî, çàïàçäûâàþùàÿ ôóíêöèÿ Ãðèíà G(x) áåçìàññîâûõ ðåëÿòèâèñòñêèõ âîë-
íîâûõ óðàâíåíèé èìååò íåèíòåãðèðóåìóþ îñîáåííîñòü â âåðøèíå ñâåòîâîãî êîíóñà x2 = 0.
Èìåííî íàëè÷èå ýòîé ñèíãóëÿðíîñòè ÿâëÿåòñÿ èñòî÷íèêîì âñåõ ðàñõîäèìîñòåé, âîçíèêàþ-
ùèõ ïðè ïîïûòêå ñàìîñîãëàñîâàííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äëÿ âçàèìîäåéñòâóþùåé ñèñòåìû
(ïîëå)+(áðàíà). Ñóòü ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà ðåãóëÿðèçàöèè ñîñòîèò â ñãëàæèâàíèè ýòîé îñî-
áåííîñòè ïóòåì àïïðîêñèìàöèè ñâåòîâîãî êîíóñà áóäóùåãî (êîòîðûé, â çàâèñèìîñòè îò ðàç-
ìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà, ëèáî îãðàíè÷èâàåò, ëèáî çàäàåò íîñèòåëü çàïàçäûâàþùåé ôóíêöèè
Ãðèíà G(x)) ñåìåéñòâîì ãëàäêèõ ãèïåðáîëîèäîâ x2 = ε2, x0 > 0 òàê, ÷òî ïðè ε > 0 ôóíêöèÿ
Gε(x) ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé îáîáùåííîé ôóíêöèåé íà ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî. Îñíîâíûì
ðåçóëüòàòîì äàííîãî ðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ âûâîä àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó
ðåãóëÿðèçàöèè äëÿ òàê íàçûâàåìîãî ïðîèçâîäÿùåãî èíòåãðàëà ðàñõîäèìîñòåé

I =

∫
θ(−X0(τ)) δ(X2(τ)− ε2) ϕ(τ) dnτ , Xµ(τ) ≡ xµ(τ ′ + τ)− xµ(τ ′) . (9)

Çäåñü τ i � êîîðäèíàòû íà ìèðîâîé ïîâåðõíîñòè áðàíû, ϕ(τ) � íåêîòîðàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ,
âèä êîòîðîé çàâèñèò îò ñòðóêòóðû âçàèìîäåéñòâèÿ ïîëÿ è áðàíû, à òàêæå âîëíîâîãî îïåðà-
òîðà ïîëÿ. Åñëè ìèðîâàÿ ïîâåðõíîñòü áðàíû N âëîæåíà â Rd−1,1 òàê, ÷òî èíäóöèðîâàííàÿ
ìåòðèêà hij(τ) = ∂ix

µ∂jxµ íà N íåâûðîæäåíà, òî τ = 0 ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé êðèòè÷å-
ñêîé òî÷êîé ôóíêöèè X2(τ). Ïîñëåäíåå îáñòîÿòåëüñòâî ïîçâîëÿåò ââåñòè â îêðåñòíîñòè òî÷êè
τ = 0 êîîðäèíàòû Ìîðñà, èñïîëüçîâàíèå êîòîðûõ çíà÷èòåëüíî óïðîùàåò âûâîä àñèìïòîòè-
÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ. Ïîäðîáíîñòè âû÷èñëåíèé ñîáðàíû â Ïðèëîæåíèÿõ À è Â.

Òðåòèé ðàçäåë ïîñâÿùåí èññëåäîâàíèþ ðåàêöèè èçëó÷åíèÿ â ðÿäå êîíêðåòíûõ ìîäåëåé
âçàèìîäåéñòâèÿ áðàí ñ ôîíîâûìè ïîëÿìè. Òàê â ñåêöèè 3.1 ðàññìàòðèâàåòñÿ ýôôåêòèâíàÿ
äèíàìèêà (n−1)-áðàíû N ⊂ Rd−1,1, ìèíèìàëüíî ñâÿçàííîé ñ êàëèáðîâî÷íûì ïîëåì n-ôîðìû
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H. Äèíàìèêà ïîëíîé ñèñòåìû (ïîëå)+(áðàíà) îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèîíàëîì äåéñòâèÿ

S = SN +

∫

Rd−1,1

dH ∧ ∗dH + e

∫

N

H , (10)

ãäå SN � äåéñòâèå ñâîáîäíîé áðàíû, à e � êîíñòàíòà ñâÿçè.
Ïðèìåíåíèå ðàçâèòîé òåõíèêè ðåãóëÿðèçàöèè ïîçâîëÿåò ïîêàçàòü, ÷òî ó÷åò ñàìîäåéñòâèÿ

â ìîäåëè (10) ïðèâîäèò ê [(d−n)/2] ðàñõîäÿùèìñÿ ñòðóêòóðàì, ïåðâûå äâå èç êîòîðûõ èìåþò
âèä

I1 =
(−1)n−1

n!

√
|h| , I2 =

3

4

(−1)n

n!

√
|h|∇2xµ∇2xµ , (11)

ãäå∇i � êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå, ïîñòðîåííûå ïî èíäóöèðîâàííîé ìåòðèêå hij. Âèäíî, ÷òî
íàèáîëåå ñèíãóëÿðíîå ñëàãàåìîå I1 îòâå÷àåò çà ïåðåíîðìèðîâêó ïàðàìåòðà íàòÿæåíèÿ áðàíû
(ïðè n = 1 � ìàññû ÷àñòèöû). Ïàðàìåòð ïðè âòîðîì ñèíãóëÿðíîì ÷ëåíå I2 îáû÷íî íàçûâàåòñÿ
æåñòêîñòüþ, ïîýòîìó ñîêðàùåíèå ýòîé ðàñõîäèìîñòè îñóùåñòâëÿåòñÿ çà ñ÷åò ïåðåíîðìèðîâêè
æåñòêîñòè. Ôîðìóëà (11) èñ÷åðïûâàåò âñå êîíòð÷ëåíû, íåîáõîäèìûå äëÿ ïåðåíîðìèðîâêè
êëàññè÷åñêîé ìîäåëè (10), â ñëó÷àå, êîãäà êîðàçìåðíîñòü áðàíû N íå ïðåâûøàåò ïÿòè.

Â ñåêöèè 3.2 óêàçàíû ñïåöèàëüíûå òèïû íåìèíèìàëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ áðàí, ïðèâîäÿ-
ùèå ê ëîêàëèçàöèè ïîëÿ ñàìîäåéñòâèÿ íà ìèðîâîé ïîâåðõíîñòè áðàíû. Ýòîò êëàññ ìîäåëåé
èíòåðåñåí òåì, ÷òî ýôôåêòèâíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ áðàíû îêàçûâàþòñÿ íå òîëüêî ëîêàëü-
íûìè, íî è ëàãðàíæåâûìè.

Èçâåñòíî, ÷òî çíàê (íàïðàâëåíèå) ñèëû ñàìîäåéñòâèÿ èñòî÷íèêà ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò
òåíçîðíîé ïðèðîäû ïîëÿ, êîòîðîå îí ïîðîæäàåò. Äëÿ íåïðèâîäèìîãî òåíçîðíîãî ïîëÿ ñïèíà
s ýòîò çíàê ðàâåí (−1)s (äâà îäíîèìåííûõ ýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿäà îòòàëêèâàþòñÿ, à äâå ãðà-
âèòèðóþùèå ìàññû ïðèòÿãèâàþòñÿ). Ýòî ïðîñòîå íàáëþäåíèå óêàçûâàåò íà ïðèíöèïèàëüíóþ
âîçìîæíîñòü âçàèìíîãî ñîêðàùåíèÿ ðàñõîäèìîñòåé â ìîäåëÿõ ñ äîñòàòî÷íî ðàçíîîáðàçíûì
ñïåêòðîì ïîëåé. Ââèäó ýòîãî, â ñåêöèè 3.2 áûëè ïîëó÷åíû ýôôåêòèâíûå óðàâíåíèÿ äâèæå-
íèÿ (n−1)-áðàíû, ìèíèìàëüíî âçàèìîäåéñòâóþùåé ñî ñëåäóþùèì ìóëüòèïëåòîì òåíçîðíûõ
ïîëåé: êàëèáðîâî÷íûì ïîëåì n-ôîðìû, ñêàëÿðíûì ïîëåì è ïîëåì ëèíåàðèçîâàííîé ãðà-
âèòàöèè. Ïîêàçàíî, ÷òî çà ñ÷åò âûáîðà ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðîâ ìîæíî âñåãäà ñîêðàòèòü äâå
âåäóùèå ðàñõîäèìîñòè, ÷òî îáåñïå÷èâàåò êîíå÷íîñòü ýôôåêòèâíîé äèíàìèêè â ñëó÷àå áðàíû
êîðàçìåðíîñòè íå âûøå ïÿòè.

×åòâåðòûé ðàçäåë ïîñâÿùåí âûâîäó ñèëû ðåàêöèè èçëó÷åíèÿ â ìîäåëè áåçìàññîâîé
ýëåêòðè÷åñêè çàðÿæåííîé ÷àñòèöû â R3,1. Ñëó÷àé áåçìàññîâîé ÷àñòèöû ÿâëÿåòñÿ îñîáûì,
ïîñêîëüêó èíäóöèðîâàííàÿ ìåòðèêà íà èçîòðîïíîñòè ìèðîâîé ëèíèè ÷àñòèöû ðàâíà òîæäå-
ñòâåííî íóëþ, ÷òî ïðèâîäèò ê äîïîëíèòåëüíûì (êàê ëàãðàíæåâûì, òàê è íåëàãðàíæåâûì)
ðàñõîäèìîñòÿì ïî ñðàâíåíèþ ñ ìàññèâíûì ñëó÷àåì. Ïðèìåíåíèå êîâàðèàíòíîé ïðîöåäóðû
ðåãóëÿðèçàöèè ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå ýôôåêòèâíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ [20]:

d

dτ

(
e
dxµ

dτ

)
= F ext

µν (x(τ))
dxν

dτ
+ F rr

µ ,
dxµ

dτ

dxµ

dτ
= 0 , w ≡ d2xµ

dτ 2

d2xµ

dτ 2
< 0 ,
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ãäå ðåãóëÿðèçîâàííàÿ ñèëà ðåàêöèè èçëó÷åíèÿ èìååò âèä

F rr
µ (τ, ε) = −q2 4

√
w

[
α1

4
ẍµε

−3/2 +
α2

10

...
x 2ẋµε

−1 − α3

16

(
(4)
x µ +

11

10

...
x 2ẍµ +

11

5

...
x · (4)

x ẋµ

)
ε−1/2

]
−

−q2 2

5
4
√

w

{
(5)
x µ +

...
x 2...x µ + 3

...
x · (4)

x ẍµ +

(
9

7

(4)
x 2 +

11

7

...
x · (5)

x +
2

5
(
...
x 2)2

)
ẋµ

}
+ o(ε1/2) ,

αn = 12n/4Γ (1 + n/4) .

Â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè òî÷êè íàä x îçíà÷àþò äåéñòâèå ðåïàðàìåòðèçàöèîííî èíâàðèàíò-
íîé ïðîèçâîäíîé D = 1

4√w
d
dτ
, ε � ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè, e � ïîëå îäíàäû íà ìèðîâîé ëèíèè

÷àñòèöû, à q � ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä. Âèäíî, ÷òî â ïðåäåëå ñíÿòèÿ ðåãóëÿðèçàöèè ε → 0

âîçíèêàþò òðè ðàñõîäèìîñòè. ×ëåíû ïðè ε−3/2 è ε−1/4 îêàçûâàþòñÿ ëàãðàíæåâûìè è ñîêðà-
ùàþòñÿ äîáàâëåíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ êîíòð÷ëåíîâ â èñõîäíûé ëàãðàíæèàí ÷àñòèöû. ×òî
æå êàñàåòñÿ íåëàãðàíæåâîé ðàñõîäèìîñòè ïðè ε−1, òî ñîîòâåòñòâóþùåå âûðàæåíèå, ïîäîá-
íî êîíå÷íîé ÷àñòè â F rr

µ , ìåíÿåò çíàê ïðè îáðàùåíèè âðåìåíè τ → −τ , à çíà÷èò, äîëæíî
èíòåðïðåòèðîâàòüñÿ êàê (áåñêîíå÷íûé) âêëàä â ðåàêöèþ èçëó÷åíèÿ. Îòìåòèì, ÷òî ïåðåíîð-
ìèðîâàííûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ áåçìàññîâîé ÷àñòèöû âîâëåêàþò øåñòóþ ïðîèçâîäíóþ, â
îòëè÷èå îò èçâåñòíîãî óðàâíåíèÿ Ëîðåíöà-Äèðàêà, ÿâëÿþùåãîñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâ-
íåíèåì òðåòüåãî ïîðÿäêà.

Ïÿòûé ðàçäåë ïîñâÿùåí àíàëèçó ðåàêöèè èçëó÷åíèÿ â íåëèíåéíûõ ìîäåëÿõ òåîðèè ïî-
ëÿ. Â êà÷åñòâå áàçîâîãî ïðèìåðà ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü ñêàëÿðíîãî ïîëÿ c m-òî÷å÷íîé âåð-
øèíîé ñàìîäåéñòâèÿ. Óñòàíàâëèâàåòñÿ îáùàÿ ñòðóêòóðà ðÿäà òåîðèè âîçìóùåíèé ïî ÷èñëó
èñòî÷íèêîâ, à òàêæå óñëîâèå êëàññè÷åñêîé ïåðåíîðìèðóåìîñòè òåîðèè. Ýòà æå òåõíèêà çàòåì
èñïîëüçóåòñÿ äëÿ àíàëèçà ãðàâèòàöèîííîãî ñàìîäåéñòâèÿ áðàí. Öåíòðàëüíûì ðåçóëüòàòîì
ðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ âûâîä ñëåäóþùåãî îáùåãî êðèòåðèÿ êëàññè÷åñêîé ïåðåíîðìèðóåìîñòè â
òåðìèíàõ ðàçìåðíîñòè êîíñòàíò ñâÿçè òåîðèè.

Óòâåðæäåíèå [22]. Ïóñòü äåéñòâèå òåîðèè èìååò ñòðóêòóðó

S[φ, x] =

∫
ddx(φDφ + λ∂m1φm) + α

∫
dnτ∂k1φk(x(τ))J (τ) + SN [x], (12)

ãäå D � íåêîòîðûé âîëíîâîé îïåðàòîð, J (τ) � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ íà ìèðîâîé ïîâåðõíîñòè
áðàíû, à ñèìâîë ∂k îáîçíà÷àåò k ïðîèçâîäíûõ â âåðøèíå. Òîãäà òåîðèÿ ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷å-
ñêè ïåðåíîðìèðóåìîé, åñëè è òîëüêî åñëè âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû îäíî èç òðåõ óñëîâèé:

1) [α] + [λ]
m−2

≤ 0 , [λ] ≥ 0;
2) [α] + [λ]

m−2
≤ 0 , k = 1;

3) [α] ≤ 0 , [λ] < 0 , k 6= 1.
Êâàäðàòíûìè ñêîáêàìè îáîçíà÷åíà ðàçìåðíîñòü êîíñòàíò ñâÿçè â åäèíèöàõ äëèíû.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ãðàâèòèðóþùåé áðàíû äàííûé êðèòåðèé ïåðåíîðìèðóåìîñòè äàåò ñëåäó-
þùåå îãðàíè÷åíèå íà êîðàçìåðíîñòü: d−n ≤ 2. Áîëåå òîãî, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè
ïîñëåäíåãî óñëîâèÿ ýôôåêòèâíàÿ äèíàìèêà áðàíû îêàçûâàåòñÿ ñâîáîäíîé îò ðàñõîäèìîñòåé.
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ÃËÀÂÀ IV. Ãåîìåòðè÷åñêèå ìîäåëè è êâàíòîâàíèå ñïèíîâûõ ÷àñòèö
Äàííàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ïðîáëåìå ïîñòðîåíèÿ è êâàíòîâàíèÿ ìîäåëåé ñïèíîâûõ ÷àñòèö.

Ýòà îáëàñòü ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç òðàäèöèîííûõ ðàçäåëîâ òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè ñ óæå áîëåå
÷åì âîñüìèäåñÿòèëåòíåé èñòîðèåé. Ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ìîòèâàöèè ê èññëåäîâàíèþ ìåõàíè-
÷åñêèõ ìîäåëåé ÷àñòèö ñî ñïèíîâûìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû íåîäíîêðàòíî ìåíÿëèñü, òðàíñôîð-
ìèðóÿñü îò ïîïûòîê êëàññè÷åñêîãî îïèñàíèÿ äèíàìèêè ñïèíà äî èíòåðïðåòàöèè ñïèíîâûõ
÷àñòèö êàê ñïåöèôè÷åñêèõ ïðèìåðîâ p-áðàí, ÿâëÿþùèõñÿ, êàê ñ÷èòàåòñÿ, íåîòúåìëåìûìè
èíãðåäèåíòàìè íåïåðòóðáàòèâíîé òåîðèè ñòðóí. Ñëåäóåò òàêæå îòìåòèòü è òî, ÷òî òåîðèÿ
ðåëÿòèâèñòêèõ ñïèíîâûõ ÷àñòèö ñòàëêèâàåòñÿ ñ èçâåñòíîé ÷àñòüþ òðóäíîñòåé (êàñàþùèõñÿ
ïðåæäå âñåãî ïðîáëåì êâàíòîâàíèÿ è âêëþ÷åíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ), ïîäîáíûõ òåì, ÷òî âñòðå-
÷àþòñÿ â òåîðèè ñòðóí è òåîðèè êàëèáðîâî÷íûõ ïîëåé âûñøèõ ñïèíîâ. Ïî ýòîé ïðè÷èíå
ìîäåëè ñïèíîâûõ ÷àñòèö ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îòðàáîòêè ìåòîäîâ êâàíòîâàíèÿ ñòðóííûõ
ìîäåëåé è àíàëèçà ñîâìåñòíîñòè âçàèìîäåéñòâèé â òåîðèè êàëèáðîâî÷íûõ ïîëåé, ÷òî ÿâëÿ-
åòñÿ åùå îäíèì ñòèìóëîì ê èçó÷åíèþ ýòîãî êëàññà ìîäåëåé. Ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðå-
íèÿ ìîäåëè ñïèíîâûõ ÷àñòèö äîñòàâëÿþò ñîäåðæàòåëüíûå ïðèìåðû äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì
ñ íåòðèâèàëüíîé òîïîëîãèåé ôèçè÷åñêîãî ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, ÷òî äåëàåò íåîáõîäèìûì
ïðèâëå÷åíèå ãëîáàëüíûõ ìåòîäîâ êâàíòîâàíèÿ (ãåîìåòðè÷åñêîãî èëè äåôîðìàöèîííîãî).

Ïðåäëàãàåìàÿ â äàííîé ãëàâå ìîäåëü ìàññèâíîé ñïèíîâîé ÷àñòèöû â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè
ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè ñòðîèòñÿ íà îñíîâå ìåòîäà îðáèò Êèðèëëîâà-Êîñòàíòà-Ñóðüå. Â
ýòîì ïîäõîäå ñïèíîâàÿ ÷àñòèöà, êàê è ëþáàÿ äðóãàÿ ýëåìåíòàðíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà,
îïèñûâàåòñÿ â òåðìèíàõ ôèçè÷åñêîãî ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, îòîæäåñòâëÿåìîãî ñ êîïðèñî-
åäèíåííîé îðáèòîé ñîîòâåòñòâóþùåé ãðóïïû ôóíäàìåíòàëüíûõ ñèììåòðèé. Äëÿ ìàññèâíîé
ñïèíîâîé ÷àñòèöû â d-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî Rd−1,1 � ýòî ðåãóëÿðíûå êîïðè-
ñîåäèíåííûå îðáèòû ãðóïïû Ïóàíêàðå. Èçâåñòíî, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ îðáèò {Om,s}
ïàðàìåòðèçóåòñÿ r + 1 ÷èñëîâûì ïàðàìåòðîì m è s = (s1, . . . , sr), ãäå ïàðàìåòð m àññî-
öèèðóåòñÿ ñ ìàññîé, à s � ñî ñïèíîì ÷àñòèöû. ×èñëî r = [(d − 1)/2] ñîâïàäàåò ñ ðàíãîì
ãðóïïû ïðîñòðàíñòâåííûõ âðàùåíèé SO(d − 1) (ìàëîé ãðóïïîé Âèãíåðà ìàññèâíîãî ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ãðóïïû Ïóàíêàðå). Óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè îçíà÷àåò, ÷òî ñðåäè âñåõ êîïðèñîåäè-
íåííûõ îðáèò ãðóïïû Ïóàíêàðå îðáèòû Om,s èìåþò ìàêñèìàëüíóþ âîçìîæíóþ ðàçìåðíîñòü,
dimOm,s = (d−1)(d+2)/2−r. Áóäó÷è îäíîðîäíûìè ñèìïëåêòè÷åñêèìè ìíîãîîáðàçèÿìè, îð-
áèòû Om,s îñíàùàþòñÿ çàìêíóòîé íåâûðîæäåííîé 2-ôîðìîé ω, èíâàðèàíòíîé îòíîñèòåëüíî
äåéñòâèÿ ãðóïïû Ïóàíêàðå.

Äèíàìèêà ìîäåëè ÷àñòèöû îïðåäåëÿåòñÿ çàäàíèåì ñòðóêòóðû áèðàññëîåíèÿ

Rd−1,1 π2←− E π1−→ Om,s

äëÿ íåêîòîðîãî ïðåñèìïëåêòè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ E ñ çàìêíóòîé 2-ôîðìîé Ω ïîñòîÿí-
íîãî ðàíãà. Òèïè÷íûé ñëîé π−1

1 (a) ⊂ E íàä òî÷êîé a ∈ Om,s ñîîòâåòñòâóåò èíòåãðàëü-
íîìó ëèñòó ÿäåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ker Ω, ïðîõîäÿùåìó ÷åðåç òî÷êó a. Äðóãèìè ñëîâàìè,
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π1 : E → Om,s ' E/ ker Ω è Ω = π∗1ω. Ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííàÿ ýâîëþöèÿ ÷àñòèöû ïîëó-
÷àåòñÿ ïðîåêöèåé π2 ñëîåâ π−1

1 (a) íà Rd−1,1. Ôóíêöèîíàë äåéñòâèÿ äëÿ òðàåêòîðèè ÷àñòèöû
γ : R→ E èìååò âèä

S[γ] =

∫

γ

ϑ , (13)

ãäå ϑ � ëîêàëüíî îïðåäåëåííûé ïðåñèìïëåêòè÷åñêèé ïîòåíöèàë, ò. å. Ω = dϑ.
Ìåòîä îðáèò èãðàåò óíèôèöèðóþùóþ ðîëü, äåìîíñòðèðóÿ ýêâèâàëåíòíîñòü âñåâîçìîæ-

íûõ ìîäåëåé ñïèíîâûõ ÷àñòèö íà óðîâíå ôèçè÷åñêîãî ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Îáîðîòíîé
ñòîðîíîé óíèâåðñàëüíîñòè ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ áîëüøîé ïðîèçâîë â âûáîðå ïðåñèìïëåêòè÷åñêî-
ãî ìíîãîîáðàçèÿ E . Ýòîò âûáîð íå ìîæåò áûòü ñäåëàí íà îñíîâå îäíèõ òîëüêî òåîðåòèêî-
ãðóïïîâûõ ñîîáðàæåíèé è òðåáóåò ïðèâëå÷åíèå äîïîëíèòåëüíûõ ôèçè÷åñêèõ ïðèíöèïîâ.

Â ïåðâîì ðàçäåëå ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî â êà÷åñòâå òàêîãî äîïîëíèòåëüíîãî ïðèíöèïà ìî-
æåò âûñòóïàòü ñëåäóþùåå ôóíäàìåíòàëüíîå òðåáîâàíèå [7]:

Ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííàÿ ïðîåêöèÿ π2 : E → Rd−1,1 êëàññîâ êàëèáðîâî÷íî-ýêâèâàëåíòíûõ
òðàåêòîðèé [γ] = π−1

1 (a), ãäå a ∈ Om,s, îïðåäåëÿåò îäíîìåðíûå ìèðîâûå ëèíèè â Rd−1,1.

Äàííûé ïîñòóëàò èìååò ïðîñòóþ ôèçè÷åñêóþ ìîòèâèðîâêó, ñâÿçàííóþ ñ âîçìîæíîñòüþ
âêëþ÷åíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèöû ñ âíåøíèìè ïîëÿìè. À èìåííî: â ñëó÷àå, êîãäà dim π2[γ] >

1 ÷àñòèöà ïåðåñòàåò áûòü ëîêàëèçîâàííîé â îïðåäåëåííîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà, íî �çàìåòàåò�
íåêîòîðóþ êàëèáðîâî÷íóþ îðáèòó íåíóëåâîé ðàçìåðíîñòè. Ïðè ýòîì âñå òî÷êè îðáèòû, ÿâ-
ëÿÿñü ïî îïðåäåëåíèþ ôèçè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè, äîëæíû îòîæäåñòâëÿòüñÿ äðóã ñ äðóãîì.
Âêëþ÷åíèå âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèöû ñ âíåøíèìè ïîëÿìè ðàçðóøàåò â îáùåì ñëó÷àå îäíî-
ðîäíîñòü ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè è äåëàåò òàêîå îòîæäåñòâëåíèå ôèçè÷åñêè ïðîòèâîðå÷èâûì:
ðàçíûå òî÷êè êàëèáðîâî÷íîé îðáèòû ïðîõîäÿò ÷åðåç ðàçíûå òî÷êè ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêî-
ãî, à ïîòîìó èñïûòûâàþò ðàçëè÷íîå âëèÿíèå ôîíîâûõ ïîëåé. Ñ òåõíè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ
ïðîáëåìà ñîñòîèò â òîì, ÷òî âêëþ÷åíèå âçàèìîäåéñòâèÿ ñ âíåøíèìè ïîëÿìè óâåëè÷èâàåò
ðàíã ïðåñèìïëåêòè÷åñêîé ôîðìû, ÷òî ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ íåôèçè÷åñêèõ ñòåïåíåé ñâî-
áîäû. Ïðîñòåéøèé (è, ïî-âèäèìîìó, åäèíñòâåííûé) ñïîñîá óäîâëåòâîðèòü ñôîðìóëèðîâàí-
íîìó âûøå óñëîâèþ îäíîìåðíîñòè òðàåêòîðèé â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî ñîñòîèò â òîì,
÷òîáû ïîäîáðàòü òàêîå îäíîðîäíîå ïðåñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå (E , Ω), äëÿ êîòîðîãî
dim E = dimOm,s + 1 èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, dim ker Ω = 1. Ïîñëåäíåå òðåáîâàíèå óæå îäíî-
çíà÷íî ïðèâîäèò ê ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâó

E ' (Ãðóïïà Ïóàíêàðå)/H ,

ãäå H ⊂ SO(d−1) ⊂ SO(d−1, 1) � ïîäãðóïïà Êàðòàíà ãðóïïû ïðîñòðàíñòâåííûõ ïîâîðîòîâ,
H ' [SO(2)]r. Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå Èâàñàâû äëÿ ãðóïïû Ëîðåíöà, ìîæíî âèäåòü, ÷òî
ïðîñòðàíñòâî E èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ:

E = Espinless ×Os ,

Espinless = Rd−1,1 ×B , Os = SO(d− 1)/[SO(2)]r .
(14)
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Çäåñü ìû îòîæäåñòâëÿåì d-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî Ìèíêîâñêîãî ñ ïîäãðóïïîé òðàíñëÿöèé â
ãðóïïå Ïóàíêàðå, à ÷åðåç B îáîçíà÷èëè ìíîæåñòâî áóñòîâ (ðàçðåøèìûé ôàêòîð â ðàçëîæå-
íèè Èâàñàâû). Ìíîæåñòâî B ìîæåò áûòü åñòåñòâåííî ïàðàìåòðèçîâàííî òî÷êàìè âåðõíåé
ïîëû (p0 > 0) äâóïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà pApA + m2 = 0; d-âåêòîð p ìîæåò ïîíèìàòüñÿ êàê
èìïóëüñ ðåëÿòèâèñòêîé ÷àñòèöû, à êîíñòàíòà m � êàê åå ìàññà. Òàêèì îáðàçîì, Espinless ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé íå ÷òî èíîå, êàê ïðåñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå ìàññèâíîé áåññïèíîâîé
÷àñòèöû ñî ñòàíäàðòíîé ïðåñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé dpA ∧ dxA. Ìíîæèòåëü Os â (14),
ÿâëÿþùèéñÿ ðåãóëÿðíîé êîïðèñîåäèíåííîé îðáèòîé SO(d − 1), ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê
ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ñïèíîâûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû.

Âî âòîðîì ðàçäåëå ñòðîèòñÿ ÿâíî êîâàðèàíòíàÿ ðåàëèçàöèÿ ðàñøèðåííîãî ôàçîâîãî
ïðîñòðàíñòâà ÷àñòèöû E . Ïðåæäå âñåãî, ìíîæèòåëü Espinless, îòâå÷àþùèé ïðåñèìïëåêòè÷åñêî-
ìó ìíîãîîáðàçèþ ñêàëÿðíîé ÷àñòèöû, âêëàäûâàåòñÿ â êîêàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå T ∗(Rd−1,1)

ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî ïîñðåäñòâîì óñëîâèÿ ìàññîâîé îáîëî÷êè pApA + m2 = 0. Ôàçîâîå
ïðîñòðàíñòâî ñïèíîâûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû Os îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ êîìïëåêñíûì ìíîãîîáðàçèåì
ôëàãîâ. Ïðåñèìïëåêòè÷åñêàÿ 2-ôîðìà íà E äàåòñÿ âûðàæåíèåì

Ω = dpA ∧ dxA + d ∗ dΦ , (15)

ãäå Φ � ÿâíî êîâàðèàíòíûé êýëåðîâ ïîòåíöèàë íà Om,s, çàâèñÿùèé îò p ∈ B è s.
Òðåòèé ðàçäåë ïîñâÿùåí ãåîìåòðè÷åñêîìó êâàíòîâàíèþ ìîäåëè ñâîáîäíîé ñïèíîâîé ÷à-

ñòèöû. Â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùåé ïðîöåäóðîé ìû ðàññìàòðèâàåì ýðìèòîâî ëèíåéíîå ðàññëîåíèå
B → Om,s ñî ñâÿçíîñòüþ ∇ è êðèâèçíîé ω. Ñòàíäàðòíûå óñëîâèÿ ïðåêâàíòîâàíèÿ ñèìïëåê-
òè÷åñêîé ôîðìû ω, îáåñïå÷èâàþùèå ñóùåñòâîâàíèå ∇, òðåáóþò, ÷òîáû ÷èñëà si ïðèíèìàëè
(ïîëó)öåëûå çíà÷åíèÿ. Äàëåå, íà îðáèòå Om,s ââîäèòñÿ åñòåñòâåííàÿ ïóàíêàðå-èíâàðèàíòíàÿ
ïîëÿðèçàöèÿ P , ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé êîìáèíàöèþ âåðòèêàëüíîé ïîëÿðèçàöèè íà êîêàñà-
òåëüíîì ðàññëîåíèè ê ìàññèâíîìó ãèïåðáîëîèäó p2 + m2 = 0 (èìïóëüñíîå ïðåäñòàâëåíèå)
è ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííîé êýëåðîâîé ïîëÿðèçàöèè íà Os. Èñïîëüçóÿ P , îïðåäåëÿåòñÿ
ïîäïðîñòðàíñòâî ΓP(Om,s) ⊂ Γ(Om,s) ïîëÿðèçîâàííûõ ñå÷åíèé:

Ψ ∈ ΓP(Om,s) ⇔ ∇XΨ = 0 , ∀X ∈ P . (16)

Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ñëó÷àå öåëîãî ñïèíà, ïîñëå âûáîðà ëîêàëüíîé òðèâèàëèçàöèè, êàæäîå
ïîëÿðèçîâàííîå ñå÷åíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ êîìïëåêñíîçíà÷íîé ôóíêöèåé

Ψ = ψ(p)A(l1)B(l2)···C(lr)z
A(l1)
1 z

B(l2)
2 · · · zC(lr)

r e−Φ(Z,Z) , li =
r∑

i=1

si , A(l) ≡ A1 · · ·Al , (17)

ãäå ñèììåòðèÿ èíäåêñîâ òåíçîðíîãî ïîëÿ ψ îïèñûâàåòñÿ äèàãðàììîé Þíãà ñ r-ñòðîêàìè, à
ñàìî ïîëå óäîâëåòâîðÿåò ïîëíîìó íàáîðó ðåëÿòèâèñòñêèõ âîëíîâûõ óðàâíåíèé

(p2 + m2)ψ(p)A(l1)B(l2)···C(lr) = 0 , pAψ(p)···A··· = 0 , ηABψ(p)···A···B··· = 0 . (18)
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Íàêîíåö, â ÷åòâåðòîì ðàçäåëå ñòðîèòñÿ ìèíèìàëüíîå âçàèìîäåéñòâèå ñïèíîâîé ÷àñòè-
öû ñ âíåøíèìè ãðàâèòàöèîííûìè è ýëåêòðîìàãíèòíûìè ïîëÿìè è àíàëèçèðóþòñÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî ïðè íåíóëåâîì òåíçîðå
êðèâèçíû ôîíîâîé ìåòðèêè ìèðîâàÿ ëèíèÿ ñïèíîâîé ÷àñòèöû îòêëîíÿåòñÿ îò ñîîòâåòñòâó-
þùåé ãåîäåçè÷åñêîé íà âåëè÷èíó ïîðÿäêà ïîñòîÿííîé Ïëàíêà (Zitterbewegung).

ÃËÀÂÀ V. Ãîìîëîãè÷åñêàÿ ìåõàíèêà � ãàìèëüòîíîâà âåðñèÿ
Â äàííîé ãëàâå ôîðìóëèðóåòñÿ ïðîöåäóðà äåôîðìàöèîííîãî êâàíòîâàíèÿ äëÿ òàê íà-

çûâàåìûõ ñëàáî ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì. Ïðåäëàãàåìàÿ êîíñòðóêöèÿ ìîæåò ðàññìàòðèâàòü-
ñÿ êàê íåêîòîðîå åñòåñòâåííîå, íî äàëåêî íå òðèâèàëüíîå îáîáùåíèå ìåòîäà ÁÂÔ-ÁÐÑÒ-
êâàíòîâàíèÿ íà ñëó÷àé íåãàìèëüòîíîâûõ êàëèáðîâî÷íûõ òåîðèé îáùåãî âèäà. Âîçìîæíîñòü
òàêîãî îáîáùåíèÿ âûòåêàåò èç ñëåäóþùèõ ïðîñòûõ ñîîáðàæåíèé.

Êàê èçâåñòíî, ïðîñòðàíñòâî ôèçè÷åñêèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû êàëèáðîâî÷íîé òåîðèè âîçíè-
êàåò â ðåçóëüòàòå êîìáèíèðîâàííîãî ïðèìåíåíèÿ äâóõ ìåõàíèçìîâ ðåäóêöèè: (i) îãðàíè÷åíèå
äèíàìèêè íà ïîâåðõíîñòü ñâÿçåé è (ii) ôàêòîðèçàöèè ïîâåðõíîñòè ñâÿçåé ïî äåéñòâèþ êàëèá-
ðîâî÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Ñîãëàñîâàííîñòü îïåðàöèé îãðàíè÷åíèÿ è ôàêòîðèçàöèè òðåáó-
åò, ÷òîáû ãåíåðàòîðû êàëèáðîâî÷íîé ñèììåòðèè Rα = Ri

α∂i ñîõðàíÿëè ïîâåðõíîñòü ñâÿçåé
Ta = 0 è çàäàâàëè íà íåé èíòåãðèðóåìîå ðàñïðåäåëåíèå. Ôèçè÷åñêèå íàáëþäàåìûå îïðåäåëÿ-
þòñÿ êàê ôóíêöèè íà ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâå ïîâåðõíîñòè ñâÿçåé ïî äåéñòâèþ êàëèáðîâî÷íûõ
ãåíåðàòîðîâ. Íàêîíåö, äèíàìèêà ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ ôàçîâûì ïîòîêîì ϕV

t : M → M , ñî-
õðàíÿþùèì êàê ïîâåðõíîñòü ñâÿçåé, òàê è êàëèáðîâî÷íîå ðàñïðåäåëåíèå. Â îáùåì ñëó÷àå,
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñâÿçè T è ãåíåðàòîðû R ÿâëÿþòñÿ íå ïðîñòî íàáîðàìè ñêàëÿðíûõ ôóíê-
öèé è âåêòîðíûõ ïîëåé íà M , à ñå÷åíèÿìè íåêîòîðûõ âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé E1 è E2 ⊗ TM ,
ñîîòâåòñòâåííî. Çàìåòèì, ÷òî äàííîå îïðåäåëåíèå êëàññè÷åñêîé êàëèáðîâî÷íîé ñèñòåìû íå
òðåáóåò ñóùåñòâîâàíèÿ íà ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå M ïóàññîíîâîé (èëè äàæå ñèìïëåêòè÷å-
ñêîé) ñòðóêòóðû. Â òî æå âðåìÿ ðåçóëüòàòîì êâàíòîâàíèÿ êàëèáðîâî÷íîé ñèñòåìû äîëæíî
ÿâëÿòüñÿ ∗-ïðîèçâåäåíèå, îáëàäàþùåå ñâîéñòâîì àññîöèàòèâíîñòè, âîîáùå ãîâîðÿ, ëèøü íà
ìíîæåñòâå ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí, à íå íà âñåì ïðîñòðàíñòâå C∞(M)[[~]]. Ìîæíî âèäåòü, ÷òî
êâàçèêëàññè÷åñêèì ïðåäåëîì òàêîãî �ñëàáî àññîöèàòèâíîãî� ∗-ïðîèçâåäåíèÿ, äîëæíà ÿâëÿòü-
ñÿ ñêîáêà Ïóàññîíà íà M , îáëàäàþùàÿ òîæäåñòâîì ßêîáè ëèøü â ïðîñòðàíñòâå êàëèáðîâî÷-
íî èíâàðèàíòíûõ âåëè÷èí è òîëüêî íà ïîâåðõíîñòè ñâÿçåé. Àíàëîãè÷íûå ñâîéñòâà �ñëàáîé
ïóàññîíîâîñòè� äîëæíû èìåòü ìåñòî è äëÿ ôàçîâîãî ïîòîêà ϕV

t .
Â ïåðâîì ðàçäåëå ïîêàçàíî, ÷òî èçëîæåííûå âûøå àðãóìåíòû äîïóñêàþò ñëåäóþùóþ

àëãåáðàè÷åñêóþ ôîðìàëèçàöèþ. Ïóñòü Λ(M) � àíòèïóàññîíîâà àëãåáðà ïîëèâåêòîðíûõ ïîëåé
íà ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû M è J = 〈R, T 〉 - àíòèïóàññîíîâ èäåàë â Λ(M), ïîðîæäåí-
íûé R è T òàê, ÷òî A∧J ⊂ J è [J, J ] ⊂ J . Ðàññìîòðèì ôàêòîð-àëãåáðó ΛJ(M) = ΛJ(M)/J , ãäå
ΛJ(M) � ñòàáèëèçàòîð J â Λ(M). Êîììóòàòèâíàÿ ïîäàëãåáðà Λ0

J(M) åñòåñòâåííûì îáðàçîì
îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ àëãåáðîé ôèçè÷åñêèõ íàáëþäàåìûõ, à Λ1

J(M) � ñ àëãåáðîé Ëè âåêòîðíûõ
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ïîëåé, çàäàþùèõ îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå àâòîìîðôèçìû àëãåáðû Λ0
J(M)). Íàêîíåö, ñàìîêîì-

ìóòèðóþùèå ýëåìåíòû èç Λ2
J(M), ò. å. òàêèå áèâåêòîðû π, ÷òî [π, π]J = 0, îïðåäåëÿþò ðàç-

ëè÷íûå ïóàññîíîâû ñòðóêòóðû íà Λ0
J(M). Ïî îïðåäåëåíèþ, ñëàáîé ïóàññîíîâîé ñòðóêòóðîé

íà M (èëè P∞-ñòðóêòóðîé) íàçûâàåòñÿ ëþáîé ïðåäñòàâèòåëü P ∈ Λ2(M) áèâåêòîðà π; â
ýòîì ñëó÷àå [P, J ] ⊂ J , [P, P ] ∈ J . Âåêòîðíîå ïîëå V ∈ Λ1(M) íàçûâàåòñÿ ñëàáî ãàìèëüòî-
íîâûì ïî îòíîøåíèþ ê P , åñëè îíî ïðåäñòàâëÿåò íåêîòîðûé ïóàññîíîâ âåêòîð u ∈ Λ1

J(M)

äëÿ π, ò. å. [V, J ] ⊂ J è [V, P ] ∈ J . Òðîéêà îáúåêòîâ (J, P, V ) ñ óêàçàííûìè âûøå ñâîéñòâàìè
íàçûâàåòñÿ ñëàáîé ãàìèëüòîíîâîé ñòðóêòóðîé íà M .

Âî âòîðîì ðàçäåëå äëÿ ïîäôàêòîðà ΛJ(M) àíòèïóàññîíîâîé àëãåáðû Λ(M) ñòðîèòñÿ
ñâîáîäíàÿ ðåçîëüâåíòà. Äëÿ ýòîãî â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùåé èäåîëîãèåé ÁÐÑÒ-òåîðèè èñõîäíîå
ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî M ðàñøèðÿåòñÿ äî òîòàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà Z-ãðàäóèðîâàííîãî âåê-
òîðíîãî ðàññëîåíèÿ M = E1[−1]⊕ E2[1] (÷èñëà â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ óêàçûâàþò íà ä�óõîâîå
÷èñëî êîîðäèíàò ñëîÿ); ïðè ýòîì ïîëèâåêòîðíàÿ àëãåáðà Λ(M) åñòåñòâåííî èçîìîðôíà àíòè-
ïóàññîíîâîé àëãåáðå ôóíêöèé C∞(N ) íà íå÷åòíîì êîêàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè N = T ∗[1]M
îòíîñèòåëüíî êàíîíè÷åñêîé àíòèñêîáêè. Ïðîèçâîäÿùèå óðàâíåíèÿ ÁÐÑÒ-àëãåáðû èìåþò âèä

(S, S) = 0 , (S, U) = 0 , (19)

ãäå ãåíåðàòîðû S è U ïîä÷èíåíû óñëîâèÿì: gh(S) = 2, gh(U) = 1, S|M = 0, U |M = 0.
Íà îñíîâå ñòàíäàðòíîé ãîìîëîãè÷åñêîé òåîðèè âîçìóùåíèé äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ êàæäîãî
ðåãóëÿðíîãî èäåàëà J = 〈R, T 〉 óðàâíåíèÿ (19) èìåþò åäèíñòâåííîå (ñ òî÷íîñòüþ äî àíòèêà-
íîíè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ) ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

S =
∗
ηaTa(x)+

∗
xiR

i
α(x)cα+

∗
xj

∗
xiP

ij(x) + · · · , U = V i(x)
∗
xi + · · · .

Çäåñü P � ñëàáàÿ ïóàññîíîâà ñòðóêòóðà, à V � ñëàáî ïóàññîíîâî âåêòîðíîå ïîëå íà (M,J).
Ãåíåðàòîð S çàäàåò êëàññè÷åñêèé ÁÐÑÒ-äèôôåðåíöèàë íà àëãåáðå ôóíêöèé: C∞(M)

Qf = (S, f)|M , ∀f ∈ C∞(M) , (20)

è, êàê äîêàçûâàåòñÿ, àëãåáðà ôèçè÷åñêèõ íàáëþäàåìûõ Λ0
J(M) èçîìîðôíà àëãåáðå êëàññè-

÷åñêèõ ÁÐÑÒ-êîãîìîëîãèé H0(Q) ñ äóõîâûì ÷èñëîì 0.
Â òðåòüåì ðàçäåëå ñòðîèòñÿ äåôîðìàöèîííîå êâàíòîâàíèå ñëàáîé ãàìèëüòîíîâîé ñòðóê-

òóðû (P, V, J). Êîíñòðóêöèÿ îñíîâàíà íà ïðèìåíåíèè ñóïåðñèììåòðè÷íîé âåðñèè òåîðåìû
ôîðìàëüíîñòè Êîíöåâè÷à, óñòàíàâëèâàþùåé êâàçèèçîìîðôèçì Λ(M) Ã D(M) ìåæäó àë-
ãåáðîé Ñõîóòåíà ïîëèâåêòîðíûõ ïîëåé Λ(M) =

⊕
n∈N Λn(M) è àëãåáðîé Ãåðøòåíõàáåðà

ïîëèäèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ D(M) =
⊕

n∈NDn(M). Íàëè÷èå êâàçèèçîìîðôèçìà
îçíà÷àåò, ÷òî ïî êàæäîìó ðåøåíèþ (S, U) êëàññè÷åñêèõ ìàñòåð-óðàâíåíèé (19) ìîæåò áûòü
ïîñòðîåíà ïàðà ôîðìàëüíûõ ïîëèäèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ Ŝ, Û ∈ D(M)[[~]], óäîâëå-
òâîðÿþùèõ êâàíòîâûì ìàñòåð-óðàâíåíèÿì íà ñêîáêàõ Ãåðøòåíõàáåðà

[Ŝ, Ŝ]G = 0 , [Ŝ, Û ]G = 0 (21)
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ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

Ŝ = m + ~F1(S) + O(~2) , Û = ~F1(U) + O(~2) . (22)

Çäåñü m(f, g) = f · g � áèíàðíûé îïåðàòîð ïîòî÷å÷íîãî óìíîæåíèÿ ôóíêöèé èç C∞(M), à
F1 : Λn(M) → Dn(M) � åñòåñòâåííîå âëîæåíèå, îòîæäåñòâëÿþùåå n-âåêòîð ñ êîñîñèììåòðè-
÷åñêèì äèôôåðåíöèàëüíûì îïåðàòîðîì íà n ôóíêöèÿõ.

Äàëåå ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî íåîäíîðîäíûé îïåðàòîð Ŝ çàäàåò íà C∞(M)[[~]] ñòðóêòóðó A∞-
àëãåáðû. Ñ ýòîé öåëüþ ãåíåðàòîðû Ŝ è Û ðàçëàãàþòñÿ â ñóììó îäíîðîäíûõ ïîëèäèôôåðåí-
öèàëüíûõ îïåðàòîðîâ

Ŝ =
∞∑

n=0

Ŝn = Â + Q̂ + Π̂ + Ψ̂ + · · · , Û =
∞∑

n=0

Ûn = Â′ + Γ̂ + Ξ̂ + · · · . (23)

Â îáùåì ñëó÷àå ðàçëîæåíèÿ (23) íà÷èíàþòñÿ ñ 0-ìåñòíûõ îïåðàòîðîâ A,A′ ∈ C∞(M)[[~]], ò.
å. ôóíêöèé ñ äóõîâûìè ÷èñëàìè 2 è 1, ñîîòâåòñòâåííî. Ýòè ôóíêöèè àííèãèëèðóþòñÿ êëàñ-
ñè÷åñêèì ÁÐÑÒ-äèôôåðåíöèàëîì (20), à èõ êëàññû êîãîìîëîãèé [A] ∈ H2(Q) è [A′] ∈ H1(Q)

èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê êâàíòîâûå àíîìàëèè. Â áåçàíîìàëüíîé ñèòóàöèè, íå îãðàíè÷èâàÿ îáù-
íîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî A = A′ = 0 (ïëîñêàÿ A∞-ñòðóêòóðà). Òîãäà ðåøåíèÿ (23) ìàñòåð-
óðàâíåíèé (19) èìåþò ñëåäóþùèé ñìûñë.

Ãîìîëîãè÷åñêîå âåêòîðíîå ïîëå Q ïîäíèìàåòñÿ äî ôîðìàëüíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî îïå-
ðàòîðà Q̂ ñ íóëåâûì êâàäðàòîì. Áèäèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð Π̂ çàäàåò ∗-ïðîèçâåäåíèå

f ∗ g = Π̂(f, g) = f · g +
i~
2
{f, g}+ O(~2) , (24)

ïðè÷åì ïåðâûé ïîðÿäîê ïî ~ îïðåäåëÿåòñÿ ñëàáîé ñêîáêîé Ïóàññîíà. Ýòî ∗-ïðîèçâåäåíèå
îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñëàáîé àññîöèàòèâíîñòè:

(f ∗ g) ∗ h− f ∗ (g ∗ h) = Q̂(Ψ̂(f, g, h))

+Ψ̂(Q̂(f), g, h) + (−1)ε(f)Ψ̂(f, Q̂(g), h) + (−1)ε(f)+ε(g)Ψ̂(f, g, Q̂(h))

(25)

è äèôôåðåíöèðóåòñÿ êâàíòîâûì ÁÐÑÒ-îïåðàòîðîì:

Q̂(f ∗ g) = Q̂(f) ∗ g + (−1)ε(f)f ∗ Q̂(g) . (26)

Âìåñòå ñîîòíîøåíèÿ (25,26) îçíà÷àþò, ÷òî ñëàáî àññîöèàòèâíîå ∗-ïðîèçâåäåíèå â C∞(M)[[~]]
èíäóöèðóåò àññîöèàòèâíîå ∗-ïðîèçâåäåíèå â êîãîìîëîãèÿõ îïåðàòîðà Q̂. Â ÷àñòíîñòè, êâàí-
òîâûå ÁÐÑÒ-êîãîìîëîãèè ñ íóëåâûì äóõîâûì ÷èñëîì îáðàçóþò çàìêíóòóþ ∗-ïîäàëãåáðó,
îòîæäåñòâëÿåìóþ ñ àëãåáðîé êâàíòîâûõ íàáëþäàåìûõ òåîðèè.

Àíàëîãè÷íî, èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ â (21) ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð Γ̂ êîììóòèðóåò ñ Q̂ è
äèôôåðåíöèðóåò ∗-ïðîèçâåäåíèå ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìîòîïèè:

Γ̂(f ∗ g)− (Γ̂f) ∗ g − f ∗ (Γ̂g) = Q̂(Ξ̂(f, g)) + Ξ̂(Q̂(f), g) + (−1)ε(f)Ξ̂(f, Q̂(g)) . (27)
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Âñëåäñòâèå ýòîãî Γ̂ èíäóöèðóåò äèôôåðåíöèðîâàíèå â ∗-àëãåáðå ôèçè÷åñêèõ íàáëþäàåìûõ.
Êâàíòîâûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñèñòåìû ïðèíèìàþò âèä

Ȯ = Γ̂O ,

ãäå O � êîöèêë, ïðåäñòàâëÿþùèé êâàíòîâóþ ÁÐÑÒ-íàáëþäàåìóþ [O] ∈ H0(Q̂).
Â ÷åòâåðòîì ðàçäåëå íà îñíîâå ìåòîäà Àëåêñàíäðîâà-Êîíöåâè÷à-Øâàðöà-Çàáîðîíñêîãî

ñòðîèòñÿ äâóìåðíàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ ñèãìà-ìîäåëü è ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ∗-ïðîèçâåäåíèå ôèçè-
÷åñêèõ íàáëþäàåìûõ èñõîäíîé òåîðèè ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðûì ñïåöèàëüíûì êîððåëÿòîðàì
ãðàíè÷íûõ íàáëþäàåìûõ òîïîëîãè÷åñêîé ñèãìà-ìîäåëè. Äàííàÿ êîíñòðóêöèÿ îáîáùàåò íà
ñëó÷àé P∞-ñòðóêòóð èçâåñòíûé ïîäõîä Êàòàíåî-Ôåëüäåðà ê ïîñòðîåíèþ àññîöèàòèâíûõ ∗-
ïðîèçâåäåíèé ïóòåì êâàíòîâàíèÿ ïóàññîíîâîé ñèãìà-ìîäåëè.

ÃËÀÂÀ VI. Ãîìîëîãè÷åñêàÿ ìåõàíèêà � ëàãðàíæåâà âåðñèÿ
Â äàííîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ ëàãðàíæåâ àíàëîã èçëîæåííîé âûøå êîíñòðóêöèè äå-

ôîðìàöèîííîãî êâàíòîâàíèÿ íåâàðèàöèîííûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Òåðìèí �ëàãðàíæåâ�
óêàçûâàåò íà òî, ÷òî çäåñü ìû ðàáîòàåì â òåðìèíàõ êîíôèãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà òðà-
åêòîðèé, à íå ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé ñèñòåìû. Ïðè òàêîì ñïîñîáå îïèñàíèÿ ôè-
çè÷åñêîå âðåìÿ (êàê ïàðàìåòð ýâîëþöèè) ïåðåñòàåò èãðàòü âûäåëåííóþ ðîëü ñðåäè ïðî÷èõ
ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ êîîðäèíàò, ÷òî äàåò íåêîòîðîå ïðåèìóùåñòâî ïðè ðàáîòå ñ òåî-
ðèÿìè, îáëàäàþùèìè îáùåêîîðäèíàòíîé èíâàðèàíòíîñòüþ. Òàêèì îáðàçîì, èñõîäíûì îáú-
åêòîì ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî Y X ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé x : X → Y êîíå÷íîìåðíîãî ìíîãî-
îáðàçèÿ X â íåêîòîðîå êîíå÷íîìåðíîå èëè áåñêîíå÷íîìåðíîå ìíîãîîáðàçèå Y . Â êîíòåêñòå
ëîêàëüíîé òåîðèè ïîëÿ êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî ïîëåé Y X îáû÷íî íàçûâàåòñÿ ïðî-
ñòðàíñòâîì èñòîðèé, à èñòèííûå èñòîðèè îïðåäåëÿþòñÿ êàê ðåøåíèÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Ta(x
i) = 0 . (28)

Ïîñêîëüêó óðàâíåíèÿ ïîëÿ (28) íå ïðåäïîëàãàþòñÿ ëàãðàíæåâûìè, ñóïåðèíäåêñû i è a, íó-
ìåðóþùèå ïîëÿ è óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, ìîãóò áûòü íèêàê íå ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì. Óðàâ-
íåíèÿ T = {Ta(x)} òðàêòóþòñÿ êàê ñå÷åíèå íåêîòîðîãî âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ E → M íàä
ïîäïðîñòðàíñòâîì âñåõ ïîëåé M ⊂ Y X ñ çàäàííûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Ïðè òàêîé èí-
òåðïðåòàöèè ìíîæåñòâî âñåõ èñòèííûõ èñòîðèé Σ, ïðèíàäëåæàùèõ M , îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ
íóëÿìè ñå÷åíèÿ: Σ = {x ∈ M | T (x) = 0 }. Ïîâåðõíîñòü Σ íàçûâàåòñÿ ìàññîâîé îáîëî÷êîé, à
âåêòîðíîå ðàññëîåíèå E � ðàññëîåíèåì äèíàìèê.

Âî èçáåæàíèå ïàòîëîãè÷åñêèõ ïðèìåðîâ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì íà óðàâíåíèÿ (28) íàêëà-
äûâàþòñÿ óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè. Ïî îïðåäåëåíèþ, íàáîð (E , T ) çàäàåò ðåãóëÿðíóþ êàëèáðî-
âî÷íóþ ñèñòåìó òèïà (m,n), åñëè Σ 6= ∅ è ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðíûõ
ðàññëîåíèé Ek → M è èõ ìîðôèçìîâ

0 → E−m→· · · → E−1
R−→ TM

J−→ E Z−→ E1→· · ·→En → 0 , (29)
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÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1) ñóùåñòâóåò òàêàÿ îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü U ìàññîâîé îáîëî÷êè Σ, ÷òî ïðè îãðàíè÷åíèè

íà U âñå ìîðôèçìû (29) èìåþò ïîñòîÿííûé ðàíã;
2) áóäó÷è îãðàíè÷åííîé íà Σ, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (29) ñòàíîâèòñÿ òî÷íîé.

Çäåñü J = ∇T � ìàòðèöà ßêîáè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, ïîñòðîåííàÿ ïî ëþáîé ñâÿçíîñòè ∇ â
ðàññëîåíèè E . Ñå÷åíèÿ R è Z èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê ãåíåðàòîðû êàëèáðîâî÷íîé ñèììåòðèè è
òîæäåñòâ Íåòåð ñîîòâåòñòâåííî, à îñòàëüíûå ãîìîìîðôèçìû â (29) îòâå÷àþò ãåíåðàòîðàì m-
êðàòíîé (n-êðàòíîé) ïðèâîäèìîñòè êàëèáðîâî÷íûõ ñèììåòðèé (òîæäåñòâ Íåòåð). Îòìåòèì,
÷òî äëÿ íåëàãðàíæåâûõ êàëèáðîâî÷íûõ òåîðèé èçâåñòíàÿ òåîðåìà Íåòåð, óñòàíàâëèâàþùàÿ
ðàâåíñòâî ìåæäó ÷èñëîì êàëèáðîâî÷íûõ ñèììåòðèé è òîæäåñòâ, óæå íå âåðíà. Íàïðèìåð,
â ðàçäåëå 6 íàñòîÿùåé ãëàâû ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðèìåðû êâàíòîâàíèÿ êàëèáðîâî÷íî èíâàðè-
àíòíûõ òåîðèé ñ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ è, íàîáîðîò, � çàâèñèìûõ
óðàâíåíèé äâèæåíèÿ áåç êàëèáðîâî÷íûõ ñèììåòðèé.

Ïóñòü çàäàíà ðåãóëÿðíàÿ êàëèáðîâî÷íàÿ ñèñòåìà (E , T ). Ïîä ëàãðàíæåâîé ñòðóêòóðîé,
ñîãëàñîâàííîé ñ (E , T ), ïîíèìàåòñÿ âñÿêîå R-ëèíåéíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå dE : Γ(∧nE) →
Γ(∧n+1E) ñòåïåíè 1, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ dET = 0. (Ïðè ýòîì ïîëàãàåòñÿ, ÷òî Γ(∧0E) =

C∞(M).) Èç äàííîãî îïðåäåëåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð dE îïðåäåëÿåò ìîð-
ôèçì âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé V : E∗ → TM . Ñîîòâåòñòâóþùåå ñå÷åíèå V ∈ Γ(E ⊗ TM) íàçû-
âàåòñÿ ëàãðàíæåâûì ÿêîðåì.

Ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ ðåãóëÿðíîñòè è ïîëíîòû ëàãðàíæåâîé ñòðóêòóðû. Ëàãðàíæåâà ñòðóê-
òóðà (E , T, dE) íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé â òî÷êå p ∈ M , åñëè ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U ⊂ M

òî÷êè p, ïðè îãðàíè÷åíèè íà êîòîðóþ ìîðôèçì

R⊕ V : E−1 ⊕ E∗ → TM (30)

èìååò ïîñòîÿííûé ðàíã r. ×èñëî r, êîãäà îïðåäåëåíî, íàçûâàåòñÿ ðàíãîì ëàãðàíæåâîé ñòðóê-
òóðû â òî÷êå r. Ëàãðàíæåâà ñòðóêòóðà íàçûâàåòñÿ ïîëíîé â òî÷êå p ∈ M , åñëè îãðàíè÷åíèå
îòîáðàæåíèÿ (30) â p ñþðúåêòèâíî. Èñïîëüçóÿ äàííûå ïîíÿòèÿ, ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùàÿ
òåîðåìà î ëîêàëüíîé ñòðóêòóðå ðåãóëÿðíîé êàëèáðîâî÷íîé äèíàìèêè.

Òåîðåìà (î ðàñùåïëåíèè [27]). Äëÿ êàæäîé ðåãóëÿðíîé òî÷êè p ∈ M ëàãðàíæåâîé ñòðóê-
òóðû (E , T, dE) ñóùåñòâóþò òàêèå ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû (y1, ..., yr, z1, ..., zk) ñ öåíòðîì â p

è òàêîé íàáîð ëîêàëüíûõ ôóíêöèé S(y), E1(y), ..., Ek(y), ÷òî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ Ta(y, z) =

0 ýêâèâàëåíòíû ñèñòåìå
∂S(y)

∂yI
= 0 , zJ = EJ(y) ,

ïðè ýòîì ëàãðàíæåâ ÿêîðü V = (V J , VI) çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì âåêòîðíûì ðàñïðåäåëåíèåì:

V J = 0 , VI =
∂

∂yI
+

∂EJ

∂yI

∂

∂zJ
.

Çäåñü ÷èñëî r � ðàíã ëàãðàíæåâîé ñòðóêòóðû â òî÷êå p ∈ M .
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Òàêèì îáðàçîì, èìååòñÿ âçàèìîîäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ëàãðàíæåâûìè êàëèá-
ðîâî÷íûìè ñèñòåìàìè è ïîëíûìè ëàãðàíæåâûìè ñòðóêòóðàìè. Â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà r <

dim M , ôóíêöèîíàë S(y) íàçûâàåòñÿ ÷àñòè÷íûì äåéñòâèåì.
Â ñåêöèè 1.4. îáñóæäàåòñÿ ñâÿçü ëàãðàíæåâîé ñòðóêòóðû ñ S∞-àëãåáðîé, àññîöèèðîâàí-

íîé ñ êîììóòàòèâíîé àëãåáðîé ôóíêöèé íà òîòàëüíîì ïðîñòðàíñòâå Z-ãðàäóèðîâàííîãî âåê-
òîðíîãî ðàññëîåíèÿ L = (⊕m

k=1E−k[k]) ⊕ E [−1] ⊕ (⊕n
k=1Ek[−k − 1]) . Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå 2

ñòðîèòñÿ ÿâíîå ÁÐÑÒ-îïèñàíèå S∞-àëãåáðû äëÿ êàëèáðîâî÷íûõ ñèñòåì òèïà (1, 1), àññîöèè-
ðóþùèõñÿ ñ 4-÷ëåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ (29)

0 → F R−→ TM
J−→ E Z−→ G → 0 ,

ãäå, êàê è âûøå, M � ïðîñòðàíñòâî èñòîðèé, E � ðàññëîåíèå äèíàìèê, à F è G � ðàññëîåíèÿ
(íåïðèâîäèìûõ) êàëèáðîâî÷íûõ ñèììåòðèé è òîæäåñòâ Íåòåð ñîîòâåòñòâåííî. Ïðîñòðàíñòâî
L ðàñøèðÿåòñÿ äî êîêàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ N = T ∗L, íà êîòîðîì ââîäèòñÿ êàíîíè÷åñêàÿ
ñêîáêà Ïóàññîíà {−,−} è êëàññè÷åñêèé ÁÐÑÒ-çàðÿä Ω. Ïî îïðåäåëåíèþ, Ω åñòü íå÷åòíûé
ýëåìåíò ïóàññîíîâîé àëãåáðû C∞(N ), óäîâëåòâîðÿþùèé ñëåäóþùèì òðåáîâàíèÿì:

1) gh(Ω) = 1, Ω|L = 0;
2) Ω = η̄aTa + cαRi

αx̄i + ξ̄AZa
Aηa + η̄aV i

a x̄i + · · · ;
3) {Ω, Ω} = 0 .
Çäåñü xi � ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû íà M , cα, ηa, è ξA � ëèíåéíûå êîîðäèíàòû íà ñëîÿõ

F [1], E [−1] è G[−2] ñîîòâåòñòâåííî, à ÷åðòà íàä ïåðåìåííîé îçíà÷àåò êàíîíè÷åñêè ñîïðÿæåí-
íûé èìïóëüñ. Òî÷êàìè â (2) îáîçíà÷åíû ñëàãàåìûå, êàê ìèíèìóì, ëèíåéíûå ïî ηa è c̄α èëè
êâàäðàòè÷íûå ïî x̄i. Ñóùåñòâîâàíèå Ω äîêàçûâàåòñÿ ñòàíäàðòíûìè ìåòîäàìè ãîìîëîãè÷å-
ñêîé òåîðèè âîçìóùåíèé. Óðàâíåíèå (3) èçâåñòíî êàê (êëàññè÷åñêîå) ìàñòåð-óðàâíåíèå. Åãî
âûïîëíåíèå ýêâèâàëåíòíî âûïîëíåíèþ öåïî÷êè îáîáùåííûõ òîæäåñòâ ßêîáè äëÿ ïëîñêîé
S∞-ñòðóêòóðû, àññîöèèðîâàííîé ñ âûñøèìè (ïðîèçâîäíûìè) àíòèñêîáêàìè:

Sn(a1, ..., an) = {· · · {{Ω, a1}, a2}, · · · , an} , ak ∈ C∞(L) , n = 1, 2, ... .

Ñåêöèÿ 2.4. ïîñâÿùåíà ãàìèëüòîíîâîé èíòåðïðåòàöèè ÁÐÑÒ-êîìïëåêñà (C∞(N ), Ω). À
èìåííî: ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî êàæäàÿ ëàãðàíæåâà ñòðóêòóðà îïðåäåëÿåò ëàãðàíæåâî ïîäìíîãî-
îáðàçèå L ⊂ T ∗M â êîêàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè ê ïðîñòðàíñòâó òðàåêòîðèé ñèñòåìû (ôàçîâîì
ïðîñòðàíñòâå ïîëåé è èñòî÷íèêîâ) êàê ïîâåðõíîñòü (ïðèâîäèìûõ) ñâÿçåé ïåðâîãî ðîäà

T̃a(x, x̄) = Ta(x) + V i
a (x)x̄i + O(x̄2) ≈ 0 , R̃α(x, x̄) = Ri

α(x)x̄i + O(x̄2) ≈ 0 .

Çàìåòèì, ÷òî ñâÿçè ΘI = (T̃a, R̃α) ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ôîðìàëüíàÿ äåôîðìàöèÿ ãà-
ìèëüòîíîâûõ ñâÿçåé, çàäàþùèõñÿ âåäóùèìè ÷ëåíàìè ðàçëîæåíèé, �â íàïðàâëåíèè� ëàãðàí-
æåâîãî ÿêîðÿ V . Ýòî íàáëþäåíèå ïîçâîëÿåò èíòåðïðåòèðîâàòü ëàãðàíæåâó ñòðóêòóðó êàê
ôîðìàëüíóþ äåôîðìàöèþ �çàòðàâî÷íîãî� ëàãðàíæåâà ïîäìíîãîîáðàçèÿ L0 ⊂ T ∗M , âûäåëÿ-
åìîãî óðàâíåíèÿìè Ta(x) = 0 è Ri

α(x)x̄i = 0. Ñîîòâåòñòâóþùåå ãàìèëüòîíîâî äåéñòâèå

SH [λ, x, x̄] =

∫ t2

t1

dt(x̄iẋ
i − λIΘI(x, x̄)) (31)
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ìîæåò èíòåðïðåòèðîâàòüñÿ êàê äåéñòâèå òîïîëîãè÷åñêîé ñèãìà-ìîäåëè íà (d + 1)-ìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå X × R. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè íóëåâûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ íà èìïóëüñû
x̄i(t1) = x̄i(t2) = 0, êëàññè÷åñêàÿ äèíàìèêà (ëàãðàíæåâîé) òîïîëîãè÷åñêîé ìîäåëè (31) ýêâè-
âàëåíòíà èñõîäíîé (íå)ëàãðàíæåâîé äèíàìèêå ñ óðàâíåíèÿìè Ta(x) = 0.

Â òðåòüåì ðàçäåëå ïðîâîäèòñÿ êàíîíè÷åñêîå êâàíòîâàíèå êëàññè÷åñêîãî ÁÐÑÒ-êîì-
ïëåêñà (Ω, C∞(N )). Ñ èñïîëüçîâàíèåì íîðìàëüíûõ ñèìâîëîâ îïåðàòîðîâ íà êîêàñàòåëüíîì
ðàññëîåíèè N = T ∗L êëàññè÷åñêîìó ÁÐÑÒ-çàðÿäó Ω ñîïîñòàâëÿåòñÿ ýðìèòîâ îïåðàòîð Ω̂,
óäîâëåòâîðÿþùèé êâàíòîâîìó ìàñòåð-óðàâíåíèþ Ω̂2 = 0. Êâàíòîâàÿ àëãåáðà ôèçè÷åñêèõ
íàáëþäàåìûõ è ïðîñòðàíñòâî ôèçè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé îïðåäåëÿþòñÿ êàê ñîîòâåòñòâóþùèå
ÁÐÑÒ-êîãîìîëîãèè ñ äóõîâûì ÷èñëîì 0, òàê ÷òî â îòñóòñòâèå àíîìàëèé âñÿ ôèçè÷åñêàÿ
äèíàìèêà îïèñûâàåòñÿ â òåðìèíàõ H0

op(Ω̂)-ìîäóëÿ H0
st(Ω̂).

Ïîñêîëüêó ýôôåêòèâíàÿ ãàìèëüòîíîâà òåîðèÿ ñî ñâÿçÿìè (31) ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî òîïîëî-
ãè÷åñêîé, ïðîñòðàíñòâî H0

st(Ω̂) ïî ñóùåñòâó îäíîìåðíî è íàòÿãèâàåòñÿ íà åäèíñòâåííîå (ñ
òî÷íîñòüþ äî ÁÐÑÒ-ãðàíèöû) ôèçè÷åñêîå ñîñòîÿíèå |Φ〉, óäîâëåòâîðÿþùåå óðàâíåíèþ

Ω̂|Φ〉 = 0 . (32)

Âçÿòîå â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè, ýòî ñîñòîÿíèå èìååò ñìûñë àìïëèòóäû âåðîÿòíî-
ñòè íà ðàñøèðåííîì ïðîñòðàíñòâå òðàåêòîðèé ñèñòåìû L. Ñîîòâåòñòâåííî, óðàâíåíèå (32)
èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê îáîáùåííîå óðàâíåíèå Øâèíãåðà-Äàéñîíà. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ñëó÷àå
îáû÷íîé êàëèáðîâî÷íîé òåîðèè ñ (ìàñòåð-)äåéñòâèåì S ýòî óðàâíåíèå ïðèâîäèò ê ôåéíìà-
íîâñêîé àìïëèòóäå âåðîÿòíîñòè Φ = e

i
~S, à äëÿ òåîðèè ñ íóëåâûì ëàãðàíæåâûì ÿêîðåì � ê

êëàññè÷åñêîé àìïëèòóäå Ãîöè Φ = δ(Ta). Êâàíòîâîå ñðåäíåå ïî òðàåêòîðèÿì äëÿ ôèçè÷åñêîé
âåëè÷èíû [Ô] ∈ H0

op(Ω̂) îïðåäåëåÿòñÿ òåïåðü îáû÷íîé êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêîé ôîðìóëîé

〈O〉 =
〈Φ|Ô|Φ〉K
〈Φ|Φ〉K , (33)

ãäå 〈Ψ1|Ψ2〉K ≡ 〈Ψ1|e i
~ [Ω̂,K̂]|Ψ2〉 � ðåãóëÿðèçîâàííîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ïðîñòðàíñòâå

ôèçè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé, àññîöèèðîâàííîå ñ êàëèáðîâî÷íûì ôåðìèîíîì K.
Ðàññìàòðèâàÿ ðåãóëÿðèçóþùèé ôàêòîð e

i
~ [Ω̂,K̂] êàê îïåðàòîð ýâîëþöèè, îòâå÷àþùèé ÁÐÑÒ-

òðèâèàëüíîìó ãàìèëüòîíèàíó Ĥ = [Ω̂, K̂], â ñåêöèè 3.2 âûâîäèòñÿ ñëåäóþùåå èíòåãðàëüíîå
ïðåäñòàâëåíèå äëÿ êâàíòîâûõ ñðåäíèõ (33):

〈O〉 = (const)

∫
DϕDϕ̄ O(ϕ(1)) exp

i

~

∫ 1

0

dt(ϕ̄Iϕ̇
I − {Ω, K}) , (34)

ãäå (ϕI , ϕ̄I) � ïàðû êàíîíè÷åñêè ñîïðÿæåííûõ êîîðäèíàò íà N = T ∗L è èíòåãðèðîâàíèå
âåäåòñÿ ïî âñåì òðàåêòîðèÿì ñ ãðàíóñëîâèÿìè ϕ̄I(0) = ϕ̄I(1) = 0.

Â ÷åòâåðòîì ðàçäåëå ïðîâîäèòñÿ äåòàëüíîå ñðàâíåíèå ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà êâàíòîâà-
íèÿ íåëàãðàíæåâûõ êàëèáðîâî÷íûõ òåîðèé ñ êëàññè÷åñêèì ìåòîäîì Áàòàëèíà-Âèëêîâûñêîãî.
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Ïÿòûé ðàçäåë ïîñâÿùåí âûâîäó àëüòåðíàòèâíîãî èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ àì-
ïëèòóäû âåðîÿòíîñòè è êâàíòîâûõ ñðåäíèõ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí íåëàãðàíæåâîé òåîðèè â
òåðìèíàõ íåêîòîðîé ëàãðàíæåâîé ìîäåëè íà èñõîäíîì ïðîñòðàíñòâå X, íî ñ ðàñøèðåííûì
(îãìåíòèðîâàííûì) ñïåêòðîì ïîëåé. Â êà÷åñòâå êîíôèãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà îãìåíòè-
ðîâàííîé òåîðèè áåðåòñÿ òîòàëüíîå ïðîñòðàíñòâî âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ E∗ → M (äóàëü-
íîãî ê ðàññëîåíèþ äèíàìèê E). Â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåíèÿ ïðîöåäóðû îãìåíòàöèè èñõîäíàÿ
(íåëàãðàíæåâà) äèíàìèêà íà M ïðîäîëæàåòñÿ â E∗ òàê, ÷òî ïîëíàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ óæå
ëàãðàíæåâîé. Ôóíêöèîíàë äåéñòâèÿ îãìåíòèðîâàííîé òåîðèè èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó:

Saug(x, y) = yaTa(x) + yaybGab(x) + O(y3) . (35)

Çäåñü y � ïîëÿ îãìåíòàöèè, à Gab = V i
a∂iTb − V i

b ∂iTa � îáîáùåííàÿ ìàòðèöà Âàí Ôëåêà,
îòâå÷àþùàÿ êëàññè÷åñêèì óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ Ta(x) = 0 è ëàãðàíæåâîìó ÿêîðþ V . Ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì ñòàíäàðòíîé òåõíèêè ãîìîëîãè÷åñêîé òåîðèè âîçìóùåíèé âûâîäÿòñÿ ÿâíûå ðå-
êóððåíòíûå ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ Saug â ëþáîì ïîðÿäêå ïî y. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ëî-
êàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ è ëîêàëüíîãî ëàãðàíæåâîãî ÿêîðÿ äåéñòâèå îãìåíòèðîâàííîé
òåîðèè Saug(x, y) ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ôóíêöèîíàëîì ïîëåé. Ïðîöåäóðà îãìåíòàöèè óñòðî-
åíà òàê, ÷òî êîíòèíóàëüíûé èíòåãðàë, îòâå÷àþùèé óñðåäíåíèþ ôåéíìàíîâñêîé àìïëèòóäû
Ψ = e

i
~Saug ïî ñëîÿì âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ E∗, îïðåäåëÿåò àìïëèòóäó âåðîÿòíîñòè èñõîäíîé

íåëàãðàíæåâîé òåîðèè íà M . À èìåííî,

Φ(x) =

∫
Dye

i
~Saug(x,y) ⇒ 〈O〉 =

∫
DxDyO(x)e

i
~Saug(x,y) ,

ãäå èíòåãðàë áåðåòñÿ ïî âñåì y, óäîâëåòâîðÿþùèì íóëåâûì ãðàíóñëîâèÿì.
Øåñòîé ðàçäåë ïîñâÿùåí ïðèëîæåíèÿì ðàçâèòîé âûøå òåõíèêè êâàíòîâàíèÿ ê ðÿäó àê-

òóàëüíûõ íåëàãðàíæåâûõ ìîäåëåé òåîðèè ïîëÿ: ìàêñâåëëîâñêîé ýëåêòðîäèíàìèêå ñ ìîíîïî-
ëÿìè, êèðàëüíûì áîçîíàì â ðàçìåðíîñòÿõ d = 4n + 2, óðàâíåíèÿì Äîíàëüäñîíà-Óëåíáåê-ßó.
Âî âñåõ ñëó÷àÿõ íàéäåíû ÿâíî êîâàðèàíòíûå ëîêàëüíûå ëàãðàíæåâû ñòðóêòóðû è îïðåäå-
ëåíû êîíòèíóàëüíûå èíòåãðàëû äëÿ êâàíòîâûõ ñðåäíèõ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí. Â ÷àñòíîñòè,
óñòàíîâëåíà âçàèìîñâÿçü ìåæäó îãìåíòèðîâàíîé òåîðèåé Äîíàëüäñîíà-Óëåíáåê-ßó è êàëèá-
ðîâàííûìè G/G ÂÇÂ-ìîäåëÿìè íà êýëåðîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ.

ÃËÀÂÀ VII. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êëàññû êàëèáðîâî÷íûõ ñèñòåì
Ãëàâà ïîñâÿùåíà îïðåäåëåíèþ, ïîñòðîåíèþ è êëàññèôèêàöèè õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êëàñ-

ñîâ êàëèáðîâî÷íûõ ñèñòåì. Ñ ÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ êàæäàÿ êëàññè÷åñêàÿ êà-
ëèáðîâî÷íàÿ ñèñòåìà îïðåäåëÿåòñÿ çàäàíèåì íåêîòîðîãî ñóïåðìíîãîîáðàçèÿ M , îñíàùåííî-
ãî ãîìîëîãè÷åñêèì âåêòîðíûì ïîëåì Q, ò. å. íå÷åòíûì âåêòîðíûì ïîëåì, óäîâëåòâîðÿþùèì
óñëîâèþ èíòåãðèðóåìîñòè Q2 = 0. Íàëè÷èå ãîìîëîãè÷åñêîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ íàäåëÿåò ïðî-
ñòðàíñòâî ãëàäêèõ òåíçîðíûõ ïîëåé íà M ñòðóêòóðîé äèôôåðåíöèàëüíîé àññîöèàòèâíîé
àëãåáðû, â êîòîðîé ðîëü îïåðàòîðà êîãðàíèöû δ èãðàåò ïðîèçâîäíàÿ Ëè âäîëü ãîìîëîãè-
÷åñêîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ Q. Ïóñòü ∇ � íåêîòîðàÿ ñèììåòðè÷íàÿ ñâÿçíîñòü (êîâàðèàíòíàÿ
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ïðîèçâîäíàÿ) íà M . Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êëàññû Q-ìíîãîîáðàçèÿ îïðåäåëÿþòñÿ êàê êëàññû
êîãîìîëîãèé óíèâåðñàëüíûõ δ-êîöèêëîâ, ñòðîÿùèåñÿ â òåðìèíàõ ãîìîëîãè÷åñêîãî âåêòîðíî-
ãî ïîëÿ, òåíçîðà êðèâèçíû ñâÿçíîñòè è èõ êîâàðèàíòíûõ ïðîèçâîäíûõ äî íåêîòîðîãî êîíå÷-
íîãî ïîðÿäêà. Òåðìèí �óíèâåðñàëüíûé� ïîä÷åðêèâàåò òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî δ-çàìêíóòîñòü
óíèâåðñàëüíîãî êîöèêëà ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì îäíîãî ëèøü óñëîâèÿ èíòåãðèðóåìîñòè è íå
àïåëëèðóåò ê êîíêðåòíîé ñòðóêòóðå ãîìîëîãè÷åñêîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ.

Â ïåðâîì ðàçäåëå äàåòñÿ îïðåäåëåíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êëàññîâ Q-ìíîãîîáðàçèé,
ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå ïðèìåðû Q-ìíîãîîáðàçèé è óíèâåðñàëüíûõ êîöèêëîâ, à òàêæå äîêà-
çûâàåòñÿ òåîðåìà î íåçàâèñèìîñòè õàðêëàññîâ îò âûáîðà ñèììåòðè÷íîé ñâÿçíîñòè.

Âî âòîðîì ðàçäåëå ââîäèòñÿ ïîíÿòèå âíóòðåííèõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êëàññîâ. Ïî îïðå-
äåëåíèþ, õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ íàçûâàåòñÿ âíóòðåííèì, åñëè îí íå îáðàùàåòñÿ òîæäå-
ñòâåííî â íóëü íà ïëîñêîì Q-ìíîãîîáðàçèè. Äîïîëíåíèå ê ìíîæåñòâó âíóòðåííèõ õàðêëàññîâ
íàçîâåì ïðîñòðàíñòâîì èñ÷åçàþùèõ õàðêëàññîâ. Â îòëè÷èå îò èñ÷åçàþùèõ õàðêëàññîâ, âíóò-
ðåííèå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êëàññû â áîëüøåé ñòåïåíè îòðàæàþò àíàëèòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó
ãîìîëîãè÷åñêîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ Q íåæåëè òîïîëîãè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ñóïåðìíîãîîáðàçèÿ
M . Ïðîñòåéøèìè ïðèìåðàìè âíóòðåííèõ óíèâåðñàëüíûõ êîöèêëîâ ÿâëÿþòñÿ òåíçîðíûå ñòå-
ïåíè ãîìîëîãè÷åñêîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ Q⊗n. Îáîçíà÷èì ÷åðåç H int

Q (M) òåíçîðíóþ àëãåáðó
âíóòðåííèõ õàðêëàññîâ. Ïî îïðåäåëåíèþ, H int

Q (M) åñòü ôàêòîð-àëãåáðà òåíçîðíîé àëãåáðû
âñåõ õàðêëàññîâ ïî ïîäàëãåáðå èñ÷åçàþùèõ õàðêëàññîâ. Öåíòðàëüíûì ðåçóëüòàòîì äàííîãî
ðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ êëàññèôèêàöèîííàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà. Ïóñòü M � ïëîñêîå Q-ìíîãîîáðàçèå. Òîãäà àëãåáðà H int
Q (M) ñâîáîäíî ïîðîæäàåò-

ñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè êëàññàìè A-, B- è C-ñåðèé, à òàêæå êëàññîì δ-êîãîìîëîãèè [Q]

ñàìîãî ãîìîëîãè÷åñêîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ, ñ ïîìîùüþ òðåõ îïåðàöèé:
1) îáðàçîâàíèå ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè,
2) òåíçîðíîãî óìíîæåíèÿ,
3) ïåðåñòàíîâêè èíäåêñîâ òåíçîðíûõ êîöèêëîâ.

Óïîìÿíóòûå â òåîðåìå òðè áåñêîíå÷íûå ñåðèè õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êëàññîâ èìåþò ñëåäóþùåå
ïðîñòîå îïèñàíèå.

A-ñåðèÿ. Ïóñòü Λ = ∇Q � íå÷åòíîå òåíçîðíîå ïîëå òèïà (1, 1), çàäàþùååñÿ ïåðâûìè
êîâàðèàíòíûìè ïðîèçâîäíûìè ãîìîëîãè÷åñêîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ. Óíèâåðñàëüíûå êîöèêëû
A-ñåðèè ñóòü Q-èíâàðèàíòíûå ôóíêöèè âèäà

C∞(M) 3 An = Str(Λ2n−1) , ∀n ∈ N , (36)

ãäå ïîä çíàêîì ñóïåðñëåäà ñòîÿò ìàòðè÷íûå ñòåïåíè ýíäîìîðôèçìà Λ.
B-ñåðèÿ. Óíèâåðñàëüíûå êîöèêëû B-ñåðèè ÿâëÿþòñÿ òåíçîðíûìè ïîëÿìè òèïà (1, n + 1).

Áóäåì èíòåðïðåòèðîâàòü n-é ÷ëåí ñåðèè Bn êàê n-ôîðìó íà TM ñî çíà÷åíèåì â ýíäîìîðôèç-
ìàõ êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ. Òîãäà äëÿ ëþáîãî íàáîðà âåêòîðíûõ ïîëåé X1, ..., Xn ïîëàãàåì:
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End(TM) 3 Bn(X1, ..., Xn) = ∇X1Λ · ∇X2Λ · · · ∇XnΛ . (37)

Çäåñü, êàê è âûøå, òî÷êà îçíà÷àåò ìàòðè÷íîå óìíîæåíèå ýíäîìîðôèçìîâ ∇XΛ.
C-ñåðèÿ. Ýòà ñåðèÿ ïîëó÷àåòñÿ èç ñåðèè B âçÿòèåì ñóïåðñëåäà ýíäîìðôèçìîâ Bn(X1, ..., Xn),

à èìåííî:
Cn(X1, ..., Xn) = Str(∇X1Λ · ∇X2Λ · · · ∇XnΛ) . (38)

Òàêèì îáðàçîì, óíèâåðñàëüíûé êîöèêë Cn ÿâëÿåòñÿ êîâàðèàíòíûì òåíçîðîì ðàíãà n.
Äàëåå ñòàâèòñÿ çàäà÷à î ðàñïðîñòðàíåíèè äàííîãî ðåçóëüòàòà íà ïðîèçâîëüíûå (íå îáÿçà-

òåëüíî ïëîñêèå) Q-ìíîãîîáðàçèÿ. Ñîâåðøåííî ýëåìåíòàðíî ýòî óäàåòñÿ ñäåëàòü äëÿ õàðàê-
òåðèñòè÷åñêèõ êëàññîâ B è C ñåðèé. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî (1, 2)-òåíçîð Ω ∈ Λ(M)⊗ End(TM),
îïðåäåëåííûé ïî ïðàâèëó ΩX = ∇XΛ + RQX , ãäå RQX = [∇Q,∇X ] ∈ End(TM) � òåíçîð êðè-
âèçíû ñèììåòðè÷íîé ñâÿçíîñòè ∇, ÿâëÿåòñÿ δ-êîöèêëîì äëÿ âñåõ ∇. Ïîýòîìó âíóòðåííèå
óíèâåðñàëüíûå êîöèêëû, îòâå÷àþùèå B- è C-ñåðèÿì è ïðîèçâîëüíîé ñâÿçíîñòè ∇, ïîëó÷à-
þòñÿ èç (37) è (38) ïóòåì ïðîñòîé çàìåíû ∇XΛ 7→ ΩX . Â îòíîøåíèè õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ
êëàññîâ A-ñåðèè ïîêàçàíî, ÷òî âîçìîæíîñòü èõ ïðîäîëæåíèÿ íà íåïëîñêîå Q-ìíîãîîáðàçèå
íàêëàäûâàåò íà ïîñëåäíåå íåêîòîðûå òîïîëîãè÷åñêèå îãðàíè÷åíèÿ. À èìåííî: äëÿ ñóùåñòâî-
âàíèÿ õàðêëàññà An òðåáóåòñÿ, ÷òîáû n-é õàðàêòåð Ïîíòðÿãèíà êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ TM

ðàâíÿëñÿ íóëþ. Ïðè ñäåëàííîì ïðåäïîëîæåíèè ôóíêöèÿ (36) ìîæåò áûòü âñåãäà äîñòðîåíà
âûñøèìè ïîïðàâêàìè ïî òåíçîðó êðèâèçíû äî íåêîòîðîãî δ-êîöèêëà.

Òðåòèé ðàçäåë ïîñâÿùåí èíòåðïðåòàöèè íåêîòîðûõ èç ïîñòðîåííûõ õàðêëàññîâ êàê ïðå-
ïÿòñòâèé ê ðàçðåøèìîñòè êâàíòîâûõ ìàñòåð-óðàâíåíèé â ëàãðàíæåâîì ÁÂ- è îïåðàòîðíîì
ÁÂÔ-ÁÐÑÒ-ôîðìàëèçìàõ. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî êëàññ A1 (ìîäóëÿðíûé êëàññ êàëèáðîâî÷íîé
òåîðèè) îòâå÷àåò çà îäíîïåòëåâûå àíîìàëèè â ìåòîäå ÁÂ-êâàíòîâàíèÿ, â òî âðåìÿ êàê êëàññ
C2 âíîñèò îñíîâíîé âêëàä â äâóõïåòëåâûå àíîìàëèè â ìåòîäå ÁÂÔ-ÁÐÑÒ. Ïðèâîäèòñÿ ïðè-
ìåð êàëèáðîâî÷íîãî ñëîåíèÿ ñ íåòðèâèàëüíûì ìîäóëÿðíûì êëàññîì.

Â Çàêëþ÷åíèè êðàòêî ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû.
Ïðèëîæåíèå À ñîäåðæèò îïèñàíèå ïåðòóðáàòèâíîé ïðîöåäóðû ïîñòðîåíèÿ êîîðäèíàò

Ìîðñà â îêðåñòíîñòè íåâûðîæäåííîé êðèòè÷åñêîé òî÷êè ôóíêöèè.
Ïðèëîæåíèå Â ñîäåðæèò âûâîä àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó ðåãóëÿðè-

çàöèè äëÿ ïðîèçâîäÿùåãî èíòåãðàëà ðàñõîäèìîñòåé â ìîäåëÿõ ð-áðàí ñ ñàìîäåéñòâèåì.

ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ, ÂÛÍÎÑÈÌÛÅ ÍÀ ÇÀÙÈÒÓ
1. Ïîñòðîåíî âèêîâñêîå îáîáùåíèå äåôîðìàöèîííîãî êâàíòîâàíèÿ Ôåäîñîâà äëÿ êýëåðî-

âûõ è ïàðàêýëåðîâûõ ìíîãîîáðàçèé îáùåãî âèäà. Óñòàíîâëåíû ÿâíûå êîãîìîëîãè÷å-
ñêèå ïðåïÿòñòâèÿ ê ñóùåñòâîâàíèþ ãëîáàëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè ìåæäó âèêîâñêèì è
âåéëåâñêèì êâàíòîâàíèÿìè. Â ñëó÷àå ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ñî ñâÿçÿìè óñòàíîâëåíû
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ýôôåêòèâíûå êðèòåðèè, êîòîðûì äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ñâÿçè âòîðîãî ðîäà, ÷òîáû ðå-
äóöèðîâàííîå ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî îáëàäàëî êýëåðîâîé ïîëÿðèçàöèåé, ñîãëàñîâàííîé
ñ ïîëÿðèçàöèåé îáúåìëþùåãî ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà.
Â êîíòåêñòå ýòîé æå ïðîáëåìàòèêè ïîñòàâëåí è ðåøåí âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè âèêîâ-
ñêîé ñòðóêòóðû äëÿ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì íà êîêàñàòåëüíûõ ðàññëîåíèÿõ ê ðèìàíîâûì
ìíîãîîáðàçèÿì. Ïîêàçàíî, ÷òî òàêàÿ ñòðóêòóðà âñåãäà ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà èñõîäÿ èç
ðèìàíîâîé ìåòðèêè íà êîíôèãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå â êëàññå íàáëþäàåìûõ àíàëè-
òè÷íûõ ïî èìïóëüñàì. Óêàçàí êîíêðåòíûé ñöåíàðèé ïðèëîæåíèÿ äàííîé êîíñòðóêöèè
ê ïðîáëåìå íåïåðòóðáàòèâíîãî âèêîâñêîãî êâàíòîâàíèÿ íåëèíåéíûõ ñèãìà-ìîäåëåé.

2. Íà îñíîâå ðàçâèòîé ñõåìû âèêîâñêîãî êâàíòîâàíèÿ ïîñòðîåíà ìîäåëü áîçîííîé ñòðóíû
ñ íåêîììóòàòèâíîé ãåîìåòðèåé ìèðîâîãî ëèñòà, ÿâëÿþùàÿñÿ ïîëåâûì àíàëîãîì ìàò-
ðè÷íîé IKKT-ìîäåëè. Ïîêàçàíî, ÷òî íàëè÷èå íåêîììóòàòèâíîñòè ýêâèâàëåíòíî âêëþ-
÷åíèþ âçàèìîäåéñòâèÿ áîçîííîé ñòðóíû ñ áåñêîíå÷íûì ìóëüòèïëåòîì ôîíîâûõ ïîëåé,
ñîãëàñîâàííûõ ñ óñëîâèÿìè W∞-ñèììåòðèè. Äëÿ ñëó÷àÿ íåêîììóòàòèâíîé ñòðóíû â ÷å-
òûðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå íàéäåíû ÿâíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ,
ÿâëÿþùèåñÿ ñòðóííûìè àíàëîãàìè èíñòàíòîííûõ ðåøåíèé â òåîðèè ßíãà-Ìèëëñà.

3. Ðàçðàáîòàí îáùèé êîâàðèàíòíûé ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè è ïåðåíîðìèðîâêè ñèëû ðåàê-
öèè èçëó÷åíèÿ â ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ ìîäåëÿõ òåîðèè ïîëÿ ñ ñèíãóëÿðíûìè èñ-
òî÷íèêàìè. Â ñëó÷àå ëèíåéíûõ ìîäåëåé íàéäåíû ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ ÷ëåíîâ àñèìï-
òîòè÷åñêîãî ðÿäà, çàäàþùåãî ñèëó ñàìîäåéñòâèÿ èñòî÷íèêîâ. Äîêàçàíà ëàãðàíæåâîñòü
åãî ñèíãóëÿðíîé ÷àñòè â ñëó÷àå ðåãóëÿðíîãî âëîæåíèÿ ìèðîâîé ïîâåðõíîñòè èñòî÷íè-
êà â îáúåìëþùåå ïðîñòðàíñòâî Ìèíêîâñêîãî. Äëÿ íåëèíåéíûõ ìîäåëåé ðàçðàáîòàíà
ïåðòóðáàòèâíàÿ ïðîöåäóðà âû÷ècëåíèÿ ÷ëåíîâ àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà è óñòàíîâëåíà
ñòðóêòóðà âåäóùèõ ðàñõîäèìîñòåé.
Ââåäåíî ïîíÿòèå êëàññè÷åñêè ïåðåíîðìèðóåìîé òåîðèè ïîëÿ ñ ñèíãóëÿðíûìè èñòî÷-
íèêàìè, àíàëîãè÷íîå ïîíÿòèþ ïåðåíîðìèðóåìîñòè â êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ. Äîêàçà-
íà êëàññè÷åñêàÿ ïåðåíîðìèðóåìîñòü ëèíåéíûõ ìîäåëåé è óñòàíîâëåíû îáùèå êðèòåðèè
êëàññè÷åñêîé ïåðåíîðìèðóåìîñòè â òåðìèíàõ ðàçìåðíîñòåé êîíñòàíò ñâÿçè òåîðèè. Èçó-
÷åí ðÿä êîíêðåòíûõ ìîäåëåé ìèíèìàëüíîãî è íåìèíèìàëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ p-áðàí
ñ êàëèáðîâî÷íûìè ïîëÿìè (p + 1)-ôîðì, ñêàëÿðíûì ïîëåì è ïîëåì ëèíåàðèçîâàííîé
ãðàâèòàöèè è ïîëó÷åíû ÿâíûå ñîîòíîøåíèÿ íà ðàçìåðíîñòè è êîíñòàíòû ñâÿçè òåîðèè,
îáåñïå÷èâàþùèå âçàèìíîå ñîêðàùåíèå ðàñõîäèìîñòåé.
Íà îñíîâå ðàçâèòîé òåõíèêè ðåãóëÿðèçàöèè è ïåðåíîðìèðîâêè âûâåäåíû ýôôåêòèâíûå
óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ ìàññèâíîé çàðÿæåííîé ÷àñòèöû â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè ïðî-
èçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè, ÿâëÿþùèåñÿ ìíîãîìåðíûìè îáîáùåíèÿìè óðàâíåíèÿ Ëîðåíöà-
Äèðàêà, à òàêæå ïîëó÷åíû ýôôåêòèâíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ áåçìàññîâîé çàðÿ-
æåííîé ÷àñòèöû â ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî.
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4. Â ðàìêàõ îáùåãî ãåîìåòðè÷åñêîãî ïîäõîäà Êèðèëëîâà-Êîñòàíòà-Ñóðüå ïðåäëîæåíà êëàñ-
ñè÷åñêàÿ ìîäåëü ìàññèâíîé ñïèíîâîé ÷àñòèöû â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè ïðîèçâîëüíîé
ðàçìåðíîñòè, äîïóñêàþùàÿ íåïðîòèâîðå÷èâîå âçàèìîäåéñòâèå ñ ïðîèçâîëüíûìè âíåø-
íèìè ýëåêòðîìàãíèòíûìè è ãðàâèòàöèîííûìè ïîëÿìè. Ïðîâåäåíî ãåîìåòðè÷åñêîå êâàí-
òîâàíèå ìîäåëè è ïîêàçàíî, ÷òî â çàâèñèìîñòè îò âûáîðà ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðîâ, ñî-
îòâåòñòâóþùàÿ êâàíòîâàÿ òåîðèÿ îïèñûâàåò íåïðèâîäèìîå óíèòàðíîå ïðåäñòàâëåíèå
ãðóïïû Ïóàíêàðå ïðîèçâîëüíîãî ôèêñèðîâàííîãî ñïèíà.

5. Ñôîðìóëèðîâàíà ïðîöåäóðà ÁÐÑÒ-êâàíòîâàíèÿ êâàçèñèìïëåêòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé,
àññîöèèðîâàííûõ ñ àëãåáðîèäàìè Ëè. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðåäëîæåííàÿ ïðîöåäóðà ìîæåò
áûòü òàêæå èñïîëüçîâàíà äëÿ êâàíòîâàíèÿ òðåóãîëüíûõ áèàëãåáð Ëè.

Ñôîðìóëèðîâàíà ÁÐÑÒ-ïîäîáíàÿ ïðîèçâîäÿùàÿ ïðîöåäóðà äëÿ èåðàðõèè äèôôåðåíöè-
àëüíî ãåîìåòðè÷åñêèõ ñòðóêòóð, îáîáùàþùèõ êëàññè÷åñêîå óðàâíåíèå ßíãà-Áàêñòåðà
íà ñëó÷àé n-êðàòíî ïðèâîäèìûõ àëãåáðîèäîâ Ëè, ñîãëàñîâàííûõ ñ íåâûðîæäåííîé r-
ìàòðèöåé. Â ÷àñòíîñòè, óñòàíîâëåíî âçàèìîîäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êàòåãî-
ðèåé ñèìïëåêòè÷åñêèõ 2-àëãåáðîèäîâ Ëè è ðàññëîåíèÿìè àíòèïóàññîíîâûõ àëãåáð ñ
àáåëåâîé ñâÿçíîñòüþ Ôåäîñîâà.

6. Ðàçðàáîòàíà ÁÐÑÒ-òåîðèÿ íåãàìèëüòîíîâûõ êàëèáðîâî÷íûõ ñèñòåì ñî ñâÿçÿìè, ÿâ-
ëÿþùàÿñÿ îáîáùåíèåì ñòàíäàðòíîé ñõåìû ÁÂÔ-ÁÐÑÒ-êâàíòîâàíèÿ. Ïîä íåãàìèëüòî-
íîâûìè êàëèáðîâî÷íûìè òåîðèÿìè ñî ñâÿçÿìè ïîíèìàþòñÿ äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû â
ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, ôèçè÷åñêèå ñòåïåíè ñâîáîäû êîòîðûõ ïîëó÷àþòñÿ îãðàíè÷åíè-
åì íà ïîâåðõíîñòü ñâÿçåé è ïîñëåäóþùåé ôàêòîðèçàöèåé ïî äåéñòâèþ êàëèáðîâî÷íûõ
ïðåîáðàçîâàíèé; ïðè ýòîì íå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèé ôàçîâûé ïîòîê,
çàäàþùèé ýâîëþöèþ ñèñòåìû è ñîãëàñîâàííûé ñ ðåäóêöèåé, ìîæåò áûòü ïîëó÷åí íà
îñíîâå ïðèíöèïà íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ. Äëÿ òàêîãî ðîäà ñèñòåì ââåäåíî ïîíÿòèå ñëà-
áîé ãàìèëüòîíîâîé ñòðóêòóðû è ïîñòðîåíû ïðîèçâîäÿùèå óðàâíåíèÿ ÁÐÑÒ-àëãåáðû.
Â ñëó÷àå, êîãäà èñõîäíîå ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ñíàáæåíî ñëàáîé ïóàññîíîâîé ñòðóêòó-
ðîé (áèâåêòîðíûì ïîëåì, èíäóöèðóþùèì ñêîáêó Ïóàññîíà â ïðîñòðàíñòâå ôèçè÷åñêèõ
âåëè÷èí), ïîñòðîåíî äåôîðìàöèîííîå êâàíòîâàíèå ñèñòåìû íà îñíîâå òåîðåìû ôîð-
ìàëüíîñòè Êîíöåâè÷à è äàíà åãî ñèãìà-ìîäåëüíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ.

7. Ïðåäëîæåíî îáîáùåíèå ñòàíäàðòíîé ñõåìû ÁÂ-êâàíòîâàíèÿ íà ñëó÷àé íåëàãðàíæåâûõ
êàëèáðîâî÷íûõ ñèñòåì îáùåãî âèäà. Êëþ÷åâûì ýëåìåíòîì êîíñòðóêöèè ÿâëÿåòñÿ ââå-
äåííîå âïåðâûå ïîíÿòèå ëàãðàíæåâîé ñòðóêòóðû, êîòîðàÿ ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ ëèáî
êàê �ñèëüíî ãîìîòîïè÷åñêîå� îáîáùåíèå ñòàíäàðòíîé ÁÂ-àëãåáðû, ëèáî êàê íå÷åòíûé
àíàëîã ñëàáûõ ñêîáîê Ïóàññîíà. Çàäàíèå ëàãðàíæåâîé ñòðóêòóðû ïîçâîëÿåò ñôîðìóëè-
ðîâàòü îáîáùåííîå óðàâíåíèåØâèíãåðà-Äàéñîíà íà êâàíòîâóþ àìïëèòóäó âåðîÿòíîñòè
òåîðèè èëè ïðîèçâîäÿùèé ôóíêöèîíàë ôóíêöèé Ãðèíà.
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Ïîêàçàíî, ÷òî êâàíòîâàÿ àìïëèòóäà âåðîÿòíîñòè íà ïðîñòðàíñòâå òðàåêòîðèé íåëàãðàí-
æåâîé ñèñòåìû äîïóñêàåò äâà ýêâèâàëåíòíûõ ïðåäñòàâëåíèÿ â òåðìèíàõ êîíòèíóàëüíî-
ãî èíòåãðàëà äëÿ íåêîòîðîé âñïîìîãàòåëüíîé òåîðèè. Â îñíîâå ïåðâîãî ïîäõîäà ëåæèò
èäåÿ êîíâåðñèè èñõîäíîé íåëàãðàíæåâîé äèíàìèêè â d-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè
â ýêâèâàëåíòíóþ åé ëàãðàíæåâó òîïîëîãè÷åñêóþ òåîðèþ â d + 1. Ïðèìåíåíèå çàòåì
ñòàíäàðòíûõ ïðîöåäóð ÁÐÑÒ-êâàíòîâàíèÿ ê òîïîëîãè÷åñêîé ñèãìà-ìîäåëè èíäóöèðó-
åò êâàíòîâàíèå èñõîäíîé (íåëàãðàíæåâîé) òåîðèè. Âòîðîé ïîäõîä, íàçâàííûé ìåòîäîì
îãìåíòàöèè, îñíîâàí íà ñïåöèàëüíîì âëîæåíèè èñõîäíîé íåëàãðàíæåâîé äèíàìèêè â
íåêîòîðóþ áîëåå øèðîêóþ ëàãðàíæåâó òåîðèþ â òîì æå ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè. Äîêàçà-
íî, ÷òî óñðåäíåíèå ôåéíìàíîâñêîé àìïëèòóäû âåðîÿòíîñòè îãìåíòèðîâàííîé òåîðèè ïî
âñåì âñïîìîãàòåëüíûì ïîëÿì äàåò ðåøåíèå îáîáùåííîãî óðàâíåíèÿ Øâèíãåðà-Äàéñîíà
äëÿ àìïëèòóäû âåðîÿòíîñòè èñõîäíîé íåëàãðàíæåâîé òåîðèè.

8. Ïðîâåäåíî êîâàðèàíòíîå êâàíòîâàíèå ðÿäà àêòóàëüíûõ íåëàãðàíæåâûõ ìîäåëåé òåîðèè
ïîëÿ: ìàñêâåëëîâñêîé ýëåêòðîäèíàìèêè ñ ìîíîïîëÿìè, êèðàëüíûõ áîçîíîâ â ðàçìåð-
íîñòÿõ d = 4n + 2, óðàâíåíèé Äîíàëüäñîíà-Óëåíáåê-ßó. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ óêàçàíû ÿâíî
êîâàðèàíòíûå ëîêàëüíûå ëàãðàíæåâû ñòðóêòóðû è îïðåäåëåíû êîíòèíóàëüíûå èíòå-
ãðàëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ êâàíòîâûõ ñðåäíèõ. Â ÷àñòíîñòè, ñ èñïîëüçîâàíèåì òåõíèêè
îãìåíòàöèè óñòàíîâëåíà âçàèìîñâÿçü ìåæäó êâàíòîâîé òåîðèåé Äîíàëüäñîíà-Óëåíáåê-
ßó è ìíîãîìåðíûìè àíàëîãàìè êàëèáðîâàííîé G/G-ìîäåëè Âåññà-Çóìèíî-Âèòòåíà íà
êýëåðîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ.

9. Èñõîäÿ èç ãåîìåòðè÷åñêîé òðàêòîâêè êëàññè÷åñêîãî ÁÐÑÒ-äèôôåðåíöèàëà êàê ãîìî-
ëîãè÷åñêîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ íà (àíòè)ñèìïëåêòè÷åñêîì ñóïåðìíîãîîáðàçèè, ðàçðàáî-
òàíà òåîðèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êëàññîâ êàëèáðîâî÷íûõ ñèñòåì. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå
êëàññû îïðåäåëÿþòñÿ êàê ãëîáàëüíûå ãåîìåòðè÷åñêèå èíâàðèàíòû êàëèáðîâî÷íîé äè-
íàìèêè è ñòðîÿòñÿ â òåðìèíàõ ñàìîãî ãîìîëîãè÷åñêîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ. Ïîñòðîåíû
òðè áåñêîíå÷íûå ñåðèè õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êëàññîâ, âîâëåêàþùèå ïåðâûå è âòîðûå êî-
âàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå ãîìîëîãè÷åñêîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ, è ñôîðìóëèðîâàíà îáùàÿ
êëàññèôèêàöèîííàÿ òåîðåìà. Óñòàíîâëåíà ñâÿçü ìåæäó ïðîñòåéøèìè õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêèìè êëàññàìè ñ äóõîâûìè ÷èñëàìè 1 è 2 è êâàíòîâûìè àíîìàëèÿìè â ìåòîäàõ ÁÂ- è
ÁÂÔ-ÁÐÑÒ-êâàíòîâàíèé.
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