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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Àáåëåâû ãðóïïû ñîñòàâëÿþò îäèí èç âàæíåéøèõ

êëàññîâ ãðóïï. Òåîðèÿ àáåëåâûõ ãðóïï òåñíî ïåðåïëåòàåòñÿ ñ òåîðèÿìè

ìîäóëåé, êîëåö, ìíîæåñòâ, ÷èñåë. Ñ îäíîé ñòîðîíû, òåîðèÿ àáåëåâûõ ãðóïï,

ÿâëÿÿñü ÷àñòüþ òåîðèè ìîäóëåé, èñïîëüçóåò åå èäåè è ìåòîäû, ñ äðóãîé

ñòîðîíû, îíà � îäèí èç îñíîâíûõ èñòî÷íèêîâ íîâûõ èññëåäîâàíèé â òåîðèè

ìîäóëåé. Ñòðóêòóðíûå ðåçóëüòàòû äëÿ âàæíûõ êëàññîâ ïåðèîäè÷åñêèõ

àáåëåâûõ ãðóïï áûëè ïîëó÷åíû Ã. Ïðþôåðîì, Ã. Óëüìîì, Ë.ß. Êóëèêîâûì.

Â òåîðèè àáåëåâûõ ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ ðàçâèòû ñòðóêòóðíûå òåîðèè

ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ êîíå÷îãî ðàíãà, âïîëíå ðàçëîæèìûõ è ïî÷òè âïîëíå

ðàçëîæèìûõ ãðóïï, âåêòîðíûõ ãðóïï, ãðóïï Áàòëåðà. Äëÿ ñìåøàííûõ

àáåëåâûõ ãðóïï ïîñòðîåíà õîðîøàÿ ñòðóêòóðíàÿ òåîðèÿ ãðóïï ñ òîòàëüíî

ïðîåêòèâíûìè ïåðèîäè÷åñêèìè ÷àñòÿìè, îñóùåñòâëåíî ïîñòðîåíèå ãðóïï

ñ çàäàíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Óëüìà, ðàçâèòà òåîðèÿ ãðóïï Óîðôèëäà.

Ñåðüåçíîå âëèÿíèå íà ðàçâèòèå òåîðèè àáåëåâûõ ãðóïï îêàçàëè ìîíîãðàôèè

Ë. Ôóêñà [12], [13] è È. Êàïëàíñêîãî [27]. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ òåîðèÿ àáåëåâûõ

ãðóïï èíòåíñèâíî ðàçâèâàåòñÿ.

Ïðè èçó÷åíèè àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì áîëüøóþ ðîëü èãðàþò îòîáðàæåíèÿ

ýòèõ ñèñòåì, ñðåäè êîòîðûõ îñîáîå çíà÷åíèå èìåþò ãîìîìîðôèçìû.

Òîò ôàêò, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ãîìîìîðôèçìîâ àáåëåâîé ãðóïïû A

â àáåëåâó ãðóïïó B îáðàçóåò àáåëåâó ãðóïïó Hom(A, B), îêàçàëñÿ

èñêëþ÷èòåëüíî âàæíûì. Àëãåáðàè÷åñêîå ñòðîåíèå ãðóïïû Hom(A, B)

èçâåñòíî òîëüêî â íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

çäåñü áûëè ïîëó÷åíû Ð. Ïèðñîì, êîòîðûé íàøåë èíâàðèàíòû ãðóïïû

Hom(A, B) êàê àëãåáðàè÷åñêè êîìïàêòíîé ãðóïïû â ñëó÷àå ïåðèîäè÷åñêîé

ãðóïïû A ([30]).

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ òåìàòèêà, ñâÿçàííàÿ ñ ãðóïïîé Hom(A, B) è âîîáùå ñ

ãîìîìîðôèçìàìè àáåëåâûõ ãðóïï, ïðèîáðåòàåò âñå áîëüøóþ àêòóàëüíîñòü.

Èçó÷åíèþ ñòðîåíèÿ ãðóïï ãîìîìîðôèçìîâ àáåëåâûõ ãðóïï è èññëåäîâàíèþ

èõ ñâîéñòâ ïîñâÿùåíû ðàáîòû Ë. Ôóêñà [22], [23], Ë.È. Âëàñîâîé [1],

Ñ.ß. Ãðèíøïîíà [2], Ï.À. Êðûëîâà [3], À.Ì. Ñåáåëüäèíà [9], [10],

Ï. Ãðîññà [25], [26], Ô. Øóëüöà [32], À. Ìàäåðà [29], Ð. Óîðôèëäà [33],

Ë. Ëèóâåíà [28] è äðóãèõ àëãåáðàèñòîâ. Âàæíûå ðåçóëüòàòû î ãðóïïàõ

ãîìîìîðôèçìîâ è êîëüöàõ ýíäîìîðôèçìîâ àáåëåâûõ ãðóïï ïðèâåäåíû â [4].
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Ïðè èññëåäîâàíèè ãðóïï ãîìîìîðôèçìîâ áîëüøîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò

ãîìîìîðôèçìû â ïðÿìûå ñóììû è ïðÿìûå ïðîèçâåäåíèÿ è ãîìîìîðôèçìû èç

ïðÿìûõ ñóìì è ïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèé. Èçó÷àþòñÿ ðàçëè÷íûå êëàññû ãðóïï,

ñâÿçàííûå ñ òàêèìè ãîìîìîðôèçìàìè.

Ä. Ëîñü îòêðûë çàìå÷àòåëüíûé êëàññ ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ � êëàññ óçêèõ

ãðóïï. Ïóñòü P îáîçíà÷àåò ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ñ÷åòíîãî ÷èñëà áåñêîíå÷íûõ

öèêëè÷åñêèõ ãðóïï, P =
∞∏

n=1
〈en〉, ãäå o(en) = ∞. Ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ A

íàçûâàåòñÿ óçêîé ([13], c. 189), åñëè ïðè ëþáîì ãîìîìîðôèçìå η : P → A

äëÿ ïî÷òè âñåõ n âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî ηen = 0. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî êëàññ

óçêèõ ãðóïï äîñòàòî÷íî øèðîê è îáëàäàåò ðÿäîì èíòåðåñíûõ ñâîéñòâ (ñì.,

íàïðèìåð, [13], [21], [31]).

Ïóñòü K � ïðîèçâîëüíûé êëàññ ãðóïï. Â [6] À.Â. Èâàíîâ íàçûâàåò ãðóïïó

A ãðóïïîé Óîðôèëäà îòíîñèòåëüíî êëàññà K, åñëè äëÿ ëþáûõ ãðóïï Bi ∈ K è

äëÿ ëþáîãî ãîìîìîðôèçìà ϕ : A →
⊕
i∈I

Bi ñóùåñòâóþò íàòóðàëüíîå ÷èñëî n,

êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî J ìíîæåñòâà I è ñóùåñòâåííàÿ ïîäãðóïïà H ⊂ nA,

äëÿ êîòîðûõ ϕH ⊂
⊕
i∈J

Bi.

Â ðàáîòå Ñ.Þ. Ìàêñèìîâà [8] ãðóïïà A íàçûâàåòñÿ CW -ãðóïïîé, åñëè äëÿ

ëþáûõ ãðóïï Bi è äëÿ ëþáîãî ãîìîìîðôèçìà ϕ : A →
⊕
i∈I

Bi ñóùåñòâóþò

ñ÷åòíîå ïîäìíîæåñòâî J ìíîæåñòâà I è ðàçëîæåíèå ãðóïïû A = A1⊕A2, ãäå

A2 � ñ÷åòíàÿ ïðÿìàÿ ñóììà îãðàíè÷åííûõ ãðóïï, è äëÿ âñÿêîãî íåíóëåâîãî

ýëåìåíòà a1 ∈ A1 ñóùåñòâóåò òàêîå öåëîå ÷èñëî n, ÷òî ϕ(na1) ∈
⊕
i∈J

Bi è

na1 6= 0.

Â [12] (ïðîáëåìà 44) ïîñòàâëåíà çàäà÷à èññëåäîâàíèÿ àáåëåâûõ ãðóïï A,

îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì: åñëè A ñîäåðæèòñÿ â ïðÿìîé ñóììå ðåäóöèðîâàííûõ

ãðóïï, òî ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n, ÷òî nA ñîäåðæèòñÿ â ïðÿìîé

ñóììå êîíå÷íîãî ÷èñëà ýòèõ ãðóïï. Îáîáùàÿ ýòó ïðîáëåìó â [5], À.Â. Èâàíîâ

ââîäèò ïîíÿòèå Ôóêñ-44 ãðóïïû îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíîãî êëàññà ãðóïï K

è èññëåäóåò ââåäåííûå ãðóïïû.

Â [7] À.Â. Èâàíîâ äîêàçàë, ÷òî ôàêòîðãðóïïà ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ

íåèçìåðèìîãî ìíîæåñòâà ïðîèçâîëüíûõ ãðóïï ïî ïðÿìîé ñóììå ýòèõ ãðóïï

ÿâëÿåòñÿ Ôóêñ-44 ãðóïïîé. Äëÿ èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà ãðóïï ýòî â îáùåì

ñëó÷àå óæå íå òàê.

Â [24] äàåòñÿ îáîáùåíèå óçêèõ ãðóïï è ðàññìàòðèâàåòñÿ èõ ñâÿçü ñ Ôóêñ-44
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ãðóïïàìè.

Ä. Àðíîëüä è Ê. Ìåðëè â [15] ðàññìàòðèâàþò ïîíÿòèå ñàìîìàëûõ ãðóïï.

Àáåëåâà ãðóïïà A íàçûâàåòñÿ ñàìîìàëîé ãðóïïîé , åñëè äëÿ ëþáûõ ãðóïï

Ai
∼= A è äëÿ ëþáîãî ãîìîìîðôèçìà ϕ : A →

⊕
i∈I

Ai ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå

ïîäìíîæåñòâî J ìíîæåñòâà I òàêîå, ÷òî ϕA ⊂
⊕
i∈J

Ai. Äëÿ ñàìîìàëûõ ìîäóëåé

îïðåäåëåíèå äàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Èññëåäîâàíèþ ñàìîìàëûõ àáåëåâûõ ãðóïï è

ñàìîìàëûõ ìîäóëåé ïîñâÿùåíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò (ñì., íàïðèìåð, [4],

[14], [17]-[20]).

Â [12] äîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííûé èçîìîðôèçì

Hom(A,
∏
i∈I

Bi) ∼=
∏
i∈I

Hom(A, Bi).

Åñëè æå âçÿòü ãðóïïû ãîìîìîðôèçìîâ Hom(A,
⊕
i∈I

Bi) è
⊕
i∈I

Hom(A, Bi),

òî â îáùåì ñëó÷àå åñòåñòâåííîãî èçîìîðôèçìà íåò. Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé

âîïðîñ: äëÿ êàêèõ àáåëåâûõ ãðóïï A ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì

Hom(A,
⊕
i∈I

Bi) ∼=
⊕
i∈I

Hom(A, Bi).

Ïóñòü K � íåêîòîðûé êëàññ àáåëåâûõ ãðóïï. Àáååëâó ãðóïïó A íàçîâåì

K-ìàëîé (èëè ìàëîé îòíîñèòåëüíî K), åñëè äëÿ ëþáîãî ãîìîìîðôèçìà ϕ :

A →
⊕
i∈I

Bi, ãäå Bi ∈ K äëÿ âñÿêîãî i ∈ I, ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî

J ìíîæåñòâà I òàêîå, ÷òî ϕA ⊂
⊕
i∈J

Bi.

Î÷åâèäíî, ÷òî àáåëåâà ãðóïïà A ÿâëÿåòñÿ K-ìàëîé òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííûé èçîìîðôèçì

Hom(A,
⊕
i∈I

Bi) ∼=
⊕
i∈I

Hom(A, Bi),

ãäå Bi ∈ K äëÿ âñÿêîãî i ∈ I.

Åñëè êëàññ K ñîâïàäàåò ñ êëàññîì âñåõ àáåëåâûõ ãðóïï, òî K-ìàëóþ ãðóïïó

A áóäåì íàçûâàòü ìàëîé.

Çàìåòèì, ÷òî ââåäåííîå îïðåäåëåíèå ìàëîé ãðóïïû ñîãëàñóåòñÿ ñ

îïðåäåëåíèåì èç [11] ìàëîãî îáúåêòà â êàòåãîðèè ñ êîïðîèçâåäåíèÿìè.

Öåëü ðàáîòû. Öåëüþ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ìàëûõ

ãðóïï îòíîñèòåëüíî ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ãðóïï K.
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Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû

ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè ðàáîòû ìîæíî ñ÷èòàòü

ñëåäóþùèå.

1. Èññëåäîâàíû ñâîéñòâà ìàëûõ ãðóïï îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíîãî êëàññà

ãðóïï.

2. Îïèñàíû ãðóïïû, ìàëûå îòíîñèòåëüíî êëàññà âñåõ ãðóïï, êëàññà âñåõ

äåëèìûõ ãðóïï è êëàññà âñåõ íåðåäóöèðîâàííûõ ãðóïï.

3. Íàéäåíû óñëîâèÿ, ýêâèâàëåíòíûå R-ìàëîñòè ïðîèçâîëüíîé ãðóïïû, ãäå

R � êëàññ âñåõ ðåäóöèðîâàííûõ ãðóïï.

4. Îïèñàíû R-ìàëûå ïåðèîäè÷åñêèå ãðóïïû è R-ìàëûå ãðóïïû áåç

êðó÷åíèÿ.

5. Èññëåäîâàíû ãðóïïû, ìàëûå îòíîñèòåëüíî êëàññà ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ.

6. Îïèñàíû âïîëíå ðàçëîæèìûå ãðóïïû, ìàëûå îòíîñèòåëüíî

ïðîèçâîëüíîãî êëàññà ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ.

7. Èññëåäîâàíû ïðÿìûå ïðîèçâåäåíèÿ ãðóïï, ìàëûå îòíîñèòåëüíî êëàññà

óçêèõ ãðóïï.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðåçóëüòàòû

äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû èìåþò òåîðåòè÷åñêîå çíà÷åíèå è ìîãóò áûòü

èñïîëüçîâàíû â èññëåäîâàíèÿõ ïî òåîðèè àáåëåâûõ ãðóïï è ìîäóëåé, à òàêæå

ïðè ÷òåíèè ñïåöêóðñîâ äëÿ ñòóäåíòîâ ñòàðøèõ êóðñîâ è àñïèðàíòîâ.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû

äîêëàäûâàëèñü íà Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî ìàòåìàòèêå è

ìåõàíèêå (Òîìñê, 2003), íà VII Ðåãèîíàëüíîé ìîëîäåæíîé êîíôåðåíöèè

"Ìàòåìàòèêà: åå ñîäåðæàíèå, ìåòîäû è çíà÷åíèå" (Òîìñê, 2005), íà XLIII

Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè "Ñòóäåíò è íàó÷íî-òåõíè÷åñêèé

ïðîãðåññ" (Íîâîñèáèðñê, 2005), íà Âñåðîññèéñêèõ ñèìïîçèóìàõ ïî àáåëåâûì

ãðóïïàì (Áèéñê, 2005, 2006), íà XIII Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ñòóäåíòîâ,

àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷åíûõ "Ëîìîíîñîâ" è íà êîíôåðåíöèè ìîëîäûõ

ó÷åíûõ ÌÌÔ ÌÃÓ (Ìîñêâà, 2006), íà ïÿòîé Âñåðîññèéñêîé ìîëîäåæíîé

íàó÷íîé øêîëå-êîíôåðåíöèè "Ëîáà÷åâñêèå ÷òåíèÿ" (Êàçàíü, 2006), íà

Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî àëãåáðå è òåîðèè ÷èñåë, ïîñâÿùåííîé

80-ëåòèþ Â.Å. Âîñêðåñåíñêîãî (Ñàìàðà, 2007), íà Ìåæäóíàðîäíîé

êîíôåðåíöèè "Àëãåáðà è åå ïðèëîæåíèÿ", ïîñâÿùåííîé 75-ëåòèþ

Â.Ï. Øóíêîâà (Êðàñíîÿðñê, 2007), íà Ìåæäóíàðîäíîé àëãåáðàè÷åñêîé
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êîíôåðåíöèè, ïîñâÿùåííîé 100-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ À.Ã. Êóðîøà

(Ìîñêâà, 2008), íà Âñåðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè ïî ìàòåìàòèêå è ìåõàíèêå,

ïîñâÿùåííîé 130-ëåòèþ Òîìñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà è 60-

ëåòèþ ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà (Òîìñê, 2008). Îñíîâíûå

ðåçóëüòàòû íåîäíîêðàòíî äîêëàäûâàëèñü íà ñåìèíàðàõ êàôåäðû àëãåáðû

Òîìñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà (ðóêîâîäèòåëü � äîêòîð ôèçèêî-

ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîð Ï.À. Êðûëîâ). Ïî òåìå äèññåðòàöèè

îïóáëèêîâàíî 16 ðàáîò ([34]-[49]).

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Ïðåäñòàâëÿåìàÿ äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà

ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ñïèñêà îáîçíà÷åíèé, òðåõ ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû.

Ïîëíûé îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 66 ñòðàíèöû. Áèáëèîãðàôèÿ ñîäåðæèò

56 íàèìåíîâàíèé.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû. Â äàííîé ðàáîòå ñëîâî "ãðóïïà" áóäåò îçíà÷àòü

àáåëåâó ãðóïïó. Â ïåðâîé ãëàâå äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàþòñÿ îïðåäåëåíèå

è ñâîéñòâà K-ìàëûõ ãðóïï. Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ýòîé ãëàâû ïðèâîäÿòñÿ

îñíîâíûå èçâåñòíûå îïðåäåëåíèÿ è ôàêòû, èñïîëüçóåìûå â äàëüíåéøåì

ïðè èçó÷åíèè ìàëûõ ãðóïï, è äîêàçûâàåòñÿ íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëüíûõ

ðåçóëüòàòîâ. Âî âòîðîì äàåòñÿ îñíîâíîå îïðåäåëåíèå è èññëåäóþòñÿ îáùèå

ñâîéñòâà K-ìàëûõ ãðóïï.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì âòîðîãî ïàðàãðàôà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.3. Ïóñòü K � íåêîòîðûé êëàññ ãðóïï è A =
⊕
i∈I

Ci, ãäå

äëÿ êàæäîé ãðóïïû Ci ñóùåñòâóåò ãðóïïà Bi èç êëàññà K òàêàÿ, ÷òî

Hom(Ci, Bi) 6= 0. Ãðóïïà A ÿâëÿåòñÿ K-ìàëîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

I � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî è êàæäàÿ ãðóïïà Ci ÿâëÿåòñÿ K-ìàëîé.

Ñ ïîìîùüþ ýòîé òåîðåìû ïîëó÷àåòñÿ òàêîé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 2.4. Ïóñòü K � íåêîòîðûé êëàññ ãðóïï è A =
⊕
i∈I

Ci, ãäå êàæäàÿ

ãðóïïà Ci � íåíóëåâàÿ ãðóïïà èç êëàññà K. Ãðóïïà A ÿâëÿåòñÿ K-ìàëîé

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà I � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî è êàæäàÿ ãðóïïà

Ci ÿâëÿåòñÿ K-ìàëîé.

Âòîðàÿ ãëàâà ñîñòîèò èç òðåõ ïàðàãðàôîâ. Â òðåòüåì ïàðàãðàôå

èññëåäóåòñÿ ìàëîñòü äåëèìûõ ãðóïï îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíîãî êëàññà

ãðóïï K è ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè èçó÷åíèè K-ìàëûõ ãðóïï ìîæíî

îãðàíè÷èòüñÿ ðåäóöèðîâàííûìè ãðóïïàìè.

Îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè ýòîãî ïàðàãðàôà ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå òåîðåìû.
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Òåîðåìà 3.1. Ãðóïïà A ÿâëÿåòñÿ K-ìàëîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

åå äåëèìàÿ è ðåäóöèðîâàííàÿ ÷àñòè ÿâëÿþòñÿ K-ìàëûìè ãðóïïàìè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç D(K) êëàññ ãðóïï, ñîñòîÿùèé èç äåëèìûõ ÷àñòåé ãðóïï

êëàññà K, à ÷åðåç P (D(K)) � ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ïðîñòûõ ÷èñåë p, äëÿ

êîòîðûõ â êëàññå D(K) ñóùåñòâóåò ãðóïïà ñ íåíóëåâîé p-êîìïîíåíòîé.

Òåîðåìà 3.6. Äåëèìàÿ ãðóïïà A ÿâëÿåòñÿ K-ìàëîé òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) åñëè â êëàññå D(K) åñòü õîòÿ áû îäíà ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà, òî A �

ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà, ó êîòîðîé Ap = 0 äëÿ âñÿêîãî p ∈ P (D(K));

2) åñëè êàæäàÿ ãðóïïà êëàññà D(K) ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé áåç êðó÷åíèÿ, òî

ðàíã áåç êðó÷åíèÿ ãðóïïû A êîíå÷åí.

Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå äàåòñÿ ïîëíîå îïèñàíèå ìàëûõ ãðóïï (òî

åñòü ãðóïï, ìàëûõ îòíîñèòåëüíî êëàññà âñåõ àáåëåâûõ ãðóïï) è ãðóïï,

ìàëûõ îòíîñèòåëüíî êëàññà D âñåõ äåëèìûõ ãðóïï è êëàññà N âñåõ

íåðåäóöèðîâàííûõ ãðóïï.

Òåîðåìà 4.2. Äëÿ ãðóïïû A ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) A � D-ìàëàÿ ãðóïïà;

2) A � êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ ãðóïïà;

3) A � ìàëàÿ ãðóïïà;

4) A � N-ìàëàÿ ãðóïïà.

Ñëåäóþùèì øàãîì â ðàáîòå ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå ìàëûõ ãðóïï îòíîñèòåëüíî

êëàññà < âñåõ ðåäóöèðîâàííûõ ãðóïï. Â ïÿòîì ïàðàãðàôå ñíà÷àëà äàåòñÿ

îïèñàíèå <-ìàëûõ ãðóïï ñ ïîìîùüþ ýïèìîðôíûõ îáðàçîâ.

Òåîðåìà 5.1. Äëÿ ãðóïïû A ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) A � <-ìàëàÿ ãðóïïà;

2) åñëè M åñòü ýïèìîðôíûé îáðàç ãðóïïû A è M � ïðÿìàÿ ñóììà

öèêëè÷åñêèõ ãðóïï êîíå÷íîãî ïîðÿäêà, òî M � îãðàíè÷åííàÿ ãðóïïà;

3) åñëè M åñòü ýïèìîðôíûé îáðàç ãðóïïû A è M � ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà,

òî M � ïðÿìàÿ ñóììà äåëèìîé è îãðàíè÷åííîé ãðóïï;

4) äëÿ ëþáûõ ãðóïï Bi (i ∈ I) òàêèõ, ÷òî B1
i = 0, è ëþáîãî ãîìîìîðôèçìà

ϕ : A →
⊕
i∈I

Bi ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî J ⊂ I òàêîå, ÷òî

ϕ(A) ⊂
⊕
i∈J

Bi.

Äàëåå íàõîäÿòñÿ êðèòåðèè <-ìàëîñòè äëÿ êîíêðåòíûõ êëàññîâ ãðóïï.

Ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.
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Òåîðåìà 5.2. Ïóñòü A � ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà. Ãðóïïà A ÿâëÿåòñÿ <-
ìàëîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé äåëèìîé è

îãðàíè÷åííîé ãðóïï.

Òåîðåìà 5.3. Âñÿêàÿ <-ìàëàÿ ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ ôàêòîðíî

äåëèìîé.

Òåîðåìà 5.4. Ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ êîíå÷íîãî ðàíãà ÿâëÿåòñÿ <-ìàëîé
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà � ôàêòîðíî äåëèìàÿ ãðóïïà.

Â òðåòüåé ãëàâå èçó÷àþòñÿ ãðóïïû, ìàëûå îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíîãî

êëàññà ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ L.

Íàçîâåì ïîäãðóïïó A ãðóïïû G ôàêòîðíî îãðàíè÷åííîé, åñëè

ôàêòîðãðóïïà G/A îãðàíè÷åíà.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì øåñòîãî ïàðàãðàôà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 6.2. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ äëÿ ãðóïïû G ýêâèâàëåíòíû:

1) G � L-ìàëàÿ ãðóïïà.

2) Ëþáàÿ ôàêòîðíî îãðàíè÷åííàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ L-ìàëîé

ãðóïïîé.

3) Íåêîòîðàÿ ôàêòîðíî îãðàíè÷åííàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ L-

ìàëîé ãðóïïîé.

4) Ëþáàÿ ïîäãðóïïà êîíå÷íîãî èíäåêñà ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ L-ìàëîé

ãðóïïîé.

5) Íåêîòîðàÿ ïîäãðóïïà êîíå÷íîãî èíäåêñà ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ L-ìàëîé

ãðóïïîé.

Â ñåäüìîì ïàðàãðàôå ïîëó÷åíî ïîëíîå îïèñàíèå L-ìàëûõ âïîëíå

ðàçëîæèìûõ ãðóïï, ãäå L � ïðîèçâîëüíûé êëàññ ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ. Ïóñòü A

� âïîëíå ðàçëîæèìàÿ ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ, òî åñòü A =
⊕
i∈I

Ai, ãäå r(Ai) = 1

(i ∈ I). Äëÿ ëþáîãî i ∈ I îáîçíà÷èì Li = {G ∈ L | â G ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé

ýëåìåíò g òàêîé, ÷òî t(g) ≥ t(Ai)}. Ïóñòü L′ =
⋃
i∈I

Li. Î÷åâèäíî, ÷òî L′

ÿâëÿåòñÿ ïîäêëàññîì êëàññà L.

Òåîðåìà 7.4. Âïîëíå ðàçëîæèìàÿ ãðóïïà A =
⊕
i∈I

Ai ÿâëÿåòñÿ L-ìàëîé

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå: äëÿ âñÿêîãî

áåñêîíå÷íîãî ïîäìíîæåñòâà I ′ ìíîæåñòâà I íå ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèÿ

α : I ′ → L′ òàêîãî, ÷òî äëÿ ëþáîãî i ∈ I ′ α(i) ∈ Li.

Â âîñüìîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðÿìûå ïðîèçâåäåíèÿ ãðóïï,

ìàëûå îòíîñèòåëüíî êëàññîâ óçêèõ ãðóïï. Ïðè ðàññìîòðåíèè ïðÿìûõ
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ïðîèçâåäåíèé ââîäèòñÿ îãðàíè÷åíèå � íåèçìåðèìîñòü ìíîæåñòâà êîìïîíåíò.

Ýòî îãðàíè÷åíèå çàâèñèò, ïî-âèäèìîìó, ëèøü îò àêñèîìàòèêè òåîðèè

ìíîæåñòâ. Ïîêà íåèçâåñòíî, ñîâìåñòíî èëè íåò ñóùåñòâîâàíèå èçìåðèìûõ

êàðäèíàëüíûõ ÷èñåë ñ àêñèîìàòèêîé ZF òåîðèè ìíîæåñòâ. Â ýòîì ïàðàãðàôå

ïîëó÷åíû òàêèå ðåçóëüòàòû (S � íåêîòîðûé êëàññ óçêèõ ãðóïï).

Òåîðåìà 8.2. Âñÿêîå ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ êîíå÷íîãî

ðàíãà ñ íåèçìåðèìûì ìíîæåñòâîì êîìïîíåíò ÿâëÿåòñÿ S-ìàëîé ãðóïïîé.

Ñëåäñòâèå 8.3. Âåêòîðíàÿ ãðóïïà, ìíîæåñòâî êîìïîíåíò ðàíãà 1

êîòîðîé íåèçìåðèìî, ÿâëÿåòñÿ S-ìàëîé ãðóïïîé.

Òåîðåìà 8.4. Ïóñòü <1 � êëàññ âñåõ ñ÷åòíûõ ðåäóöèðîâàííûõ ãðóïï

áåç êðó÷åíèÿ, {Ai}i∈I � íåêîòîðîå ñåìåéñòâî ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ, ãäå

ìíîæåñòâî I íåèçìåðèìî, è A =
∏
i∈I

Ai. Òîãäà èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå

óòâåðæäåíèÿ:

1) Ãðóïïà A ÿâëÿåòñÿ <1-ìàëîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäàÿ

ãðóïïà Ai (i ∈ I) ÿâëÿåòñÿ <1-ìàëîé.

2) Åñëè êàæäàÿ ãðóïïà Ai (i ∈ I) èìååò êîíå÷íûé ðàíã, òî A � <1-ìàëàÿ

ãðóïïà.

3) Åñëè A � âåêòîðíàÿ ãðóïïà, òî A � <1-ìàëàÿ ãðóïïà.

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ ïðèçíàòåëüíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó

ðóêîâîäèòåëþ ïðîôåññîðó Ñàìóèëó ßêîâëåâå÷ó Ãðèíñøîíó çà ïîñòàíîâêó

çàäà÷, âíèìàíèå ê ðàáîòå è ïîìîùü â îôîðìëåíèè äèññåðòàöèè.
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