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Общая характеристика работы

Актуальность темы. При изучении алгебраических систем большую
роль играют отображения этих систем, среди которых особое значение имеют
гомоморфизмы.

Тот факт, что множество всех гомоморфизмов из одной абелевой группы
в другую образует абелеву группу Hom( A, B ), оказался исключительно
важным. Кроме того, группы гомоморфизмов можно рассматривать как
функторы, особая роль которых была установлена С. Эйленбергом и
С. Маклейном в [17]. Алгебраическое строение группы Hom( A, B ) известно
только в некоторых частных случаях. Основные результаты здесь были
получены Р. Пирсом [28], который нашел инварианты группы Hom( A, B )

как алгебраически компактной группы в случае периодической группы A.
В последнее время тематика, связанная с группой Hom( A, B ) и вообще

с гомоморфизмами абелевых групп, приобретает все большую актуальность.
Изучению строения групп гомоморфизмов абелевых групп и исследованию
их свойств посвящены работы Л. Фукса [19], [20], Л.И. Власовой [1],
С.Я. Гриншпона [3], П.А. Крылова [5], А.М. Себельдина [11], [12],
В.Б. Коновалова [4], П. Гросса [21], [22], А. Мадера [24], Ф. Шульца
[31], Р. Уорфилда [37], Д. О’Нилла [27] и других алгебраистов. Важные
результаты о группах гомоморфизмов и кольцах эндоморфизмов абелевых
групп приведены в [6]. Отметим также, что обзор большого количества работ,
связанных с гомоморфизмами абелевых групп, содержится в [8].

Подобная тематика проявляется и в исследованиях алгебраических систем,
близких к абелевым группам. Например, А.И. Купцовым изучались свойства
полугруппы эндоморфизмов коммутативной регулярной полугруппы ([7]).
А.А. Петровым рассматривались гомоморфные порождения классов
полугрупп ([10]). Гомоморфизмы группоидов, алгебр, модулей и других
алгебраических систем изучали также М.И. Толовиков [13], Е.Е. Ширшова
[15], А. Драпал [16], С. Маклайн [23], М. Матоушек [25], М. Новотный [26],
Я. Помиката [29], Д. Валкан [35].

Наряду с исследованиями группы гомоморфизмов Hom( A, B )

исследуются также гомоморфные образы абелевых групп и других
алгебраических систем (см., например, [9], [14], [18], [30], [32], [33], [34],
[36]).
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При изучении групп гомоморфизмов абелевых групп, гомоморфных
образов и при исследовании вполне характеристических подгрупп интерес
представляет следующий вопрос: в каких случаях объединение (теоретико–
множественное) гомоморфных образов группы A в группе B является
подгруппой группы B.

Группу A назовем гомоморфно устойчивой относительно группы B,
если объединение гомоморфных образов группы A в группе B является
подгруппой группы B, то есть если

⋃
α∈Hom(A,B)

Im α – подгруппа группы B.

Цель работы. Целью диссертационной работы является изучение
гомоморфно устойчивых групп из различных классов абелевых групп.

Общая методика исследования. В диссертации используются
методы теории абелевых групп, теории модулей, гомологической алгебры,
некоторые теоретико–множественные идеи. В работе используются также
понятие вполне транзитивной абелевой группы без кручения, введенное
П.А. Крыловым, и некоторые результаты о таких группах, полученные
С.Я. Гриншпоном и П.А. Крыловым.

Научная новизна. Все результаты диссертационной работы являются
новыми. Основными результатами работы можно считать следующие.
• Исследована гомоморфная устойчивость прямых сумм, прямых слагаемых
и гомоморфная устойчивость относительно прямых произведений.
• Доказано, что всякая сепарабельная группа гомоморфно устойчива
относительно любой группы и получен критерий гомоморфной устойчивости
жестких групп.
• Исследована гомоморфная устойчивость периодических групп и
гомоморфная устойчивость групп из некоторых классов относительно
периодических групп.
• Доказано, что любая однородная вполне транзитивная группа гомоморфно
устойчива относительно любой группы и получен критерий гомоморфной
устойчивости произвольной группы относительно однородной вполне
транзитивной группы идемпотентного типа.
• Изучены связи делимых и редуцированных групп с гомоморфной
устойчивостью.
• Исследована гомоморфная устойчивость прямых произведений групп без
кручения относительно узких групп.
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Теоретическая и практическая ценность. Результаты
диссертационной работы имеют теоретическое значение и могут быть
использованы в исследованиях по теории абелевых групп и модулей, а также
при чтении спецкурсов для студентов старших курсов и аспирантов.

Апробация результатов. Результаты диссертационной работы
докладывались на Региональной научно-практической конференции
студентов, аспирантов и молодых ученых "Сибирская школа молодого
ученого"(Томск, 1999 г.), на XXXVII и XLIII Международных
научных студенческих конференциях "Студент и научно-технический
прогресс"(Новосибирск, 1999 г. и 2005 г.), на V Международной конференции
"Алгебра и теория чисел: современные проблемы и приложения"(Тула, 2003
г.), на Международной конференции по математике и механике (Томск, 2003
г.), на Всероссийских симпозиумах "Абелевы группы" (Бийск, 2005 г. и 2006
г.), на научной конференции молодых ученых, аспирантов и студентов ММФ,
посвященной трехсотлетию со дня рождения Л. Эйлера (Томск, 2007 г.),
на Международной конференции "Алгебра и ее приложения", посвященной
75–летию В.П. Шункова (Красноярск, 2007 г.), на Международной
алгебраической конференции, посвященной 100–летию со дня рождения
А.Г. Куроша (Москва, 2008 г.), на Всероссийской конференции по
математике и механике, посвященной 130–летию Томского государственного
университета и 60–летию механико – математического факультета (Томск,
2008 г.). Основные результаты неоднократно докладывались на семинарах
кафедры алгебры Томского государственного университета. По теме
диссертации опубликовано 20 работ ([38] – [57]).

Структура и объем работы. Представляемая диссертационная работа
состоит из введения, списка обозначений, трех глав и списка литературы.
Каждая глава состоит из трех параграфов. Работа изложена на 94 страницах.
Библиография содержит 63 наименования.

Содержание работы. В первой главе диссертации рассматривается
определение гомоморфно устойчивой группы и доказываются результаты
для прямых сумм и прямых произведений, связанные с гомоморфной
устойчивостью. В первом параграфе этой главы приводятся основные
определения и известные результаты, используемые в дальнейшем. Во втором
дается основное определение гомоморфно устойчивых групп и исследуется
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гомоморфная устойчивость прямых сумм.
Основными результатами второго параграфа являются следующие

теоремы.
Теорема 2.2. Пусть {Ai}i∈I – семейство абелевых групп, каждая из

которых гомоморфно устойчива относительно группы B. Тогда группа⊕
i∈I

Ai также гомоморфно устойчива относительно группы B.

Теорема 2.4. Если группа A гомоморфно устойчива относительно
группы B, то A гомоморфно устойчива относительно любого прямого
слагаемого группы B.

В третьем параграфе исследуется гомоморфная устойчивость
относительно прямых произведений групп. Для этого вводится понятие
гомоморфной связанности группы с данным семейством групп:

Группу A назовем гомоморфно связанной с семейством групп {Bi}i∈I ,
если для любого семейства гомоморфизмов {αi}i∈I , где αi ∈ Hom(A, Bi),
и любого семейства {gi}i∈I элементов группы A существуют такие элемент
g ∈ A и семейство гомоморфизмов {δi}i∈I (δi ∈ Hom(A, Bi)), что αi gi = δi g

для всякого i ∈ I.
Основным результатом данного параграфа является теорема.
Теорема 3.4. Пусть A – группа, гомоморфно связанная с семейством

групп {Bi}i∈I . Группа A гомоморфно устойчива относительно группы∏
i∈I

Bi тогда и только тогда, когда A гомоморфно устойчива относительно

каждой группы семейства {Bi}i∈I .
Вторая глава состоит из трех параграфов. В четвертом параграфе

изучается гомоморфная устойчивость сепарабельных групп.
Основным результатом этого параграфа является следующая теорема.
Теорема 4.2. Всякая сепарабельная группа гомоморфно устойчива

относительно любой группы.
В пятом параграфе дается полный ответ на вопрос о гомоморфной

устойчивости жесткой группы и показывается, что в классе групп без
кручения можно строить группы не являющиеся гомоморфно устойчивыми.

Теорема 5.1. Для жесткой группы A следующие условия эквивалентны:
1) A гомоморфно устойчива относительно некоторой группы,

содержащей прямое слагаемое, изоморфное A ⊕ A;
2) A гомоморфно устойчива относительно любой группы без кручения;
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3) A гомоморфно устойчива относительно любой группы;
4) ранг группы A не превосходит единицы.
Теорема 5.2. Для всякого натурального числа n отличного от единицы,

существует группа без кручения ранга n, не являющаяся гомоморфно
устойчивой относительно некоторой группы, но всякая ее подгруппа
меньшего ранга является гомоморфно устойчивой относительно любой
группы.

В шестом параграфе изучается связь гомоморфной устойчивости и
однородных вполне транзитивных групп.

Основными результатами данного параграфа являются следующие
теоремы.

Теорема 6.1. Любая однородная вполне транзитивная группа
гомоморфно устойчива относительно любой группы.

Пусть A и B – группы, причем B – группа без кручения. Обозначим через
χ(A, B) множество характеристик всех ненулевых элементов вида η a, где
η ∈ Hom(A, B), a ∈ A, то есть

χ ( A, B ) = {χ ( η a ) | a ∈ A, η ∈ Hom(A, B), η a 6= 0}.

Заметим, что множество χ(A, B) является частично упорядоченным
относительно естественного порядка на множестве характеристик.

Следующий критерий полностью отвечает на вопрос, когда произвольная
группа гомоморфно устойчива относительно однородной вполне
транзитивной группы идемпотентного типа.

Теорема 6.4. Пусть B – однородная вполне транзитивная группа
идемпотентного типа. Группа A является гомоморфно устойчивой
относительно группы B тогда и только тогда, когда выполнено следующее
условие: если χ( A, B ) 6= ∅, то множество χ( A, B ) содержит
наименьшую в этом множестве характеристику.

Третья глава состоит из трех параграфов. В седьмом параграфе
исследуется гомоморфная устойчивость периодических групп и гомоморфная
устойчивость относительно периодических групп.

Будем говорить, что A - группа с нулевой характеристикой, если
выполняется одно из двух условий:

1) A - непериодическая группа и фактор-группа A /T (A) содержит хотя
бы один элемент нулевой характеристики;
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2) A - периодическая группа.
Получены такие результаты.
Теорема 7.1. Всякая группа с нулевой характеристикой гомоморфно

устойчива относительно любой периодической группы.
Следствие 7.2. Всякая периодическая группа гомоморфно устойчива

относительно любой группы.
В восьмом параграфе исследуется гомоморфная устойчивость делимых и

редуцированных групп. Показано, что для групп без кручения исследование
гомоморфной устойчивости группы A относительно группы B можно свести
к исследованию гомоморфной устойчивости редуцированной части группы A

относительно редуцированной части группы B.
Приведем основные результаты этого параграфа.
Теорема 8.1. Всякая делимая группа гомоморфно устойчива

относительно любой группы.
Теорема 8.2. Всякая группа гомоморфно устойчива относительно

любой делимой группы.
Теорема 8.4. Группа без кручения A гомоморфно устойчива

относительно группы B тогда и только тогда, когда группа A гомоморфно
устойчива относительно редуцированной части группы B.

Теорема 8.6. Группа без кручения A гомоморфно устойчива
относительно группы B тогда и только тогда, когда редуцированная
часть группы A гомоморфно устойчива относительно группы B.

Из теорем 8.4 и 8.6 получается такое следствие.
Следствие 8.8. Группа без кручения A гомоморфно устойчива

относительно группы B тогда и только тогда, когда редуцированная часть
группы A гомоморфно устойчива относительно редуцированной части
группы B.

В девятом параграфе исследуются группы, гомоморфно устойчивые
относительно узких групп. В результатах этого параграфа предполагается
неизмеримость множества компонент в прямых произведениях
рассматриваемых групп. Это ограничение зависит лишь от аксиоматики
теории множеств. Пока неизвестно совместно или нет существование
измеримых кардинальных чисел с аксиоматикой ZF – теории множеств.

Пусть P обозначает прямое произведение счетного числа бесконечных
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циклических групп, а Jp – аддитивную группу кольца целых p-адических
чисел.

Следующие результаты являются основными в девятом параграфе.
Теорема 9.1. Пусть B – узкая группа и {Ai}i∈I – семейство групп

без кручения, каждая из которых гомоморфно устойчива относительно
группы B, причем множество I неизмеримо. Тогда группа

∏
i∈I

Ai также

гомоморфно устойчива относительно группы B.
Теорема 9.2. Прямое произведение сепарабельных групп без кручения

(в частности, любая векторная группа) с неизмеримым множеством
компонент является гомоморфно устойчивой группой относительно любой
узкой группы.

Теорема 9.4. Пусть B – группа без кручения, не содержащая
подгрупп, изоморфных одной из групп P или Jp, где p – произвольное
простое число. Если {Ai}i∈I – семейство групп без кручения, каждая из
которых гомоморфно устойчива относительно группы B и множество I

неизмеримо, то группа
∏
i∈I

Ai также гомоморфно устойчива относительно

группы B.

Автор искренне благодарит научного руководителя профессора Самуила
Яковлевича Гриншпона за постановку задач, внимание к моей научной
работе, помощь в оформлении статей и данной диссертации.
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