
На правах рукописи 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

Чепель Антон Геннадьевич 
 
 
 

 
 МОДЕЛИРОВАНИЕ ТУРБУЛЕНТНОГО ЗАКРУЧЕННОГО ТЕЧЕНИЯ И 
ПРОЦЕССОВ РАЗДЕЛЕНИЯ ТОНКОДИСПЕРСНЫХ ПОРОШКОВ В 

ПНЕВМАТИЧЕСКИХ ЦЕНТРОБЕЖНЫХ АППАРАТАХ  
 
 
 

(01.02.05 – механика жидкости, газа и плазмы) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Автореферат 
 

диссертации на соискание учёной степени  
кандидата физико-математических наук 

 
 
 
 
 
 
 
 

Томск 2009 



 2

Работа выполнена на кафедре прикладной аэромеханики 
ГОУ ВПО «Томский государственный университет» 

 
 
 
 
 

Научный руководитель:                  доктор физико-математических наук, 
                                                     профессор  
                                                          Шваб Александр Вениаминович 

 
 
 

Официальные оппоненты: доктор физико-математических наук, 
профессор Крайнов Алексей Юрьевич 

 
                                                     кандидат физико-математических наук, 
                                          доцент Брендаков Владимир Николаевич 

 
 
 
Ведущая организация:  Институт теплофизики СО РАН  
                                                      им. С.С. Кутателадзе (г. Новосибирск) 

 
 
 

Защита диссертации состоится 29 декабря 2009 г. в 14.30 на заседании 
диссертационного совета Д 212.267.13 при ГОУ ВПО «Томский государственный 
университет» по адресу: 634050, г. Томск, пр. Ленина, 36. 

 
 
 

С диссертацией можно ознакомиться в Научной библиотеке ГОУ ВПО «Томский 
государственный университет» по адресу 634050, г. Томск, пр. Ленина, 34а. 

 
 

Автореферат разослан  «      »  ноября 2009 г. 
 
 
 
 
 

Учёный секретарь  
диссертационного совета 
доктор технических наук                                              Ю.Ф. Христенко  



 3

ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 
 

 Актуальность проблемы. Широкое применение пневматических 
центробежных аппаратов для процессов сепарации и классификации 
тонкодисперсных порошков общеизвестно. Однако, современный уровень 
техники предъявляет новые, повышенные требования к гранулометрическому 
составу порошков, определяющему важнейшие физико-механические свойства 
материалов. Это выдвигает задачу разработки новых эффективных методов и 
аппаратов центробежной классификации тонкодисперсных порошков по размерам 
частиц. Дальнейшее совершенствование перспективных пневматических методов 
переработки дисперсных сред и создание более совершенных и эффективных 
аппаратов порошковой технологии может быть осуществлено лишь на основе 
глубоких фундаментальных исследований в области аэродинамики однофазных и 
многофазных сред. Поэтому актуальным направлением в этой области является 
создание адекватных опыту математических моделей, способных прояснить 
физическую картину процессов, происходящих в центробежных аппаратах, а 
также прогнозировать и оптимизировать процессы фракционного разделения 
порошков для повышения эффективности работы существующих центробежных 
аппаратов и для создания новых, конструкций и установок порошковой 
технологии.  
 Разработка численных моделей и инженерных методов для расчёта 
двухфазного турбулентного закрученного течения в сепарационной зоне 
воздушно-центробежного классификатора и процессов фракционного разделения 
порошков в центробежных аппаратах составляет предмет настоящей работы. 
 Цель работы.  
1. Создание адекватных опытным данным физических и численных моделей и 

методик расчёта однофазных закрученных турбулентных течений в воздушно-
центробежных классификаторах и сепараторах с биконическими тарелками. 

2. Численное моделирование полей скорости и концентрации, а также  
траекторий движения тонкодисперсных частиц в сепарационных зонах 
центробежных аппаратов. Определение обратного силового влияния твёрдой 
фазы на аэродинамику движения несущей среды. 

3. Моделирование процесса фракционного разделения и сепарации 
тонкодисперсных порошкообразных материалов в рабочих  элементах  
пневматических центробежных классификаторах и сепараторах. Выявление 
основных физических параметров и критериев, воздействующих на 
технологический процесс разделения порошков по размерам и их 
параметрическое исследование. 

4. Разработка инженерных методик расчёта граничного размера частиц и 
определение кривой Тромпа фракционного разделения частиц по размерам на 
основе численного моделирования закрученного турбулентного двухфазного 
течения в сепарационной зоне центробежных аппаратов. 

 
 Методы исследования. Математическое моделирование турбулентного 
закрученного двухфазного течения с помощью уравнений механики сплошной 
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среды. Использование численных методов, базирующихся на пространственном и 
физическом расщеплении уравнений с применением методов контрольного 
объёма при записи разностных уравнений в частных производных, описывающих 
процессы двухфазного турбулентного закрученного течения. 
 Научная новизна. В работе впервые получены следующие научные 
результаты. 
1. На основе методологии Рейнольдса были получены полные осредненные 

уравнения Навье-Стокса в ортогональной биконической системе координат, а 
также выведены уравнения переноса рейнольдсовых напряжений в этой 
системе координат, что позволило корректно записать хорошо известную 
модель турбулентности k–ω Уилкокса в ортогональной биконической системе 
координат. 

2. На основе уравнений Рейнольдса в биконической и цилиндрической системе 
координат с использованием концепции турбулентной вязкости и модели 
турбулентности Уилкокса получены поля осреднённой скорости и другие 
турбулентные характеристики между вращающимися конусами 
(биконическими тарелками), а также в сепарационной зоне воздушно-
центробежного классификатора. Выявлено влияние основных режимных и 
геометрических параметров на турбулентное закрученное течение в 
сепарационных зонах пневматических центробежных аппаратов. 

3.  Новая постановка задачи, связанная с определением поля осреднённой 
скорости  в области входа и выхода в рабочий элемент воздушно-
центробежного классификатора (ВЦК), а также постановка задачи для новой 
геометрии  сепарационного элемента ВЦК. 

4. На основе разработанной численной модели закрученного турбулентного 
течения двухфазной среды получены новые результаты по распределению 
поля объёмной концентрации и скорости твёрдых примесей. Выявлено 
обратное силовое влияние твёрдой фазы на поле скорости несущей среды. На 
основе полученных данных исследован процесс разделения тонкодисперсных 
порошковых материалов с использованием кривых разделения Тромпа. 

5. Предложены инженерные методики для определения граничного размера и 
кривой фракционного разделения частиц по размерам на основе численного 
моделирования закрученного турбулентного течения в сепарационной зоне 
центробежных аппаратов. 

 Достоверность полученных результатов. Достоверность получаемых 
результатов обеспечивается тестовыми исследованиями на сеточную и 
итерационную сходимость, сравнением получаемых решений с 
экспериментальными данными, а также с результатами других авторов. 
 Практическая ценность работы. Практическая значимость 
диссертационной работы состоит в следующем. 
1. Развитый подход к моделированию аэродинамики в центробежных аппаратах 

порошковой технологии позволяет: получать физическую картину движения 
несущей среды и твёрдой примеси; выявлять режимы течений, при которых 
наступает отрыв потока; оптимизировать режимные и геометрические 
параметры существующих центробежных аппаратов; прогнозировать 
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возможные технологические условия при создании новых более эффективных 
установок центробежного типа. 

2. Проведённый анализ влияния ряда определяющих параметров на свойства 
турбулентного закрученного течения однофазной и двухфазной среды в 
воздушно-центробежных классификаторах и сепараторах дополняет весьма 
ограниченный объём имеющейся экспериментальной информации. 

3. Разработанный метод расчёта аэродинамики закрученного турбулентного 
течения был использован в научно-исследовательских и опытно-
конструкторских работах. Имеется акт внедрения методики расчёта 
закрученного турбулентного течения в аппаратах центробежного типа. 

 Автор защищает. 
1. Системы уравнений Рейнольдса, переноса турбулентных напряжений и модель 

турбулентности Уилкокса, полученные в ортогональной биконической системе 
координат. 

2. Численное моделирование и результаты численных исследований закрученных 
турбулентных однофазных течений в рабочих элементах пневматических 
центробежных классификаторах и сепараторах. 

3. Новую постановку задачи и результаты численного моделирования при 
расчёте аэродинамики сепарационной зоны ВЦК, а также результатов расчёта 
новой геометрии ВЦК для однофазной и двухфазной среды. 

4. Численное моделирование и результаты расчёта процессов разделения и 
сепарации тонкодисперсных порошков применительно к воздушно-
центробежному классификатору и биконическому тарельчатому сепаратору. 

5. Инженерные методики по определению граничного размера и кривой 
фракционного разделения частиц по размерам в пневматических аппаратах 
центробежного типа. 

 Апробация работы. Основные результаты и положения диссертационной 
работы доложены и обсуждены на 5 международных и всероссийских 
конференциях: I Международная научно-техническая конференция, посвященная 
70-летию доктора технических наук, профессора Пирашвили Ш.А.  
«Энергетические установки: тепломассообмен и процессы горения» (Рыбинск, 
2009), Всероссийская конференция «Физика и химия высокоэнергетических 
систем» (Томск, 2009), Пятнадцатая всероссийская научная конференция 
студентов-физиков и молодых ученых ВНКСФ-15 (Кемерово, 2009), VII 
Всероссийская конференция молодых ученых «Проблемы механики: теория, 
эксперимент и новые технологии» (Новосибирск, 2009), Всероссийская 
конференция «Физика и химия высокоэнергетических систем» (Томск, 2006). 
 Публикации. Основные результаты диссертационной работы 
опубликованы в 6 печатных работах, в том числе в 1 статье в изданиях, 
рекомендованных в ВАК. Публикации, отражающие основное содержание 
работы, приведены в конце данного автореферата.  
 Структура и объём работы. Диссертация состоит из введения, четырех 
глав, заключения, списка цитируемой литературы. Работа содержит 130 страниц, 
30 рисунков. Список цитируемой литературы включает 143 наименования. 
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СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ 
 Во введении показана актуальность и проблемы моделирования 
аэродинамики и процессов классификации и сепарации тонкодисперсных 
материалов в закрученных турбулентных течениях однофазных и двухфазных 
сред применительно к центробежным аппаратам порошковой технологии. 
Обоснован выбор темы диссертационной работы, сформулированы цели 
исследования и основные новые положения, которые автор защищает. 
 В первом разделе даётся обзор состояния аэродинамики закрученных 
турбулентных течений однофазных и двухфазных сред и успехов в численном 
моделировании процессов сепарации и классификации в пневматических 
центробежных аппаратах. 
 В втором разделе рассматривается физическая и математическая 
постановка задач о течении турбулентной закрученной однофазной среды между 
плоскими вращающимися дисковыми элементами; между вращающимися 
конусами с небольшим углом наклона к горизонту; в элементе тарельчатого 
сепаратора; в сепарационной зоне воздушно-центробежного классификатора с 
учётом влияния входной и выходной областей, примыкающих непосредственно к 
зоне сепарации.  
 В начале раздела даётся описание экспериментальной установки воздушно-
центробежного классификатора (ВЦК), в которой рассмотрены различные 
варианты сепарационных рабочих элементов, непосредственно в которых 
собственно и происходит процесс фракционного разделения тонкодисперсных 
порошков материалов (рис.1-4). 

 

 
Рис.1. Схема рабочей камеры ВЦК. 

 

 
Рис.2. Схема области сепарации ВЦК. 

 

Рис.3. Рабочий элемент тарельчатого 
сепаратора. 

 

 
Рис.4. Схема рабочей камеры ВЦК с зоной 
сепарации в виде биконического элемента. 
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 Эксплуатация воздушно-центробежных классификаторов и биконических, 
тарельчатых сепараторов происходит при турбулентном режиме течения. 
Поэтому исследование аэродинамики названных аппаратов проводится при 
турбулентном режиме течения. На основе методологии Рейнольдса даётся вывод 
уравнений переноса импульса для турбулентного течения среды в 
цилиндрической системе координат. Уравнения Рейнольдса являются 
незамкнутыми, вследствие наличия неизвестных компонент тензора 
турбулентных напряжений. Замыкание этих уравнений проводится на основе 
концепции турбулентной вязкости с использованием обобщённой модели 
Буссинеска, которая предполагает, что тензор напряжений пропорционален 
тензору скоростей деформаций, с точностью до неизвестной скалярной функции, 
называемой вихревой, турбулентной вязкостью, которая в свою очередь 
определяется с помощью модели турбулентности.  
       С учётом сказанного, уравнения переноса импульса в цилиндрической 
системе координат с учётом осевой симметрии и в безразмерной форме имеют 
вид 

( ) ( ) 0=
∂
∂
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∂

zr ru
z
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r
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2
Re 3

t r t zp r u u kr r
z r z z z z
∂ ∂ν ∂ ∂ν ∂ ∂⎡ ⎤= − + + −⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦

.                        (4) 

Здесь безразмерная форма уравнений получена путём введения масштабов  длины 
Н (расстояние между дисковыми элементами) и скорости U0 (среднерасходное 
значение скорости на входе в сепарационную зону).    Безразмерный коэффициент 
турбулентной вязкости есть отношение размерных коэффициентов турбулентной 
и молекулярной вязкостей. Для упрощения записи все безразмерные переменные 
представлены теми же обозначениями.   
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       Для исследования течения в сепарационной зоне тарельчатого сепаратора  
Гольдиным была предложена ортогональная биконическая система координат, 
которая связана с декартовой системой следующими зависимостями: 

( ) ϕαχ−αη= coscossinx ;                                       (5) 
( ) ϕϕαχ−αη= cossincossiny ;                                    (6) 

αχ−αη= sincosz .                                            (7) 
Вычисляя коэффициенты Ляме для ортогональной биконической системы 
координат,  получим 

1, sin cosH H Hη χ ϕ= = = η α − χ α  ,                                 (8) 
причем расстояние от оси вращения до произвольной точки в рассматриваемой 
области совпадает с коэффициентом Ляме Hφ, т.е. 

sin cosr Hϕ= = η α − χ α .                                            (9) 
 На основе этой системы координат по методологии Рейнольдса впервые 
выведены полные осреднённые уравнения Навье-Стокса,  уравнения переноса 
турбулентных напряжений, на основе которых получено уравнение переноса для 
кинетической энергии пульсационного движения, что с методической точки 
зрения является важным. Безразмерная система уравнений Рейнольдса в 
ортогональной биконической системе координат для случая  осесимметричного 
течения имеет вид 

( ) ( ) 0 ;ru ruη χ
∂ ∂

+ =
∂η ∂χ                                     

(10) 

t
t

2
2 2 sin

Re
ru ru ru u up ru r uη η η χ η

η ϕ
∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ν

+ + −∇ = − + α + +
∂τ ∂η ∂χ ∂η ∂η ∂η

 

( ) ( )2tt 1 2cos sin sin
Re Re 3

ur ku u r
r

χ
χ η

∂ + ν∂ν ∂
+ + ⋅ α ⋅ α − α −

∂χ ∂η ⋅ ∂η
;            (11) 

t
2 sin cos

ru ru u ru u
u u u u uϕ η ϕ χ ϕ
ϕ η ϕ χ ϕ

∂ ∂ ∂
+ + −∇ = − α + α −

∂τ ∂η ∂χ
 

( )tt t 1
sin cos

Re Re Re
u u u

r
ϕ ϕ ϕ+ ν∂ν ∂ν

− α + α −
∂η ∂χ

;                           (12) 

2
2 2 t
t cos

Re
ru ru u ru up ru r uχ η χ χ η

χ ϕ
∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ν

+ + −∇ = − − α + +
∂τ ∂η ∂χ ∂χ ∂η ∂χ

 

( ) ( )2tt 1 2cos sin cos
Re Re 3

ur ku u r
r

χ
η χ

∂ + ν∂ν ∂
+ + α α − α −

∂χ ∂χ ⋅ ∂χ
,            (13) 

где 

( ) ( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
χ∂
∂

ν+
χ∂
∂

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
η∂
∂

ν+
η∂
∂

=∇ tt
2
t 1

Re
1

Re
rr .                     (14) 

Необходимо отметить, что полученная система уравнений (10)-(13) при угле 
наклона образующей конуса к вертикали, равном α=π/2, переходит в 
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цилиндрическую систему координат η = r,  φ = φ,  χ = z . Аналогично, при угле, 
равном α = π, имеем η = z, φ = φ, χ = z . 
       Для определения турбулентной вязкости используется известная 
двухпараметрическая k–ω модель турбулентности Уилкокса. Согласно этой 
модели турбулентности, записываются два дополнительных уравнения переноса 
для кинетической энергии турбулентных пульсаций k и удельной скорости 
диссипации кинетической энергии ω. В цилиндрической системе координат, с 
учетом осевой симметрии и в безразмерной форме, эти уравнения имеют 
следующий вид: 

t t1 1
Re Re

r z
k

k ru k ru k r k r kr F
t r z r r z z∗ ∗

⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂ ν ∂ ∂ ν ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + − + − + =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂σ σ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦
;        (15)   

t t1 1
Re Re

r zru ru r rr F
t r z r r z z ω

∂ω ∂ ω ∂ ω ∂ ⎡ ν ∂ω⎤ ∂ ⎡ ν ∂ω⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + − + − + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ σ ∂ ∂ σ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦
,       (16) 

где 

t Re k
ν =

ω
;         kF G r k∗= − β ω  ;      2F G r

kω
ω

= γ − βω ;  

2 22 2 2 2
t 2

Re
r z r z ru u ur u u u u uG

r z r r r z r z
ϕ ϕ ϕ

⎫⎧ ⎡ ⎤ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ν ∂ ∂ ∂ ∂⎪ ⎪⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + + − + + +⎢ ⎥⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭
. 

Значения используемых констант в модели турбулентности Уилкокса равны: 
β=3/40, β*=9/100, γ=5/9, σ=1/2, σ*=1/2. В биконической ортогональной системе 
координат эта модель турбулентности будет иметь вид 

t t1 1
Re Re k

ru k ru kk r k r kr
t

η χ
∗ ∗

∂ ∂ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ∂ ν ∂ ∂ ν ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + − + − + = Φ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂η ∂χ ∂η ∂η ∂χ ∂χσ σ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦
;      (17) 

t t1 1
Re Re

ru ru r rr
t

η χ
ω

∂ ω ∂ ω ⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ω ∂ ν ∂ω ∂ ν ∂ω⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + − + − + = Φ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂η ∂χ ∂η σ ∂η ∂χ σ ∂χ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦
;     (18) 

где 

          t Re k
ν =

ω
;      t2 2

3 Rek
u

G k r k
r

χ ∗∂⎛ ⎞ν
Φ = − + − β ω⎜ ⎟∂χ⎝ ⎠

;     2G r
kω
ω

Φ = γ − βω ;  

2 2 2
t 2 sin cos

Re
u u u urG

r r
η χ η χ

⎧ ⎡ ⎤∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ν ⎪ ⎢ ⎥= + + α − α +⎨ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂η ∂χ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎣ ⎦⎩
 

2 2 2

sin cos
u u u u u u

r r
ϕ ϕ ϕ ϕ χ η

⎫∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎪+ − α + + α + + ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂η ∂χ ∂η ∂χ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎪⎭
.              (19) 

Здесь постоянные модели турбулентности имеют те же значения. 
        Таким образом, системы уравнений (1)-(4), (15-16), а также (10)-(13), (17-18) 
являются замкнутыми и описывают закрученное турбулентное течение 
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однофазной жидкости в воздушно-центробежном классификаторе и в 
биконическом элементе центробежного сепаратора. 
      В третьем разделе рассматриваются методы численного решения 
полученных уравнений и результаты расчётов турбулентного закрученного 
течения однофазного потока в пневматических центробежных аппаратах. 
      В диссертационной работе решение уравнений Рейнольдса проводилось в 
переменных вихрь - функция тока - окружная компонента скорости, а также в 
примитивных переменных скорость – давление. Достоинством метода решения в 
переменных вихрь - функция тока - окружная компонента скорости является 
тождественное выполнение уравнения неразрывности и, вследствие этого, 
уменьшение количество решаемых уравнений на единицу.  Для тождественного 
выполнения уравнения неразрывности в цилиндрической системе координат 
достаточно положить 

rr
u

zr
u zr ∂

ψ∂
−=

∂
ψ∂

=
1;1 .                                          (20) 

Введем определение вихря по формуле 

r
u

z
u zr

∂
∂

−
∂
∂

=Ω ,                                                 (21) 

тогда после подстановки соотношений (20) в формулу (21) получим уравнение 
Пуассона для определения функции тока 

rr
r

zr ∂
ψ∂

+Ω=
∂
ψ∂

+
∂
ψ∂ 1

2

2

2

2
 . 

Так как ищется решение стационарной задачи, то уравнение (21) можно привести 
к виду нестационарного уравнения  

   
2 2

2 2
1

1r
t r rr z

⎛ ⎞∂ψ ∂ ψ ∂ ψ ∂ψ
− + = −Ω ⋅ −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂∂ ∂⎝ ⎠

 .                                  (22) 

Здесь t1 – фиктивное время, фактически заменяющее значение итерационного 
параметра.  
      Чтобы получить уравнение переноса вихря, продифференцируем уравнение 
(2) по z, а уравнение (4) по r и вычтем из первого второе, в результате получим 
искомое уравнение 

( ) ( )1 1
Re Re

r z
t t

rU rU r rr
r z r r z z

∂Ω ∂ Ω ∂ Ω ∂ ∂Ω ∂ ∂Ω⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ + − + ν − + ν =⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂τ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 

2 2 2

2 2
22
Re Re

t r z t t r z
r

U r U U r U UU U
z r z r z z rz r
ϕ

ϕ
⎛ ⎞∂ ∂ ν ∂ ∂ ∂ ν ∂ ν ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + Ω + − + − − +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠∂ ∂⎝ ⎠

 

( )1
Re Re Re

tt t tr r
r r z z r r

+ ν⎡ ⎤∂ν ∂Ω ∂ν ∂Ω Ω ∂ν
+ + + −⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦

;                    (23) 

      Добавляя уравнение переноса импульса в окружном направлении (3) и 
уравнения модели турбулентности (15)-(16), получим систему пяти уравнений 
(22)-(23), (3), (15)-(16) для переменных ψ, Ω, uφ, k, ω. Эта система уравнений 
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используется для течения закрученного турбулентного потока между 
вращающимися дисковыми элементами (рис.2).  

Численное моделирование аэродинамики однофазной несущей среды в  
сепарационной зоне воздушно-центробежного классификатора (рис.1) проводится 
в переменных скорость–давление на основе безразмерных уравнений (1)-(4) и 
(15)-16) методом представленным ниже. Решение задачи в элементе тарельчатого 
сепаратора (рис.3 и рис.4) проводится этим же методом в переменных скорость – 
давление в биконической ортогональной системе координат, на основе 
полученной системе уравнений (10)-(13) и (17)-(18). 

При решении уравнений в переменных скорость – давление основной 
вопрос состоит в таком способе определения давления, который достаточно 
эффективно обеспечивает соленоидальность поля скорости. Будем использовать 
так называемый метод физического расщепления полей скорости и давления. 
Рассмотрим уравнение переноса импульса и уравнение неразрывности в 
векторном виде 

( ) ( ) 0; 0V V V Dif V p V
t

∂
+ ⋅∇ − +∇ = ∇ ⋅ =

∂

ur ur ur ur ur
.                   (24) 

Пусть решение для временного слоя n известно и требуется определить решение 
на временном слое  n+1. Используя промежуточное сеточное значение скорости  

*V
ur

, уравнение (24) можно представить в виде  

    ( )
1

1 1* * 0;
n n

n n n nV V V V V V Dif V p p
t

+
+ +− + − ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ ⋅∇ − +∇ + δ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

Δ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

ur ur ur ur ur ur ur
      (25) 

( ) 1
0

n
V

+
∇ ⋅ =

ur
,                                                 (26) 

где δp = pn+1- pn. Расщепляя уравнение (25) на два векторных соотношения, 
получим 

( )* * * 0
n

n nV V V V Dif V p
t
− ⎛ ⎞+ ⋅∇ − +∇ =⎜ ⎟
Δ ⎝ ⎠

ur ur ur ur ur
;                        (27) 

( )
1

* 0
n

V V p
t

+
−

+∇ δ =
Δ

ur ur
.                                       (28) 

Умножая скалярно соотношение (28) на градиент и учитывая зависимость (26), 
найдём уравнение Пуассона для поправки давления δp 

( )2 *Vp
t

∇ ⋅
∇ δ =

Δ

ur
.                                              (29) 

Если для решения стационарной задачи воспользоваться методом установления, 
тогда уравнение (29) можно записать в нестационарном виде 

( ) ( )2

1

*p Vp
t t

∂ δ ∇ ⋅
= ∇ δ −

∂ Δ

ur
.                                     (30) 
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Здесь выбор шага по времени Δt1 позволяет влиять на быстроту сходимости 
итерационного процесса. Из решения уравнения (27) находится промежуточная 
скорость, затем из уравнения (30) находится поправка к давлению (pn+1 = pn + δp) 
и, в соответствии с (28), определяется вектор скорости на n+1 временном слое. 

Таким образом, метод решения уравнений Рейнольдса как в переменных 
функция тока – вихрь, так и в переменных скорость – давление может быть сведён 
к решению уравнений переноса.  

Дифференциальное уравнение переноса можно представить в операторном 
виде: 

                                              r zL L F
t

∂Φ
+ Φ + Φ =

∂
.                                        (31) 

Здесь 

                     ( )r rL u a
r r r
∂ ∂ ∂Φ⎛ ⎞Φ = Φ − ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

;      ( )z zL u a
z z z
∂ ∂ ∂Φ⎛ ⎞Φ = Φ − ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

. 

Решение уравнений переноса в переменных вихрь – функция тока проводилось 
неявным методом переменных направлений. Для решений уравнений в 
переменных скорость – давление применялся обобщённый неявный метод 
переменных направлений, который записывается в Δ – форме и, который для 
уравнения (31) содержит следующий алгоритм 

*
*1

2
n n n

r r zL F L L
t

ΔΦ
+ ΔΦ = − Φ − Φ

Δ
; 

** **
**1

2 zL
t t

ΔΦ ΔΦ
+ ΔΦ =

Δ Δ
; 

1 **n n+Φ = Φ + ΔΦ . 
Этот метод имеет второй порядок аппроксимации по времени и для линейных 
задач являются безусловно устойчивыми. В уравнениях переноса конвективные и 
диффузионные члены аппроксимировались с помощью экспоненциальной схемы, 
которая снимает ограничение на сеточное число Рейнольдса и имеет второй 
порядок точности относительно координат. Экспоненциальная схема может быть 
приведена к виду: 

1 1i i i i i i
uФ ФA a b c
x x x − +

∂ ∂ ∂⎛ ⎞− = − Φ + Φ − Φ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 

0.5 0.5
0.5

0.5 0.5

1 1;
exp( ) 1 exp( ) 1

i i
i i i

i i

u ua u c
x P x P

− +
−

− +

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= + =⎢ ⎥ ⎢ ⎥Δ − Δ −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

; 

0.5 0.5;i i i i ib a c u u+ −= + + −
0.5 0.50.5 0.5 0.5 0.5/ ; /

i ii i i iP u x A P u x A
− +− − + += Δ = Δ . 

       Для получения единственного решения необходимо поставить граничные 
условия. На входе в сепарационную зону для переменных задаются постоянные 
значения на основе экспериментальных данных. На выходе из расчетной области 
для всех переменных используются «мягкие условия». На твердых стенках зоны 
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сепарации используются условия прилипания. Определение граничных условий 
для окружной компоненты скорости на входе в сепарационную зону и на 
вращающихся стенках даёт два дополнительных критерия: Rg=ΩgH/U0; 
Rd=ΩwH/U0. Здесь Ωg – средняя угловая скорость вращения газа на входе в 
сепарационную камеру и Ωw – угловая скорость вращения дисковых элементов. 
Таким образом, имеем три независимых критерия определяющих аэродинамику 
несущей среды: это – критерий Рейнольдса Re, и два критерия вращения Rg и Rd. 
Последние два критерия представляют собой обратные числа Россби. Удельная 
скорость диссипации пульсационного движения на стенке определяется из 
равенства диффузии и диссипации в уравнении переноса для удельной скорости 
диссипации. 
  Достоверность работы определялась тестовыми исследованиями на 
сеточную и итерационную сходимость, а также сравнением полученных 
численных решений с экспериментальными данными. Так на рис.5 показано 
сравнение рассчитанной радиальной компоненты скорости с опытными данными.  
 Сравнение окружной и радиальной компоненты скорости для случая 
интенсивной закрутки дисков и газа во входном сечении с численными данными 
Артёмова показано на рис.6. Для геометрии сепарационной зоны, показанной на 
рис.2, проведённое численное исследование показало существенную зависимость 
поля скорости от параметров закрутки, что иллюстрирует рис.7. 
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Рис.5. Сравнение радиальной компоненты скорости с опытными данными [*]  при различных 
числах Рейнольдса: а-Re=1269, b- Re=2204. 1-r/r0=0.6, 2-r/ r0=0.4, 3-r/ r0=0.275, 4-r/ r0=0.185. 
[*]Singh A., Vyas B.D., Powle U. S. Investigations on inward flow between two stationary parallel 
disks // Int. J. Heat and Fluid Flow. - 1999. - vol. 20. -№4.-P.395-401. 

Параметр закрутки дисковых элементов Rd оказывает большее влияние на 
пограничный слой, расположенный вблизи дисков, а параметр вращения Rg 
газового потока на входе в сепарационную зону оказывает большее влияние на 
ядро потока.  

Распределение кинетической энергии пульсационного движения и 
распределение функции тока представлено на рис.8. Из этого графика видно, что 
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интенсивность пульсационной энергии в направлении от периферии к оси сначала 
уменьшается, а вблизи поворота существенно возрастает. Уменьшение энергии k 
объясняется ускорением потока (уменьшение цилиндрической поверхности за 
счёт уменьшения радиуса), а увеличение k вблизи оси симметрии связано с 
поворотом потока и с его отрывом сразу за поворотом. На правом графике (рис.8) 
видна отрывная зона, которая занимает область от r=0.17 до r=0.2 сразу за 
поворотом потока (z>1). Как показывают численные исследования, при 
увеличении закрутки потока в окружном направлении эта отрывная зона 
прижимается к стенке (r=0.2) за счёт больших центробежных сил. 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

2

4

6

Uη

χ
 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

0

4

8

12

16

χ

Uϕ

 
Рис. 6.  Сравнение полученного распределения компонент скорости Ur и Uφ с численными 
результатами Артёмова** при Re=2500 Rd=0.4, Rg=0.4  в 4-x сечениях: 1- r/r0 =0.9; 
 2 - r/r0 = 0.7; 3 - r/r0 = 0.5;  4 - r/r0 = 0.3.  
** Артемов И. Л. Численное моделирование пространственных закрученных турбулентных 
течений применительно к аппаратам порошковой технологии, дисс.  канд. физ.-мат. наук: 
Томск, 2004 C. 46 , рис. 2.7. 

 
Рис.7. Распределение изолиний окружной компоненты скорости. Rd=0.5,  Rg=0 (левый график) и 
Rd=0,  Rg=0.5 (правый график). Re=5000. 

 
Рис.8.Распределение изолиний кинетической энергии (левый график) и линий тока (правый 
график) для случая Re=5000, Rd=0.5, Rg=0.5. 
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В диссертационной работе проведено численное моделирование 
закрученного турбулентного течения между вращающимися конусами. 
Геометрическая область исследования показана на рис.3-4. Следует отметить, что 
геометрия рис.3 относится к течению в элементе тарельчатого центробежного 
сепаратора (α<π/3), а область на рис.4 (приближённо 5π/12 <α< π/2) относится к 
сепарационной зоне воздушно-центробежного классификатора. Анализ 
литературы по этому вопросу показывает, что в данной области очень мало 
экспериментальных результатов и практически отсутствуют теоретические 
исследования. Имеющиеся в литературе решения касаются ламинарных режимов 
течения в приближении пограничного слоя и гидравлических подходов по 
определению потерь давления. Численные результаты расчётов аэродинамики 
биконического элемента тарельчатого сепаратора показаны на рис.9-10. На рис.9 
представлено распределение меридиональной и окружной компонент скорости в 
зависимости от поперечной координаты χ, отсчёт которой ведётся от внешнего 
конуса по направлению к внутреннему. Из этого графика видно, что 
меридиональная компонента скорости имеет два ярко выраженных максимума 
вблизи вращающихся поверхностей, причём эти максимумы скорости 
существенно отличаются по значению и больший максимум по величине 
располагается вблизи внутреннего конуса. Такой характер скорости определяется, 
прежде всего, различным уровнем окружной компоненты скорости в силу 
отличия расстояний до оси вращения внутреннего и наружного вращающихся 
конусов.    

а) 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
χ0

1

2

3

4
Uη

1

2
3

4

   б) 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
χ0

2

4

6

8
Uϕ

1

2

4

3

 
Рис. 9. Развитие а) меридиональной и б) окружной осреднённой скорости в зависимости от 
координаты χ в сечениях: 1 - η/η0=0.99 ;  2 - η/η0=0.75; 3 - η/η0=0.625 ; 4 - η/η0=0.5.   

Проведённые параметрические исследования показали, что наиболее 
существенное влияние на гидродинамику турбулентного закрученного течения 
оказывают параметры вращения Rd, Rg, а также угол α наклона биконического 
элемента.  

На рис.10 показано влияние угла α на распределение меридиональной и 
окружной компоненты скорости в биконическом элементе. Из этого графика 
видно, что с уменьшением  угла α градиент меридиональной скорости в ядре 
потока существенно возрастает, что благоприятно сказывается для сепарации 
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частиц. Для классификации порошков этот градиент не должен быть большим, 
что соответствует углам α, близким к α = π/2. В работе показано влияние 
параметров вращения Rg и Rd на распределение поля скорости. Численный 
анализ показал, что решающее значение на турбулентное закрученное течение 
оказывает параметр Rg, а параметр Rd оказывает влияние в основном на 
пограничные слои вблизи вращающихся дисков. 
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Рис.10. Влияние угла наклона α на а) меридиональную и б) окружную осреднённые скорости в 
зависимости от координаты χ в сечении выхода при параметрах Re=5000, Rd=0.5, Rg=0.5. 
1 –α =π/2, 2 –α = π/3, 3 –α = π/6. 

 
а) 

 
б) 

Рис.11. Распределение а) изолиний окружной компоненты скорости б) линий тока  
при параметрах течения Re=2760, Rg=0.035, Rd=0.045 

На рис.11 показано распределение изолиний окружной компоненты 
скорости и линий тока в зоне сепарации ВЦК (рис 1). Из этих графиков видно, что 
окружная компонента скорости существенно увеличивается к выходному сечению 
(E–E), что объясняется сохранением вращающегося момента. Линии тока в 
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выходном сечении прижимаются к правой стенке, что можно объяснить 
действием центробежной силы на несущий поток. 

На рис.12 показано развитие окружной и радиальной компоненты скорости 
в рабочей зоне классификатора. Значение этих скоростей показано в трех 
характерных сечениях, отмеченных на рис.1. 
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Рис.12. Развитие а) окружной компоненты скорости и б) радиальной компоненты скорости в 
рабочей зоне классификатора при параметрах течения Re=2760, Rg=0.035, Rd=0.045. 
1– сечение В–В, 2– сечение С–С, 3– сечение D–D 

 В четвёртом разделе рассматривается моделирование двухфазного 
закрученного турбулентного течения и процессов фракционного разделения 
тонкодисперсных порошков по размерам. В начале раздела обосновывается 
подход к моделированию двухфазного течения. Как известно, применение 
классической модели взаимопроникающих континуумов наталкивается на 
трудности в случае множественной неоднозначности параметров твёрдой фазы в 
поле течения, связанной с пересечением траекторий частиц. При процессах 
разделения частиц, когда действие центробежной силы противоположно 
аэродинамической неоднозначность параметров существенно возрастает, 
особенно для граничного размера частиц, вероятность попадания которого как в 
мелкий, так и в крупный продукт разделения равна 50%. Эти трудности легко 
преодолеваются, если для описания дисперсной фазы использовать не эйлеровые, 
а лагранжевы переменные. Движение дисперсной фазы моделируется 
совокупностью решений для j фракций частиц с k точками старта. Уравнения, с 
помощью которого может быть определена траектория и скорость движения 
частицы, имеет вид 

j
jk

k
dr

w
dt

=

uur
uur

;                                                    (32) 

j
j jk

k k
d w

m f
dt

=

uur
uuur

,                                                   (33)  

где г – радиус-вектор частицы, m – её масса, w – вектор её скорости и  f – вектор 
сил, действующих на частицу. 



 18

 
Соотношение (32) в проекциях на оси цилиндрической системы координат в 

конечных приращениях можно записать 
jj j
krk zk

j j j j
k k k k

ww w
t

r r z
ϕ= = = Δ

Δ Δϕ Δ
.                                     (34) 

В дальнейшем для простоты записи будем удерживать только индекс j. Уравнение 
(32)-(33) представляет собой систему обыкновенных дифференциальных 
уравнений, справедливых для любой фиксированной частицы, и требует 
постановки только начальных условий в момент времени t=0. При описании 
движения дисперсной фазы как континуума необходимо использовать закон 
сохранения массы для среды частиц, которой может служить для определения 
концентрации примеси (альтернативой этому служит метод осреднения 
параметров по ячейкам эйлеворой сетки). На твёрдые, тяжёлые (истинная 
плотность частицы много больше истинной плотности газа) и тонкодисперсные 
частицы, находящиеся в сепарационной зоне пневматического центробежного 
аппарата действуют в основном только инерционная, центробежная, 
аэродинамическая и гравитационная сила. Уравнения движения для j фракции 
частиц в цилиндрической (35) и биконической (36) системе координат будут 
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( )2 cossin
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Здесь  

Hg
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18
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2
;    ( ) 32

Re
6
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ν

δ−
=

jj
j

WU
ρρ

Re  .      (37) 

Зная поле скорости несущей среды, и интегрируя уравнения (34)-(35) 
определяется траектория пробной частицы. В результате, определяется в какой 
продукт мелкий или крупный эта частица попадёт. Повторяя расчёты по всем j 
фракциям и по всем точкам старта k, определяется процесс разделения порошка. 
Такой процесс разделения назовём детерминированным. Однако, как показывают 
опытные данные, такие расчёты обычно существенно завышают эффективность 
процесса разделения. На диффузию тонкодисперсных частиц оказывает 
существенное влияние турбулентность. Будем учитывать турбулентную 
диффузию на основе работы (Мостафа, Монджиа и др.). В соответствии с этой 
работы считается, что пульсационные значения скоростей отвечает 
вероятностному закону Гаусса, причём дисперсией в вероятностном законе 
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Гаусса является кинетическая энергия пульсационного движения. Кроме того, 
учитывая время жизни пульсационного движения, и время пролёта частицы в 
пульсационном движении, и выбирая минимальное из этих времён, интегрируем 
уравнения движения частицы по этому минимальному времени. При 
интегрировании уравнений движения частицы необходимо к осреднённой 
скорости газа добавить пульсационную составляющую. На рис.13 показаны 
траектории движения на основе детерминированного подхода и на основе 
подхода с учётом турбулентной диффузии. 
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Рис.13.Траектории отдельных частиц. а – детерминированный подход, б – стохастический. 

     Обратное силовое влияние частиц на газовую среду можно учесть, если 
известна концентрация твёрдой фазы. В этом случае появляются источниковые 
члены в уравнениях движения несущей среды. Записывая дополнительно 
уравнение закона сохранения массы с учётом турбулентной диффузии, получим 
замкнутую систему уравнений, которая в биконической системе координат имеет 
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Здесь С j – объёмная концентрация твёрдой фазы, Sht – турбулентное число 
Шмидта. Расчёт представленной системы уравнений проводился по итерационной 
схеме. Последовательность итерационной схемы имеет следующий вид 
1. Расчет несущего потока без примеси. 
2. Решение уравнений, описывающих движение твёрдых частиц. 
3. Расчет уравнения концентрации твёрдой фазы частиц. 
4. Корректировка поля течения газа (расчёт несущего потока с учётом 
обратного силового влияния твёрдой фазы на газ). 
5. Возвращение к пункту 2. Повторяется расчет уравнений движения частиц с 
последующим уточнением их влияния на газ до получения сходящегося решения. 
       На рис.14 показано распределение объёмной концентрации в элементе между 
двумя вращающимися конусами, а на рис.15 представлено распределение 
меридиональной и окружной компоненты скорости с учётом обратного силового 
влияния твёрдой фазы на несущую среду.  
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Рис. 14. Концентрация частиц в несущей среде при параметрах Re = 5000,       Rd = 0.5, Rg = 0.5 
α = π/4., Sc=1, Sct=1. 
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Рис. 15. Обратное влияние частиц на а) меридиональную и б) окружную компоненты 
осреднённой скорости при параметрах Re=5000, Rd=0.5, Rg=0.5, α = 80 в зависимости от 
координаты χ в сечениях: 1 - η/η0=0.99 ; 2  - η/η0=0.75; 3 - η/η0=0.5  

На основе проведённого математического моделирования двухфазного 
турбулентного закрученного течения разработано три инженерные методики для 
расчёта процесса разделения порошкообразных материалов, т.е. определение 
кривой разделения Тромпа и граничного размера процесса разделения. Суть этих 
методик заключается в следующем. В начале рассчитывается поле скоростей 
несущей среды. Затем детерминированным методом определяется зона сепарации, 



 21

в которой происходит процесс разделения порошков. Результаты этих расчётов 
определяют первую методику и дают верхнюю оценку эффективности 
разделения. Суть второй методики заключатся в предположении, что 
концентрация твёрдой фазы за счёт диффузии одинаковая по всей сепарационной 
зоне центробежного аппарата. Тогда для каждого контрольного объёма в 
сепарационной зоне рассчитывается радиальная компонента скорости из баланса 
аэродинамической и центробежной силы. Далее для каждого размера частиц 
определяется доля отрицательных значений радиальной компоненты скорости. 
Эта доля и есть вероятность попадания данного размера частиц в мелкий продукт 
разделения. Такой расчёт определяет кривую разделения и граничный размер. 
Суть третьей методики основывается на второй методики, только в ней для 
каждого контрольного объёма определяется не знак радиальной скорости, а 
производится расчёт по траекторному методу. Для начальных значений скоростей 
частиц в каждом контрольном объёме выбираются нулевые значения радиальной 
и аксиальной составляющих, а для окружной принимается значение, равное 
скорости несущей среды. Достоинством этих инженерных методик является 
возможность уточнения расчёта, включая в методику дополнительные факторы, 
влияющие на процесс разделения твёрдой фазы в центробежных аппаратах 
порошковой технологии. 

На рис.16. представлено сравнение процесса разделения твёрдой фазы на 
основе трёх инженерных методик с опытными данными применительно к 
воздушно-центробежному классификатору.  
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Рис.16. Кривая разделения Тромпа для случая Re=2760, Rg=0.035, Rn=0.09:1 – стохастический 
подход; 2 – детерминированный подход с учетом диффузии частиц;  
3 – детерминированный подход, 4 – экспериментальные данные. 
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ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ И ВЫВОДЫ 

1. Проведено численное моделирование аэродинамики закрученного 
турбулентного течения: между плоскими вращающимися дисковыми 
элементами; между вращающимися конусами с небольшим углом наклона к 
горизонту; в элементе тарельчатого сепаратора; в сепарационной зоне 
воздушно-центробежного классификатора с учётом влияния входной и 
выходной областей, примыкающих непосредственно к зоне сепарации. 
Проведено исследование по проверке достоверности получаемых езультатов.  

2. Показано, что аэродинамика несущей среды в ВЦК и биконическом, 
тарельчатом сепараторе существенно зависит от режимных и геометрических 
параметров. Выяснено, что влияние параметра закрутки газа на входе в 
сепарационную зону и параметра угловой скорости вращения стенок 
оказывают наибольшее влияние на характер поведения радиальной и окружной 
компоненты скорости, что, в конечном счёте, сказывается на эффективности 
работы центробежных аппаратов. Определён механизм появления двух 
различных по величине максимумов в распределении меридиональной 
компоненты скорости в тарельчатом сепараторе.  

3. Проведенное исследование в новой постановке задачи применительно к ВЦК с 
учётом входной области, примыкающей к зоне сепарации, показало 
существенное влияние этой зоны на динамику несущей среды в рабочей 
области центробежного аппарата. Показана, также необходимость в расчёте 
дополнительной области на выходе из зоны сепарации. 

4. На основе физического анализа и численного моделирования сделан вывод об 
улучшении аэродинамической обстановки при изменении сепарационной зоны 
ВЦК на область, образованную вращающимися конусами с небольшим углом 
наклона образующей к горизонту. 

5. Проведено численное моделирование двухфазного турбулентного потока, 
определены поля скоростей и концентраций твёрдой фазы, а также определены 
траектории движения частиц. Исследовано обратное силовое влияние твёрдой 
фазы на поле скорости несущей среды. Показано влияние турбулентной 
диффузии на миграцию частиц в зоне сепарации. 

6. На основе проведённых исследований процесса разделения и сепарации 
тонкодисперсных порошков в пневматических центробежных аппаратах 
разработаны инженерные методики по определению граничного размера и 
кривой разделения. Проведено сравнение с экспериментальными данными, 
полученными по разделению порошков на воздушно-центробежном 
классификаторе. 

7. Разработана методика расчёта аэродинамики закрученного турбулентного 
течения, которая была использована в научно-исследовательских и опытно-
конструкторских работах. Получен акт внедрения методики расчёта 
закрученного турбулентного течения в аппаратах центробежного типа. 
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