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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 

 
Актуальность темы. В последние десятилетия прошлого века нача-

лось интенсивное развитие и применение непараметрических и робаст-

ных методов обработки данных. Это вызвано, с одной стороны, необхо-

димостью управления сложными, не поддающимися параметрическому 

описанию экономическими и социальными структурами, а также техни-

ческими объектами, для которых важна, к примеру, устойчивость при-

меняемых методов к сбоям и помехам в работе регистрирующей аппара-

туры; с другой стороны, развитием вычислительной техники, позво-

ляющей реализовывать трудоемкие алгоритмы. 

В диссертации получил дальнейшее развитие на основе идей локаль-

ной полиномиальной аппроксимации, заложенных Cleveland W.S., 

Stone C.J., Катковником В.Я. и развитых впоследствии Fan J., Gijbels I., 

Ruppert D., Wand M.P., непараметрический подход к оцениванию функ-

ционалов от условных распределений (условных функционалов) и их 

производных, разработанный Кошкиным Г.М. на основе ядерных оце-

нок подстановки типа Надарая-Ватсона. 

Подход на основе функций от функционалов от совместного либо 

условного распределения (базовых функционалов) и их производных 

позволяет, с одной стороны, разбить анализ статистических свойств 

оценок на два этапа: 1) исследование свойств оценок базовых функцио-

налов и 2) исследование свойств интересующей нас оценки на основе 

теорем сходимости (Кошкин Г.М.); с другой стороны, позволяет подхо-

дить с единых позиций к идентификации исследуемой системы в широ-

ком смысле, а именно, единообразно оценивать наряду с функцией рег-

рессии условную дисперсию, функции чувствительности и другие ха-

рактеристики. Функциональный подход оказывается эффективным в та-
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ких задачах обработки данных, как фильтрация, интерполяция и прогноз 

(Добровидов А.В.), в задачах восстановления плотностей распределения 

вероятностей, их производных, отношений производных и т.п. для шу-

мов регрессионных моделей (Васильев В.А.).  

Методы непараметрического ядерного оценивания, в том числе и ре-

куррентные, применены к оцениванию функции интенсивности пуассо-

новских потоков событий. Пуассоновские процессы служат адекватной 

моделью многих реально протекающих процессов. В настоящее время с 

их помощью моделируются, к примеру, поступление сообщений в се-

тях связи, потоки задач в сетях ЭВМ, приход клиентов в страховых ком-

паниях или банках, поступление нервных импульсов на нейроны в 

нейрофизиологии, потоки частиц в физических экспериментах. Это 

объясняет большое количество работ, посвященных различным подхо-

дам к оцениванию интенсивности неоднородных пуассоновских процес-

сов (Helmers R., Mangku I.W. & Zitikis R.; Kutoyants Yu.A., Leemis L.M., 

Nason G.P., Reynaud-Bouret P., Timcová J., Терпугов А.Ф.). Исследуемые 

в работе статистики аналогичны по структуре ядерным оценкам плотно-

сти и их специфика заключается в том, что объем выборки является слу-

чайной величиной. 

Наряду с непараметрическими оценками условных функционалов, 

имеющими локальный характер, в работе исследованы асимптотические 

свойства параметрических оценок медианного типа моделей временных 

рядов, позволяющие единообразно описывать поведение системы на 

всем интересующем промежутке времени. В этих моделях входные пе-

ременные, в отличие от рассматриваемых в работе задач непараметри-

ческого оценивания условных функционалов, являются детерминиро-

ванными (предполагается, что тренды разлагаются по некоторой произ-

вольно фиксированной системе функций, и наблюдения производятся на 
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заданном интервале в равноотстоящие моменты времени). Стремление 

повысить точность результатов в условиях априорной неопределенности 

шумов приводит к развитию устойчивых (робастных) методов, которые, 

как правило, дают достаточно хорошие результаты при «основном» рас-

пределении и катастрофически не теряют точность оценивания при не-

которых отклонениях реального распределения от гипотетического 

(Hampel F., Huber P.J., Tukey J.W., Шевляков Г.Л., Шуленин В.П., Шу-

рыгин А.М.). Робастные процедуры, можно считать, занимают проме-

жуточное положение между классическими параметрическими и непа-

раметрическими методами по степени исходной определенности моде-

ли. В данной работе рассматриваются оценки параметров регрессион-

ных и авторегрессионных моделей, основанные на норме  

(Basset G.W. & Koenker R., Bloomfield P. & Stieger W.), т.е. оценки меди-

анного типа, устойчивые по эффективности в сравнении с оценками ме-

тода наименьших квадратов (ОМНК). Построение оценок параметров 

регрессии на разностях наблюдений (следуя идеям Hodges J.L. & Leh-

mann E.L.) позволяет получить существенно более точные, в сравнении 

с традиционными медианными (оценками метода наименьших модулей 

− ОМНМ), результаты в случае гауссовских шумов. 

1L

Построению математических моделей и исследованию вероятност-

ных характеристик работы фондов социального страхования в послед-

ние годы посвящен ряд работ, в которых идеи классической модели 

страхования применяются с учетом особенности работы таких фондов 

(Вальц О.В., Гарайшина И.Р., Змеев О.А., Лившиц К.И., Назаров А.А.). 

В работе проведена оптимизация управлением капиталом фонда в асим-

птотике, когда модель определяется тремя входными статистическими 

параметрами (не считая параметров управления): интенсивностью пуас-

соновского потока страховых выплат, средним и дисперсией их распре-
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деления, которые могут быть оценены предложенными методами.  

Целью работы является построение и исследование процедур  

– оценивания параметров полиномиальных трендов временных рядов 

на заданном интервале, работоспособных в случае неопределенности 

помех наблюдений, устойчивых по эффективности к аномальным вы-

бросам наблюдений (робастное оценивание);  

– локального полиномиального оценивания функционалов от услов-

ных распределений и их производных, работоспособных в условиях 

сильной изменчивости регрессионной зависимости и невозможности ее 

единообразного описания на исследуемом интервале (непараметриче-

ское оценивание). 

 

Методы исследований. Исследование предложенных методов 

оценивания и оптимизация проводились с использованием аппарата 

теории вероятностей, математической статистики, теории случайных 

процессов, вариационного исчисления, дифференциальных уравне-

ний, имитационного моделирования.  

 

Теоретическая ценность работы заключается в том, что в ней  
– исследованы асимптотические свойства оценок со знаковой меточ-

ной функцией, в том числе построенных на разностях и отношениях на-

блюдений первого и второго порядков; 

– рассмотрены подходы к оцениванию функционалов от условных 

распределений и их производных, позволяющие с единых позиций под-

ходить к локальной идентификации стохастических систем, например, 

класс введенных функционалов позволяет с единых позиций описать 

систему характеристик производственных функций; 

– локальные непараметрические алгоритмы, предложенные в работе, 
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позволяют решать задачи идентификации, управления и т.д. при зави-

симых наблюдениях в случае, когда применение параметрических мето-

дов неэффективно; 

– исследованы асимптотические свойства непараметрических оценок 

функции интенсивности неоднородного пуассоновского процесса, по-

строенных по единственной реализации процесса на интервале фикси-

рованной длины;  

– решены задачи оптимального управления капиталом фонда соци-

ального страхования в асимптотической модели, и найдено распределе-

ние вероятностей величины капитала фонда в случае, когда выплаты по 

социальным программам образуют пуассоновский поток. 

 

Практическая ценность работы заключается в следующем:  

– робастные параметрические оценки, предложенные в работе, дают 

существенный выигрыш в точности оценивания по сравнению с класси-

ческими методами в случае присутствия аномальных ошибок в наблю-

дениях и дают высокую точность в гауссовском случае в сравнении с 

традиционными медианными оценками – ОМНМ; 

– предложенные рекуррентные процедуры дают возможность произ-

водить вычисления в режиме реального времени, что особенно важно 

при необходимости обрабатывать большие массивы быстро поступаю-

щей информации и выдавать результат в любой требуемый момент. Та-

кая ситуация возникает, например, при текущем анализе финансового 

рынка; 

–решена задача идентификации в широком смысле нелинейной гете-

роскедастической авторегрессии произвольного порядка, и полученные 

результаты применены для прогнозирования цен акций; 

– на основе предложенных медианных оценок разработан комплект 
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программ для устойчивого последовательного оценивания параметров 

квадратичного тренда среднего.  

 

Научная новизна полученных в диссертации результатов состоит в 

следующем: 

1. Показана сильная состоятельность и асимптотическая нормаль-

ность оценок медианного типа параметров тренда положения (масшта-

ба), построенных на разностях (отношениях) наблюдений первого и 

второго порядков.  

2. Предложены и исследованы оценки медианного типа параметра 

устойчивого процесса авторегрессии в том числе и при наличии адди-

тивной помехи наблюдения. Показана сильная состоятельность оценок. 

В случае авторегрессионного процесса, наблюдаемого без помех, пока-

зана асимптотическая нормальность оценок.  

3. Исследована сходимость в среднеквадратичном локальных оценок 

подстановки функционалов от условных распределений и их производ-

ных для многомерных зависимых наблюдений. Предложены рекуррент-

ные модификации оценок, масштабированные по каждой компоненте 

многомерного вектора наблюдений. 

4. Исследована условная сходимость в среднеквадратичном локаль-

ных оценок полиномиальной аппроксимации функционалов от услов-

ных распределений и их производных. 

5. Показана сходимость в среднеквадратичном непараметрических 

оценок ядерного типа функции интенсивности неоднородного пуассо-

новского процесса. 

6. Предложены критерии оптимизации деятельности некоммерческо-

го страхового фонда, и решены задачи оптимального управления капи-

талом фонда в асимптотическом приближении. 
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Достоверность и обоснованность результатов подтверждается 

строгими математическими выкладками. Работоспособность предло-

женных методов оценивания подтверждается имитационным моделиро-

ванием и численными примерами, в том числе с использованием реаль-

ных данных. 

 

Публикации. По теме диссертации опубликованы 52 работы, из них 

14 опубликованы в изданиях, определенных перечнем ВАК РФ для 

опубликования основных научных результатов докторских диссертаций 

по специальности «Системный анализ, управление и обработка инфор-

мации». 

 

Апробация работы.  Основные положения диссертации и отдельные 

её результаты докладывались и обсуждались на следующих конферен-

циях, симпозиумах, школах-семинарах: 

VI и VII Всесоюзной школе-семинаре по непараметрическим и роба-

стным методам статистики в кибернетике (Томск, 1987; Иркутск, 1991); 

IX Всесоюзной конференции по теории кодирования и передачи инфор-

мации (Одесса, 1988); Всесоюзной научно-технической конференции 

«Статистические методы в теории передачи и преобразования информа-

ционных сигналов» (Киев, 1988); III Всесоюзной конференции «Пер-

спективные методы планирования и анализа экспериментов при иссле-

довании случайных полей и процессов» (Гродно, 1988); Всесоюзном со-

вещании «Анализ временных рядов и его применение в экономике 

(Львов, 1988); XI Всесоюзном научно-техническом семинаре в секции 

«Теория информации» ЦП ВНТО РЭС им. А.С. Попова (Ульяновск, 

1989); III Международной научно-технической конференции "Иденти-
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фикация, измерение характеристик и имитация случайных сигналов" 

(Новосибирск, 1994); Международной конференции "Всесибирские чте-

ния по математике и механике" (Томск, 1997); IX Международном сим-

позиуме по непараметрическим и робастным методам в кибернетике 

(Красноярск, 1997); III Сибирском конгрессе по прикладной и промыш-

ленной математике, посвященном памяти С.Л. Соболева (Новосибирск, 

1998); The Joint Session of Prague Symposium on Asymptotic Statistics & 

Prague Conference on Information Theory, Statistical Decision Functions and 

Random Processes (Prague, 1998); The Fifth International Conference 

«Computer Data Analysis and Modeling» (Minsk, 1998); The 5th and The 

6th Korea-Russian International Symposium on Science and Technology 

(Tomsk, Russia, 2001; Novosibirsk, Russia, 2002); 9th IFAC Workshop "Ad-

aptation and Learning in Control and Signal Processing" & 3d IFAC Work-

shop "Periodic Control Systems" (Saint Petersburg, Russia, 2007); VI Меж-

дународной научно-практической конференции "Информационные тех-

нологии и математическое моделирование" (Анжеро-Судженск, 2007); 

VI Международной научно-практической конференции "Новые инфор-

мационные технологии в исследовании сложных структур" (Томск, 

2008); VIII Всероссийской научно-практической конференции с между-

народным участием "Информационные технологии и математическое 

моделирование" (Анжеро-Судженск, 2009); на семинарах Томского гос-

университета и Томского политехнического университета. 

 

Реализация и внедрение результатов. Работа, связанная с робаст-

ным оцениванием, выполнялась в соответствии с госбюджетной те-

мой «Разработка и исследование математического и программного 

обеспечения автоматических и автоматизированных систем обработки 

информации, управления и проектирования», входящей в план Си-
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бирского физико-технического института (СФТИ) при Томском госу-

дарственном университете (ТГУ) в соответствии с координационным 

планом НИР АН СССР по комплексной проблеме «Кибернетика» на 

1986-90 г.г., а также с хоздоговорными темами, выполнявшимися 

СФТИ в 1987-89 г.г. Комплект программ, позволяющий последователь-

но оценивать параметры квадратичного тренда, был использован при 

обработке данных телеметрических измерений в автоматизированной 

системе управления сложными динамическими объектами, а также был 

передан в отраслевой фонд алгоритмов и программ Минвуза СССР 

(№ М88112 от 21.06.1988). 

Работа, связанная с непараметрическим оцениванием, выполнялась 

в соответствии с планами научно-исследовательских работ ТГУ по ба-

зовому финансированию МОПО в рамках темы «Разработка и иссле-

дование математических моделей и программной поддержки стати-

стической обработки разнотипных данных» в 1994-99 г.г. и СФТИ по 

заданию Федерального агентства по образованию в рамках темы «Ис-

следование вероятностных, статистических и логических моделей ин-

формационных потоков в технических, экономических системах и 

компьютерных системах обработки информации» в 2006-2008 г.г., а 

также по программам, поддержанным: грантом РФФИ № 95-01-00289 

«Непараметрические и робастные методы обнаружения зависимостей, 

классификации и селекции» (1995-96 г.г.); грантом РФФИ № 98-01-

00296 «Непараметрическое оценивание функционалов от распределе-

ний по зависимым выборкам» (1998-2000 г.г.); проектом РФФИ № 09-

08-00595 «Идентификация и управление в стохастических системах в 

условиях неопределенности характеристик объектов и возмущений» 

(2009-2011 г.г.). 

Материалы диссертации использовались в учебном процессе в 
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Томском государственном и политехническом университетах при 

подготовке курсов по вероятностным и статистическим дисциплинам. 

 

Личный вклад соискателя. В список положений, выносимых на 

защиту, включены результаты, в которых вклад соискателя является 

основным.  

 

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введе-

ния, пяти глав, заключения, списка литературы, содержащего 354 на-

именования, и приложения. Содержание работы изложено на 319 

страницах, иллюстрировано 18 рисунками. 

 

ОСНОВНОЕ СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ 
 

Введение содержит обзор работ по непараметрическому и робастно-

му параметрическому оцениванию, относящихся к теме исследования, в 

их взаимосвязи и историческом развитии. Приведены краткие характе-

ристика и содержание работы.  

В первой главе рассматриваются оценки параметров трендов слу-

чайного процесса вида t t t tx f g u= + , где функции tf  и tg  допускают 

параметрическое представление,  − помехи наблюдения. tu

В разделах 1.1−1.6 наблюдения { }, 1,ix i N=  за процессом { }tx  про-

изводятся в равноотстоящие друг от друга моменты времени на интер-

вале [ ]0,1 ,  – независимые одинаково распределенные случайные 

величины с плотностью вероятностей 

{ }tu

( )p ⋅ . Функции трендов сдвига 

 и масштаба ( ) ( )k ka ψ ⋅
0

s

k

f
=

⋅ = ∑ ( ) ( )exp k kg ⎡

0

m

k=

⎤
⋅ = α ϕ⎢

⎣ ⎦
⋅ ⎥∑  разлагаются по за-
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данным системам непрерывных ортонормированных на отрезке  

функций. Доказана сильная состоятельность и асимптотическая нор-

мальность, найдены ковариационные матрицы асимптотического рас-

пределения всех рассматриваемых оценок. В разделах 1.1−1.4 предпола-

гается, что 

[0,1]

1tg ≡ . 

В разделе 1.1 рассматриваются простые медианные оценки, полу-

ченные по взвешенному МНМ. Оптимальные (в смысле асимптотиче-

ской точности оценивания) оценки являются асимптотически некорре-

лированными, и их асимптотические дисперсии совпадают с дисперсией 

выборочной медианы шумов (в гауссовском случае эффективность со-

ставляет ). 2 / 0.64π ≈

В разделе 1.2 исследованы медианные оценки, построенные на раз-

ностях выборочных значений. Оценки ( )(2) (2)ˆ ˆ , 1,ka a k= =
uuur

s  параметров 

( ), 1,ka a k s= =
r  определяются системой уравнений ( )(2)âξ =

uuurr
 

(2)

, 1 1

ˆ, sgn , 1, 0.m s
N s

m i j k k k
i j k

i j i jb x x a
N N N N= =

⎛ ⎞⎧ ⎫⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎪= − − ψ −ψ = =⎜ ⎟⎨ ⎬⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭⎝ ⎠
∑ ∑  

В силу дискретности знаковой функции, равенство ( )(2)ˆ 0aξ =
uuurr

 может не 

достигаться ни при каких значениях вектора (2)â
uuur

. В этом случае в каче-

стве решения берется любое значение, доставляющее ( )(2)ˆinf aξ
uuurr

, где 

ar  – евклидова норма вектора ar . 

Теорема 1.3. Пусть плотность распределения вероятностей ( )p ⋅  не-

прерывна на всей числовой прямой, весовые функции ( , )mb ⋅ ⋅

( , )y x

 непрерыв-

ны на квадрате , [0.1;0.1] ( , )m mb x y b= − , матрица 
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[ ]
1 1

0 0

( , ) ( ) ( , , 1,j k kb x y x y dxdy j k s
⎛ ⎞

ψ −ψ =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫ ∫  не вырождена, система 

уравнений 

[ ]( 2)

1

ˆ ( ) ( )
1 1

0 0 0

( , ) ( ) ( ) 0, 1,

s

k kk
k

a x y

jb x y p x v p v dvdtdxdy j s
=

Δ ψ −ψ
∞

−∞

∑

+ =∫ ∫ ∫ ∫ =  

имеет единственное решение ( )(2) (2) (2)
1 1ˆ ˆ ˆ,..., 0s sa a a a aΔ = − − =

uuur
. Тогда 

оценки  сильно состоятельны, и вектор (2)â
uuur

(2)ˆN aΔ
uuur

 распределен асим-

птотически нормально с нулевым средним и матрицей ковариаций 
2

2 1 11 ( )
3

Tu du P BP
−

− −⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
C p

∞

−∞
∫ , 

1 1 1

0 0 0

( , ) ( ,j kx y b x z) , , 1,B b dxdydz j k s
⎛ ⎞

= =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫ ∫ ∫ , 

[ ]
1 1

0 0

( ,b x ) ( ) ( ) , , 1,j k kP y x y dxdy j k= ψ −ψ∫ ∫ s
⎛ ⎞

=⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Показано, что наилучшую асимптотическую точность оценивания 

обеспечивают ( , ) ( ) ( )k k kb x y x y= ψ −ψ

0.955

. При этом оценки асимптотиче-

ски не коррелированны, и их асимптотические дисперсии совпадают с 

дисперсией ранговых оценок параметра положения с весовой функцией 

Вилкоксона. В гауссовском случае эффективность оптимальных оценок 

составляет 3 / π ≈ , т.е. в 1.5 раза выше, чем оптимальных простых 

медианных оценок. Нижняя граница асимптотической эффективности, 

равная 0.072, достигается на плотности параболического вида. 

В разделах 1.3, 1.4 рассмотрены оценки параметра при старшем чле-

не квадратичного тренда ( )0 11, 1/ 1/ 6x xψ ≡ ψ = − − +2
22,x ψ = , постро-

енные на разностях наблюдений второго порядка: центральных – 

( i2i kx i kx+ −+ x− ) и общего вида – ( i k i lx i k i lx x x+ − ++ −

( )

−− ). Оценки соот-

ветственно находятся из уравнений ( )1 / 2⎤ ⎡= −⎦ ⎣M N : 
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2

2 2
1 1

ˆsgn 2 2 0
M N k

i k i k i
k i k

k kf x x x a
N N

−

+ −
= = +

⎡ ⎤⎛ ⎞ + − − =⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎣ ⎦

∑ ∑ ,  (3) 

2 2min( , )

2( ) 2
, 1 max( 1, 1)

ˆ, sgn 2 0,
N k N lM

i k i k i l i l o
k l i k l

k l k lf x x x x a
N N N

− −

+ − + −
= = + +

⎡ ⎤−⎛ ⎞ + − − − =⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎣ ⎦

∑ ∑      (4)

] [c  – целая часть числа с, ( )f ⋅  и ( , )f ⋅ ⋅  − некоторые весовые функции, 

заданные на [ ]0;0.5  и [ ]0,0 5.5;0,0.  соответственно.  

Теорема 1.8. Пусть плотность распределения вероятностей ( )p ⋅  не-

прерывна на всей числовой прямой, функция ( , )f ⋅ ⋅  ограничена, и 

( , ) ( , )f x y f y x= −

2a

. Тогда при   сходится почти наверное к 

, и случайная величина 

N →∞ 2( )ˆ oa

( )2a

( )2 2

2 ) m

2

y dxd

∫
2

2( )ˆ oN a −

[ ]

min(1,1

0 /

)

x x

y x

dx

− −

⎡
⎢
⎢⎣

∫

( , )

 имеет асимптотическое нор-

мальное распределение с нулевым средним значением и дисперсией, 

равной 
2 2

2 in( , )

max( / 2,

1 2max( , )

( ) ( ) ,
x y

y

x y dv

n dn p x y z

− −
⎡ ⎤

×⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎜ ⎟
⎣ ⎦

⎡ ⎤
−⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫

[ ]1 ) / 2

)

,
y x

y

1/ 2 1/ 2

0 0

0.25 ( , )

( )
x

f x y

p n dn p
∞ ∞

−∞ −∞

× −

∫ ∫

∫ ∫ ∫
( (

min (1 ) / 2,(( 1) / 2

max(2 1,0) max( ,

x

x x

2
1

/ 2)

(

(
x

x

p v

f x z

∞

−∞
∫

)dzdy

⎛

⎝

−

⎞

⎠

+

f x
+ +

− 1pz y z dzdy dx
⎤
⎥−
⎥⎦

+

−

+ ∫ ∫  ( )⋅  − свертка функции 

,  ( )p ⋅ 1( ) (p x p
∞

−∞
∫

( ) ( )x v p v dv= + .

Для ( )f x xα=  максимальное значение эффективности в случае гаус-

совского распределения ( 0.78≈ ) достигается при 1.34α ≈

2â

. Зафиксиро-

вав индекс k (или l) в (4) и рассматривая оценку ∗ , полученную при 

 из уравнения  0 l< < M
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( ) ( )2 2 2
2

1

ˆ/ sgn 2 /
M N k

i k i k i l i l
k l i k

f k N x x x x a k l N
−

∗
+ − + −

= = +

⎡ ⎤ 0,+ − − − − =⎣ ⎦∑ ∑  

удается достичь достаточно высокой асимптотической эффективности 

( ) при 0.92≈ lim / 0.16
N

u l N
→∞

= ≈  для гауссовского распределения. 

В разделе 1.5 считается, что 0tf = , и рассматриваются оценки пара-

метров тренда масштаба распределения, аналогичные оптимальным 

оценкам разделов 1.1, 1.2, 1.4. Соответствующие эффективности в гаус-

совском случае составляют , где 
2

01 2
0 e

−−σ− −π σ4 0≈ .466 0σ  определяется из 

условия ( )
1

1 2
0 0

0

exp /− −σ −∫

( ) 1

2 2 / 2 0.25x dxσ π = ; ; приблизи-

тельно 0.5 при 

26 0.60− 8π ≈

f x x= −  и 0.17u ≈ . 

В разделе 1.6 рассмотрены простые медианные оценки и оценки, ис-

пользующие разности наблюдений первого порядка, в случае одновре-

менного тренда параметра сдвига и масштаба. 

В разделе 1.7 считается, что 1tg ≡ , а  представляет собой стацио-

нарный гауссовский процесс с нулевым средним и заданной ковариаци-

онной функцией 

tu

2 ( )σ ρ ⋅ . Исследованы оценки 

1) { }(1)ˆ , 0,ka k s= : ( ) ( )(1)

00

ˆ/ sgn ( ) / 0, 0,
T s

m k k
k

t T x t a t T dt m s
=

⎡ ⎤
ψ − ψ =⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑∫ = , 

2) { }(2)ˆ , 1,ka k s= : ( ) ( )1 2
0 0

/ /
T T

m mt T t T⎡ ⎤ψ −ψ ×⎣ ⎦∫ ∫  

( ) ( )(2)
1 2 1 2 1 2

1

ˆsgn ( ) ( ) / / 0, 1, ,
s

k k k
k

x t x t a t T t T dt dt m s
=

⎡ ⎤⎡ ⎤× − − ψ −ψ = =⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦
∑  

3)  (при ):2â 2
0 1 21, 1/ 2, 1/ 6x x xψ ≡ ψ = − ψ = − + 0 /l T 2< < , ( )

/ 2

/
T

l

f s t ×∫  
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( )2 2 2
2ˆsgn ( ) ( ) ( ) ( ) 2 / 0.

T s

s

x t s x t s x t l x t l a s l T dtds
−

⎡ ⎤× + + − − + − − − − =⎣ ⎦∫

σ

 

Асимптотические дисперсии оценок равны соответственно: 1) ; 2C1

( ) ( )
2 min( ,1 )1/ 2 1/ 2 12

2 2 2
2 2

22) 2 ; 3) (1 2 ) ( ) ( )
x

f∫

) dydx

y yx

u

dz
− −−

+∫

,

u u

C f s s s u ds f x C z
⎧⎡ ⎤σ ⎪σ − − ⎨⎢ ⎥π ⎪⎣ ⎦ ⎩

∫ ∫
( ) ( )max( , / 2) max( , / 2)( ) / 2

42 ( ) ( ) ( ) 2 (
u y x u y uy x u

u u u u

C f z dz f z dz f z dz f z dz
− −+ ⎫⎤⎡ ⎪⎥+ + + −⎢ ⎬

⎥⎢ ⎪⎣ ⎦⎭
∫ ∫ ∫ ∫

%

[ ]( , ) max min(1/ 2, 2 , 2 ),u u x y y u y u u= = + −% % [arcsin ( ) /iC u u
∞

−∞

= ρ∫, . При ]i d

( ) , 0uu e−αρ = α >  асимптотические эффективности оценок равны: 

1) ; 2) 2 / / ln 2 0.92π ≈
11/ 2

0

2 arcsin /x xdx
−

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫ 0.987≈ ; 3) наибольшую точ-

ность оценивания ( 0.97≈ ) дает весовая функция ( ) 1f x x= −

( ) , ( ) 1 , ( ) 1f x x f x x f x= = − = 0.17u

 (из набора 

) при значении ≈ . 

( )p ⋅ =В случае выборки из смеси гауссовских распределений:  

( ) ( )2 2 2
1 2 1(1 ) 0, 0, ,N N= − ε σ + ε σ σ << σ2

2 , что соответствует наличию ано-

мальных ошибок, появляющихся с вероятностью ε , точность рассмот-

ренных оценок в сравнении с ОМНК может быть неограниченно велика.  

В разделе 1.8 показано, что в соответствии с критерием согласия 2χ  

с пятипроцентным уровнем значимости теоретические выводы для оце-

нок, рассмотренных в разделах 1.1, 1.2, 1.4, подтверждаются, начиная с 

объемов выборок соответственно 30, 10, 25N N N≈ ≈ ≈ .  

Во второй главе предложены оценки медианного типа параметра 

стационарного авторегрессионного процесса (АРП) первого порядка 
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1 1,i i ix x+ += ρ + ε  где { }iε  − независимые одинаково распределенные слу-

чайные величины с плотностью вероятностей ( )p ⋅ . Структура доказа-

тельств аналогична доказательству соответствующих теорем первой 

главы, но при этом существенно используется марковость АРП. В раз-

делах 2.1, 2.2 рассмотрен случай АРП, наблюдаемого без помех. 

В разделе 2.1 исследована оценка, определяемая уравнением 

( )
1

1 1
1 1

ˆsgn ( ) 0
N N i

i i j i j
i j

x x x j
− −

+ + −
= =

− ρ ϕ =∑∑ . 

Теорема 2.1. Пусть весовая функция  неотрицательна и ограни-

чена, плотность распределения вероятностей непрерывна в нуле, 

, 

( )ϕ ⋅

( ) ( )p x p x= − (0) 0p ≠ , и существует ( )x p x dx
∞

−∞
∫ . Тогда оценка 1ρ̂  схо-

дится почти наверное к ρ . Если дополнительно существует 

2 2 ( )x p x
∞

−∞

σ = ∫ dx , то случайная величина ( )1ˆN ρ −ρ  имеет асимптоти-

ческое нормальное распределение с нулевым средним и дисперсией, 

равной ( )
2

2 2 ( 2 1

, 1
0) li )i j j

N
j

1
( ) ( ) (

N N

j

i0.25 1 m
i j

p j
−

−− − −

→∞
= =

⎡ ⎤
σ ρ ϕ ρ−ρ ϕ ϕ⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑ ∑ . 

Показано, что максимальная точность оценивания достигается при 

, В случае (1) 1ϕ ≡ ( ) 0, 1.j jϕ ≡ ≠ ( )2( ) 0,p N⋅ = σ

1ˆ

 асимптотическая эф-

фективность оптимальной оценки ρ  составляет 2 / π .  

В разделе 2.2 исследована обобщенная медианная оценка 2ρ̂ : 

( )( )
1

1 2
1

ˆsgn 0.
N

i i i
i

x x x
−

+
=

− ρ =∑  

Найдена дисперсия асимптотического распределения оценки 2ρ̂  
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( )
2

2
2

0

ˆ (0) ( ) /16xD p tp t dt
−∞

− ⎡ ⎤
ρ = ⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫

2ρ̂

, где  – плотность распределения 

АРП в стационарном режиме. Заметим, что сильная состоятельность 

оценки  не требует существования среднего значения процесса 

( )xp ⋅

{ }tx , 

а асимптотическая нормальность – дисперсии процесса { }tx . В гауссов-

ском случае ( ) ( )2ˆ ˆ/ 4МНКD D 2/ρ ρ =

n n nz x

π .  

В разделах 2.3, 2.4 рассмотрен случай АРП, наблюдаемого с адди-

тивной помехой: = + η

3

sg
N

i=

. Предложены оценки, определяемые урав-

нениями: 

( ˆ )3 1 0iz −2 ni iz z−∑

3
sgn

N

i=

−ρ

(( 2 4ˆ z−

= ,   (5) 

)1 0i− )∑ i iz z −ρ = .   (6) 

Показана сильная состоятельность и найдены дисперсии асимптоти-

ческого распределения оценок 3ρ̂ 4ρ̂ и . Оценка 3ρ̂  не дает принципи-

ального выигрыша в точности оценивания при 0 ησ = σ / 1σ >> . Этот не-

достаток можно преодолеть внесением наблюдений в (5) под знаковую 

функцию, как это сделано в (6). При ( )2σ( )⋅ = 0,p N , плотности распре-

деления помехи ( )20,( )p Nη η⋅ = σ  асимптотическая дисперсия 

, в то время как для обычной оценки ( ) ( )2
4 0ˆD Oρ = σ ρ̂ , полученной из 

уравнения ( )2 1
3

ˆ 0,
N

i i i
i

z z z− −
=

− ρ =∑  дисперсия ( ) ( )4
0ˆD Oρ = σ .  

В разделе 2.5 обобщенные медианные оценки применены для оцени-

вания коэффициентов линейного тренда параметра АРП. Определены 

 19



 

локальные (т.е. имеющие место в некоторой окрестности истинного зна-

чения параметров) асимптотические свойства оценок. 

В третьей главе рассматриваются ядерные оценки нормированной 

функции интенсивности пуассоновского процесса и вопросы оптимиза-

ции деятельности фонда социального страхования, в котором страховые 

выплаты моделируются пуассоновским процессом.  

Оценивание интенсивности ( )λ ⋅  проведено по единственной реали-

зации процесса на интервале фиксированной длины [ ]0,T . Усреднение 

в (7) необходимо вести по совместному распределению моментов на-

ступления событий { }it  и количества событий N на интервале [ ]0,T . 

В разделе 3.1 показана сходимость в среднеквадратичном статистики  

( ) ( )(1

1

/
N

N i
i

Nh K t t h−

=

−∑ )N

T

   (7) 

к нормированной интенсивности ( ) / (0, )t Λλ , где , 

 – параметр размытости, 

( , ) ( )
b

a

a b t dtΛ = ∫λ

Nh ( )K ⋅  – функция-ядро. Показано, что ско-

рость сходимости совпадает с обычной скоростью сходимости ядерных 

оценок плотности вероятностей при . Асимптотические 

результаты получены в схеме серий при неограниченном возрастании 

интенсивности на рассматриваемом интервале. 

, 1r
ih i= − < 0r <

В разделе 3.2 исследована сходимость в среднеквадратичном рекур-

рентной оценки нормированной интенсивности: 

( )( ) ( ) ( ) ( )(11 1
1

1

1 / 1 /
N

i i N N N N
i i

N K t t h N S Nh K t t h
h

−− −
−

=

− = − + −∑ ) . (8) 

В (8) в отличие от (7) параметр размытости  подбирается для каж-

дого наблюдения, что и позволяет находить оценку рекуррентно.  

ih
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Теорема 3.3. Пусть ядро ( )K ⋅  – финитная и ограниченная функция, 

причем ( ) 1K u du
∞

−∞

=∫ , ( ) m ,K u u du M
∞

−∞

≤∫  2 ( ) mK x x dx M
∞

−∞

<∫ %  1,2,...;m∀ =  

 непрерывна в точке ( )λ ⋅ (0, )t T∈ , ( , ) 0;t TΛ ≠  монотонная последова-

тельность чисел , , и 0nh ↓ nnh →∞
0

( 1)
m

i i m m
m i n n

i
C h Ch+

=

− ≤∑

( ) / (0, ).t T

,m∀ C где  – 

некоторая константа. Тогда статистика (8) сходится в среднеквадратич-

ном (в предложенной схеме серий) к λ Λ  

В разделе 3.3 рассмотрены задачи оптимизации управления капита-

лом фондов социального страхования в диффузионной аппроксимации.  

В разделе 3.3.1 решена задача стабилизации работы фонда в смысле 

минимизации дисперсии капитала фонда  при фиксированной веро-

ятности неплатежеспособности для линейного релейного (т.е., выплаты 

по социальным программам начинаются только при ) управле-

ния капиталом. 

( )S t

0( )S t S>

В разделе 3.3.2 решена задача минимизации дисперсии скорости из-

менения капитала фонда  при фиксированной вероятности выделе-

ния средств на социальные программы π1 при релейном нелинейном 

управлении капиталом. Оптимальная скорость выделения средств на со-

циальные программы при требовании непрерывности управления 

( )c S

( ) ( ) ( ) 1
* 2 1 1

2 0 0 0 0 0 0 0( ) 1 tg ( ) 1 tg ( ) ,c s a c s S c s S
−

−1 c− − ⎡ ⎤= λ + γ γ − + γ γ −γ ⎣ ⎦%

0mS s S> > ( )

% %  при 

, где 1
0 1 10 1 −

< γ < − ππ  – единственный положительный 

корень уравнения ( ) ( ) 12 2
1 1(arctg / 2) 11 −

γ +

( ) 1
2

γ γ + π + γ = π − π ; 

( ) a0 1c c a −
= −% λ λ ; 1 2, ,a aλ  – входные статистические параметры,     
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0c  – заданный детерминированный параметр управления. Капитал фон-

да не может превышать величины ( )1
0 0 0arctg / 2mS S c−= + γ γ + π%

( )

. 

Оптимальная скорость выделения средств на социальные программы  

в общем случае ( ) 11
2 1 11 1.5 1 ( )c c s S

−−
− π π − + −% %*

0( )c s a ⎛ ⎞= λ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

mS

 при 

. Максимальная величина капитала фонда 0S s S> ≥m 0S= +  

. Как и в случае непрерывного управления, при стрем-

лении капитала к  скорость выделения денег на социальные про-

граммы начинает неограниченно возрастать. Отказ от непрерывности 

управления позволяет уменьшить дисперсию  при фиксированной 

вероятности π1, при этом зависимость  от π1 имеет более простой 

вид. Непрерывность  нарушается только при s = S0, где происходит 

скачок величины 

1
1)− π 1−

1 (1c−+ π %1.5

m

* ( )c s

S

( )c S

* ( )c s

( )( )1/ / 3π0 1 1 2c a− λ + . Критический уровень капитала, 

при принижении которого прекращаются выплаты по социальным про-

граммам ( )0 / c% 0α0 1(1 ) lnS − π + α0.5= − ln ,  – вероятность разорения. 

В разделе 3.3.3 аналогичная задача поставлена для релейного управ-

ления капиталом при наличии гистерезиса. Эта задача решена при неко-

торых упрощающих предположениях. 

В разделах 3.3.1, 3.3.2, 3.3.3, считая процесс изменения капитала 

фонда диффузионным процессом, мы не конкретизировали распределе-

ние страховых выплат, полагая известными только два первых момента 

этого распределения. Этого было достаточно, чтобы определить основ-

ную характеристику системы – стационарное распределение вероятно-

стей капитала. В разделе 3.3.4 найдено точное распределение капитала 

при релейном управление капиталом и экспоненциально распределен-
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ных страховых выплатах и выплатах по социальным программам, обра-

зующим пуассоновский поток.  

В четвертой главе рассмотрены оценки условных функционалов и 

их производных, а также многомерной функции интенсивности, постро-

енные по независимым наблюдениям.  

Введены функции 

{ } { }( ) { } { }( )(1 ) (1 )( ) ( ) , ( ) ( ) , ( ) ,jJ x Q b x b x H a x a x= = j  1,j = m  (9) 

где ;mx R∈ 1 1( ) : (m )sQ t R R+ → , ( 1)( 1) 1( ) : m sH t R R+ + →  – заданные функции, 

а внутренние функционалы, являющиеся аргументами функций ( )H ⋅  и 

, определены следующим образом: ( )⋅Q

(0 )
1( ) ( ) ( ) / ( ) ( ) / ( ) ( ) ( | ) ,j

i i i i s ib x b x a x p x a x a x g y f y x dy
∞

+
−∞

= = = = ∫ (1 ) ( )j
ib x =

( )
,i

j

b x
x

∂
=

∂
( ) ( )(1 ) (1 ) (1 )

1 1( ) ( ),..., ( ) , ( ) ( ),..., ( ) ,j j j
s sb x b x b x b x b x b x= = 1, ,i s=  

(0 ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ,j
i i ia x a x g y f y x dy

∞

−∞

= = ∫ (1 ) ( )
( ) , 1, 1,j i

i
j

a x
a x i s

x
∂

= =
∂

+  

( ) ( ) ( ) ( )1

0 1 (1 ) (1 )
1 1( ) ( ) ( ),..., ( ) , ( ) ( ),..., ( )j j j j

s sa x a x a x a x a x a x a x+ += = = 1 , 1, ,j m=  

1,..., sg g  – известные скалярные функции, причем 1 1, ( , )sg f+ ≡ ⋅ ⋅  – неиз-

вестная плотность распределения наблюдаемого случайного вектора 
1) ,mY R( ,Z X += ∈  ( )p ⋅  − плотность распределения вектора X, 

 − условная плотность распределения.  ( | )f y x = ( , ) /f x y ( )p x

В рамках модели (9) можно описать функцию регрессии, функции 

чувствительности по входам, показывающие степень связи между изме-

нениями входных и выходных характеристик объекта, условную дис-

персию (функцию волатильности) и т.п. Заметим, что в приложениях в 
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основном приходится сталкиваться с функциями от условных функ-

ционалов и их производных . ( )Q x

Оценивание функций ( )J x  проводится методом подстановки, т. е. 

путем замены в (9) неизвестных функционалов  (или ) их 

ядерными оценками 

( ) ( )rja x ( ) ( )rjb x

( ) ( )( )1( ) ( )

1
( ) ( ) / , 0,1

n
rj m r rj

n n l l n
l

a x nh g Y x X h r
−+

=

= −∑ K = , (10) 

где ( , ), 1,l l lZ X Y l n= =  – (m+1)-мерная случайная выборка, параметры 

размытости   – m-мерное мультипли-

кативное ядро, 

0,nh ↓ (0 ) ( ) ( ) ( )
1

j
i

m
u u K u

i
= =

=
∏K K

(1 ) ( )( )j

j

uu
u

∂
=

∂
KK , ( )

( )( )( ) ( )
1 1( ) ( ),..., ( ) ,rjrj rj

n n s na x a x a x+=  

( 1( ),... s )1( ) ( )g y g y=

( )b x (n lg

y g +

( )

. В свою очередь оценки условных функциона-

лов : b x ( )( )) /
l l

n n

x X h
=

( )( )
1

1 1

/l ln nx X h
−

=

⎡ ⎤Y= − − =⎢ ⎥
⎣ ⎦
∑K K∑  

[ ] ( )

11 (0 ) (0 )
1( ) ( ) ( ) ( ) ,j j

n n n s na x p x a x a x
−−

+
⎡ ⎤= = ⎣ ⎦  ( )1( ) ( ),..., ( )n n nsb x b x b x= . 

Свойства таких оценок определяются отдельно свойствами стати-

стик подстановки и преобразования ( )H ⋅  (или ( )Q ⋅ ).  

В разделе 4.1.1 изучена сходимость в среднеквадратичном оценок 

подстановки условных функционалов и их производных.  

Наряду с главной частью среднеквадратичной ошибки (СКО) оце-

нок (10), определен порядок скорости сходимости четвертых началь-

ных и центральных моментов оценок, что необходимо для применения 

теорем сходимости.  

Использование знакопеременных ядер позволяет повысить скорость 
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сходимости смещения оценок (10), но, с другой стороны, приводит к 

трудностям интерпретации результатов (например, получается, что 

оценка плотности не обладает свойствами плотности) и к неустойчиво-

сти оценок условных функционалов, что порождает проблемы при на-

хождении СКО оценок подстановки. Рассматриваемые в следующем 

параграфе оценки условных функционалов построены с использовани-

ем ядер-плотностей и также дают улучшенную скорость сходимости 

смещения. 

В разделе 4.1.2 в одномерном случае ( 1m = ) изучены оценки, удов-

летворяющие критерию 

( ) ( )( ) ( )( )
( )(1)

2(1)

ˆ ˆ,1

ˆ ˆ / m
j j

n

j i j j i i n
i

g Y X x K x X h
α α=

− α −α − − ⇒∑ in , 

ˆ jα  и (1)ˆ jα  служат оценками  и  соответственно. Найдена ус-

ловная (при условии 

( )jb x

1 1,...,

( )jb x′

n nX x X x= = ) асимптотическая СКО оценок 

 и ˆ jα (1)ˆ jα , и определен порядок сходимости их условных четвертых мо-

ментов. Вычисление условных характеристик снимает проблему нахож-

дения мажорирующей последовательности (см. условие 2 теоремы 5.3). 

Рассмотрено также поведение асимптотических условных смещения 

и дисперсии оценок в общем случае (полиномиальная локальная ап-

проксимация условных функционалов): 

( ) ( ) ( )( ) ( )

2
( )

ˆ1 0

ˆ / m
k

j

pn
kk

j i j i i n
i k

g Y X x K x X h
α= =

⎛ ⎞
− α − − ⇒⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑ % in . (11) 

Здесь  служит оценкой производной k-го порядка ( k p( )ˆ !k
jn kα% ≤ ) . ( ) ( )k

jb x

Обозначим ( ) , , 0,i jM x K x dx i j p
∞

+

−∞

⎛ ⎞
= =⎜ ⎟⎟ ( )kU⎜
⎝ ⎠
∫ , матрицы  − такие же, 

как и матрица М, за исключением ( 1k + )-ого столбца, который заменен 
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на столбец ( ) . 1, ,...,
Tpu u

Теорема 4.2. Пусть функция ( ), 1,jb x j s=  имеет непрерывные про-

изводные до 2p + -го порядка включительно, плотность ( )p ⋅  непрерыв-

но дифференцируема в точке x , , ( ) 0p x ≠ ( )K ⋅  − ядро-плотность, за-

данное на компакте, 2 1u K+ ( ) 0,u du 0,k= = ,k p
∞

−∞
∫  функция ( )j xϕ =  

2 ( | )j
2

j( ) ( )g y f y x dy b x
∞

−∞

= ∫ −  непрерывна точке x , p k−  − нечетно, 

, 1p k≥ ≥ ( ( ))2 1k
n nh +lim 1/

n
h n

→∞
0+ = . Тогда при  СКО n →∞ ( )ˆ ( )k

jn xα% : 

( ) ( )
2

22M −
⎡
⎢
⎢⎣

2 ( ) ( 1)ˆ ( ) ( )k p
jn ju x bα =% 2(

nx 1)ph
∞

+ − +

−∞
∫ 1 ( )u K+

( ) ( )kU uk du
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

p u ×  

( ) ( ) ( )
22 1 1 2 1 2( 1) 1 2 11 ! ( ) ( ) ( ) .k p k

j n p n nkp x p x n h U u du o h n h
∞

− − − − − − + − − −

−∞

⎤
⎡ ⎤× + + ϕ + + k

⎥⎣ ⎦
⎦

∫  

В разделе 4.2 рассмотрена сходимость в среднеквадратичном рекур-

рентных аналогов оценок раздела 4.1. В разделе 4.2.1 рекуррентные 

оценки функционалов  построены с векторным параметром раз-

мытости 

( ) ( )rja x

( )( )( ) 1 1 ( )
( )

1 1

( ) ( ) /
mn

rj rj
n lk l l

l k

a x n h g Y x X h− −

= =
l= − =∑∏ K  

( ) ( )( )( ) 1 ( ) 1 ( )
1 1

1

( ) ( ) ( ) / , 0,1.
m

rj rj rj
n n nk n n n

k

a x n a x h g Y x X h r− −
− −

=

⎡ ⎤
= − − − =⎢ ⎥

⎣ ⎦
∏ K  

Здесь  − m-мерное мультиплика-

тивное ядро, масштабированное по каждой компоненте, 

( ) ( ) ((0 )
( ) ( )

1

/ /
m

j
l l i

i

u h u h K u h
=

= =∏K K )/ li
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(1 ) (1) (1)
1 1 1

( )( )( ) ( )... ( ) ( ) ( )... ( ), ( ) ,jj
j j j m j

j j

dK uuu K u K u K u K u K u K u
u d− +

∂
= = =

∂
KK

u

последовательности чисел 0 1nkh k↓ ∀ = , m .  

В качестве полурекуррентных, поскольку только числитель и зна-

менатель оцениваются рекуррентно, оценок подстановки условных 

функционалов  в точке x рассмотрены статистики ( )b x

( )( )

( )( )

1
( )

1 1

1
( )

1 1

( ) /
( )

( ) ,
( )/

mn

lk l l l
l k n

n mn
n

lk l l
l k

h g Y x X h
a x

b x
p xh x X h

−

= =

−

= =

−
= =

−

∑∏

∑∏

K

K
  (12) 

( )np x  − рекуррентная ядерная оценка многомерной плотности. 

Заметим, что оценки (12) можно записать в виде ( )nb x =  

( ) ( ) ( )( ) ( )1 1 1 )
1

1 ( 1) ( ) / ,
m

n n n n nk
k

b x g Y b x n p x h x X− − −
=

( )( )
1

1

(n nh
−

−⎡ ⎤
= + − + − −⎢ ⎥

⎣ ⎦
∏ K

что удобно в задачах прогнозирования, поскольку ( ) ( )1n ng Y b− x−  − 

ошибка прогноза на n-ом шаге. 

В разделе 4.2.2 найдена асимптотическая условная СКО рекуррент-

ных аналогов оценок (11): ( ) ( )( )1
( 1) 1 1ˆ ˆ 1 /j n jn n nn K X x h−
+ + +α = α + + − ×

1/ ,n

 

( ) 1
1 1 1 1ˆ( ) T

j n n n n ng Y V S V−
+ + + +× − α h + ( ) где ( ), 0,k

n nV X x k p= − = , 

( ) ( )( )21

1

n
i j

n i
i

S n X x K X+ −−

=

= −∑
1

1nS −
+

/ / , , 1, 1i i ix h h i j p⎛ ⎞
− =⎜ ⎟

⎝ ⎠
+ , и матрица 

 также пересчитывается рекуррентно. 

В разделе 4.3 исследуются устойчивые оценки ядерного типа мно-

гомерной функции интенсивности отказов, входящей в класс допол-

ненных функционалов (по терминологии Кошкина Г.М.). Аналитиче-
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ские результаты проиллюстрированы статистическим моделированием. 

Локальное оценивание условных функционалов и их производных 

на основе полиномиальной аппроксимации улучшает скорость сходи-

мости смещения и позволяет находить оценки производных условных 

функционалов любого порядка естественным образом. 

В пятой главе рассмотрены непараметрические оценки условных 

функционалов и их производных для строго стационарных наблюде-

ний, удовлетворяющих условию сильного перемешивания (с. п.). 

В разделе 5.1 найдена главная часть СКО и порядок сходимости чет-

вертых моментов оценок (10) для многомерных с. п. наблюдений 

( , ), 1,l l lZ X Y l n= =  с коэффициентом с.п. ( )α τ  удовлетворяющим ус-

ловию 
0

[ ( )] d
∞

< ∞∫ λα τ τ  для некоторого числа (0 0.5).λ∈ ,  

В разделе 5.2 аналогичные результаты получены для рекуррентных 

оценок  Пусть ( )( )( ) 1 ( )

1

( ) ( ) / / .
n

rj rj m r
n l l l

l

a x n g Y x X h h− +

=

= −∑ K l )1(1 ) (f z p+τ ,  – 

-мерная плотность распределения выборочных величин 2( 1m +

( 1 1Z Z +τ

)

) 1,, , τ ≥ ( ) ( ) ( , )s s
t ta x g y f x y dy

∞
+

−∞

= ∫ , . ( )j
jT u K u

∞

−∞

= ∫ du

Теорема 5.2. Пусть симметричное нормированное ограниченное яд-

ро ( )K ⋅  удовлетворяет условиям ( ) ( ) ,rK u du
∞

−∞

< ∞∫  ( )u K u du
∞

ν

−∞

< ∞∫  

0,
const

j⎧
= ⎨
⎩

,
0,jT

j
<
≠ =
ν

ν
, функция ( ) ( )rj

ta ⋅  и все ее частные производные -

го порядка непрерывны и ограничены на , функции 

v

mR
2

1 21 ( ), ( )t
+

ta a − λ+ ⋅ ⋅  
ограничены на и непрерывны в точке x, функция mR 2 ( )ta + ⋅  ограничена и 

непрерывна в точке x, функция 
2R 1(1( ) ) )) ((t tg v f q dv dq| | , , ,g q x v y+τ∫  ог-

 28



 

раничена на , для монотонно не возрастающей последовательности 

:  и 

2R

1 (h n+ /nh ( )2lim ) 0m r
n nn

h +

→∞
= ( )1

1

n

i n n
i

n h h S o h− β β β
β

=

= +∑  для , 2m rβ = ν + . 

Тогда СКО ( ) ( )rj
tna ⋅ : ( ) ( )2/ !

2
( )

( )x
⎛ ⎞( ) ( )

2 2 2

1

rjm
t

n
l l

a x
S T h

x

ν
ν

ν ν ν
=

∂2 ( )rj
tnu a = ν +

( )2 2m r
nh

⎜ ⎟
⎝ ⎠∂∑

1

2( ) ( )
m

du K u du o n
−∞ ∞

 

1 2 (
( 2 ) ( ) m r r
m r t nx K )2 1

nu hS n h− − −
− +

−∞

+ ϕ − − − ν+

(0)ˆ

−∞

⎛ ⎞
+⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ∫ . 

j
%αСмещение оценок локальной полиномиальной аппроксимации  

ведет себя по отношению к степени полинома p так же (дает улучшен-

ную скорость сходимости), как смещение оценок  по отношению 

к параметру 

( )xjnb

ν  (скорость сходимости в среднеквадратичном рекуррент-

ных и обычных оценок подстановки для зависимых и независимых на-

блюдений одинакова). 

В разделе 5.3 рассмотрены оценки раздела 4.1.2 ˆ jα  и (1)ˆ jα  в случае 

с. п. наблюдений: найдены главные части смещений и дисперсий асим-

птотических распределений. 

Порядок скорости сходимости оптимальных непараметрических 

оценок функционалов  для с. п. наблюдений, равный 

 при больших 

( )rj

[ ]2 2( )mν + ν ,

( ), 0,1r =a x

1r −+ ,ν  как и для независимых наблюдений, 

приближается к обычному порядку скорости сходимости параметриче-

ских оценок.  

В разделе 5.4 приведены теоремы сходимости, позволяющие нахо-

дить СКО оценок подстановки и их кусочно-гладких аппроксимаций, а 

также результаты, связанные с оптимальным выбором параметров раз-

мытости, и СКО соответствующих оптимальных оценок. 

В разделе 5.5 даны примеры применения ядерных оценок, результа-
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ты моделирования и численных расчетов. С помощью оценок подста-

новки и их кусочно-гладких аппроксимаций, в том числе и рекуррент-

ных, проводится непараметрическая идентификация двухфакторной 

производственной функции. Рассмотрена непараметрическая идентифи-

кация в широком смысле процесса нелинейной гетероскедастической 

авторегрессии второго порядка с применением к задаче прогнозирова-

ния и обработки реальных данных на цены акций. 

В заключении перечислены основные результаты, полученные в 

работе. 

В приложении представлены документы, подтверждающие прак-

тическое использование результатов исследований. 

 

Основные положения, выносимые на защиту 

1. Методы и результаты исследования асимптотических свойств 

оценок медианного типа параметров тренда положения (масштаба), по-

строенных на разностях (отношениях) наблюдений первого и второго 

порядков.  

2. Результаты исследования асимптотических свойств оценок меди-

анного типа параметра устойчивого процесса авторегрессии при отсут-

ствии и при наличии аддитивной помехи наблюдения.  

3. Методы построения и нахождения главных частей асимптотиче-

ских среднеквадратичных ошибок локальных оценок ядерного типа 

функционалов от условных распределений и их производных.  

4. Метод исследования сходимости в среднеквадратичном локаль-

ных ядерных оценок функции интенсивности неоднородного пуассонов-

ского процесса. 

5. Критерии и результаты оптимального управления капиталом не-

коммерческого страхового фонда в асимптотической модели, зависящей 
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от среднего, дисперсии величины страховых выплат и интенсивности 

пуассоновского потока, управляющего выплатами. 
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