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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Актуальность проблемы. Статистические выводы о случайных
процессах - активно развивающееся направление исследований в мате-
матической статистике. Это вызвано, в частности, недавними приложе-
ниями к задачам финансовой математики и анализу рисков, где актив-
но используются нелинейные модели дискретных временных процессов.
Такие модели позволяют более адекватно описывать многие явления.
Традиционные модели временных рядов, такие как модели авторегрес-
сии и авторегрессии-скользящего среднего, не могут адекватно учесть
все характеристики, которыми обладают финансовые временные ряды,
и требуют расширения. Одна из характерных черт финансовых рын-
ков - это то, что присущая рынку неопределенность изменяется во вре-
мени. Как следствие, наблюдается эффект "кластеризации волатильно-
сти". Под этим имеется в виду то, что могут чередоваться периоды, когда
финансовый показатель ведет себя непостоянно, и относительно спокой-
ные периоды. Формальной мерой волатильности служат дисперсия или
среднеквадратическое отклонение. Эффект кластеризации волатильно-
сти отмечен для таких рядов как изменение цен акций, валютных курсов,
доходов спекулятивных активов.

Большой интерес представляют модели временных рядов со смешан-
ной структурой, т.е. модели, одновременно обладающие линейной и нели-
нейной составными частями. Оценка параметров для подобных моделей
сопряжена с определенными трудностями. Затруднения различного ха-
рактера возникают при применении большинства классических методов
нахождения оценок, ориентированных на линейные модели. Эти слож-
ности можно обходить, применяя различные техники и алгоритмы.

Цель работы. Разработка методов асимптотического и последова-
тельного оценивания параметров нелинейных стохастических динамиче-
ских систем с дискретным временем типа AR/ARCH, а также много-
мерных билинейных процессов авторегрессии, наблюдаемых с линейны-
ми помехами. При асимптотическом подходе изучаются свойства оценок
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параметров при неограниченном увеличении объема наблюдений, в то
время, как последовательные методы оценивания дают возможность на-
хождения оценок с заданными статистическими качествами по конечным
выборкам.

Методика исследования. В работе использованы методы теории
вероятностей, теории случайных процессов, теории статистического по-
следовательного анализа, линейной алгебры и имитационного моделиро-
вания.

Научная новизна. Результаты выносимые на защиту. Науч-
ная новизна работы состоит в построении и исследовании свойств асимп-
тотических и последовательных оценок параметров нелинейных стоха-
стических динамических систем с дискретным временем.

Результаты выносимые на защиту:
1. Доказана сильная состоятельность и равномерная асимптотиче-

ская нормальность корреляционных оценок авторегрессионных парамет-
ров процесса
AR(p)/ARCH(p).

2. Найдено общее условие устойчивости для произвольных степеней
процесса AR(p)/ARCH(p).

3. Построены сильно состоятельные оценки корреляционного типа
параметров многомерного процесса авторегрессии с дрейфом по наблю-
дениям с мультипликативными и аддитивными помехами, а также дис-
персий аддитивных шумов модели.

4. Построена последовательная одноэтапная процедура гарантиро-
ванного оценивания параметров нелинейной модели авторегрессии. По-
строенная процедура применена к двумерным моделям типа AR/ARCH
и билинейного авторегрессионного процесса.

5. Предложена двухэтапная последовательная процедура оценива-
ния, позволяющая получать оценки параметров многомерной авторе-
грессии с дрейфом с любой заданной среднеквадратической точностью
по наблюдениям с линейными помехами, а также оценки с гарантирован-
ным качеством авторегрессионных параметров модели AR(p)/ARCH(p).
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Практическая ценность работы. Результаты работы могут быть
использованы в различных отраслях науки и техники: финансовой ма-
тематике, климатологии, радиофизике, медицине и в других приклад-
ных задачах, связанных с идентификацией систем, прогнозированием,
управлением, статистической обработкой временных рядов. Кроме то-
го, полученные теоретические результаты могут быть использованы в
соответствующих курсах лекций на математических факультетах уни-
верситетов.

Достоверность и обоснованность всех полученных резуль-
татов. Все полученные в диссертации результаты имеют строгое мате-
матическое доказательство. Качество построенных оценок подтверждено
проведенным имитационным моделированием.

Реализация и внедрение результатов работы. Разработанные
процедуры оценивания используются для уточнения ошибок прогноза
изменений климатических характеристик Западной Сибири при модели-
ровании регионального климата, проводимого в Институте мониторинга
климатических и экологических систем СО РАН.

Рассмотренные в диссертации модели и методы оценивания их па-
раметров являются частью раздела "Построение нелинейных моделей
динамических систем" курса "Идентификация", читаемого на 4 курсе
факультета прикладной математики и кибернетики Томского государ-
ственного университета.

Апробация работы. Работа выполнялась в рамках научно-исследо-
вательской работы при финансовой поддержке Российского фонда фун-
даментальных исследований, грант РФФИ № 09-01-00172. Основные ре-
зультаты диссертации обсуждались на семинарах кафедры высшей ма-
тематики и математического моделирования ФПМК ТГУ, а также на
следующих конференциях:

1. 2nd International Conference on Innovative Computing Information
and Control, Kumamoto, Japan, 2007.

2. 3rd International Conference on Innovative Computing Information
and Control, Dalian, China, 2008.
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3. XVI Всероссийская школа-коллоквиум по стохастическим мето-
дам и X Всероссийский симпозиум по прикладной и промышленной ма-
тематике (весенняя сессия), Всероссийский Макросимпозиум "Иннова-
ционная экономика: проектные решения и управление рисками", Санкт-
Петербург, 19 - 24 мая 2009.

4. VIII Всероссийская научно-практическая конференция с между-
народным участием "Информационные технологии и математическое мо-
делирование" (ИТММ-2009), Анжеро-Судженск, 13-14 ноября 2009.

Публикации. Основные результаты, полученные в диссертации,
опубликованы в 6 работах, в том числе 2 работы в журналах из перечня
ВАК.

Структура диссертации. Работа состоит из введения, 3 глав, за-
ключения, списка использованной литературы и приложения. Работа со-
держит 115 страниц машинописного текста и 15 таблиц.

СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ

Во введении раскрывается актуальность исследуемой проблемы,
приводится обзор известных результатов, формируется цель и содержа-
ние работы, обосновывается теоретическая и практическая значимость.

В первой главе решается задача асимптотического оценивания па-
раметров нелинейных стохастических систем с дискретным временем.

В первом разделе первой главы исследуются свойства корреля-
ционных оценок векторного авторегрессионного параметра
λ = (λ1, . . . , λp)

′ модели AR(p)/ARCH(p) вида

xn =

p∑
i=1

λixn−i +

√√√√σ2
0 +

p∑
i=1

σ2
i x

2
n−i · ξn, n ≥ 1, (1)

где σ2 = (σ2
0, . . . , σ

2
p)
′ – векторы неизвестных параметров, σ2

0 > 0, шум
ξ = (ξn,Fn)n≥1 образует процесс мартингал-разность, такой что
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E(ξn|Fn−1) = 0, E(ξ2
n|Fn−1) = 1, E(ξ3

n|Fn−1) = 0,

E(ξ4
n|Fn−1) = σ4 п.н.,

Ex(0) = 0, E‖x(0)‖4 < ∞.

(2)

Запишем уравнение (1) в матричной форме:

x(n) = Ax(n− 1) + Sn−1bξn, (3)

где x(n) = (xn, . . . , xn−p+1)
′,

A =




λ1 . . . . . . λp−1 λp

1 . . . . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . .

0 . . . . . . 1 0




, b =




1

0
...
0




,

S2
n = σ2

0 + x′(n)R2x(n), R2 = diag{σ2
1, . . . , σ

2
p}.

Вектор λ неизвестных параметров связан c матрицей A соотношением:

λ = A′b.

Корреляционные оценки вектора λ имеют вид:

λ̂(N) = Â′(N)b, (4)

где
Â′(N) = G+(N)Φ(N),

Φ(N) =
1

N

N∑
n=1

x(n− 1)x′(n), G(N) =
1

N

N∑
n=1

x(n− 1)x′(n− 1),

G+ = G−1, если матрица G невырождена и является нулевой, если G

вырождена.
Определим vec[G] – вектор-столбец, составленный из столбцов матрицы
G.

В работе получено рекуррентное уравнение авторегрессионного типа
для математического ожидания процесса z(n) = vec[x(n)x′(n)x(n)x′(n)] =

‖x(n)‖2 ·vec[x(n)x′(n)] с матрицей динамики D и правило ее построения.
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Обозначим ϑ = (λ, σ2, σξ), где σξ – вектор, составленный из всех
четных моментов шума ξ, существование которых предполагается.

Теорема 1. Пусть наблюдаемый процесс x удовлетворяет уравнению
(1), а для шумового процесса ξ и x(0) выполнены условия (2). Тогда если
матрица динамики D процесса Eϑz(n) является устойчивой, то оцен-
ка λ̂(N) векторного параметра λ, определенная в (4), является сильно
состоятельной.

Во втором разделе первой главы решается задача оценивания
параметров σ2

0, σ
2
1 процесса ARCH(1) в модели AR(1)/ARCH(1):

xn = λxn−1 +
√

σ2
0 + σ2

1x
2
n−1 · ξn, n ≥ 1. (5)

Для построения оценок параметров σ2
0, σ

2
1 используется уравнение

регрессии для второй степени наблюдаемого процесса:

x2
n = θ′tn−1 + ςn, n ≥ 1, (6)

где
tn = (x2

n, 1)′, θ = [(λ2 + σ2
1), σ

2
0]
′.

Сначала находится оценка МНК θ̂(N) = (θ̂1(N), θ̂2(N))′ векторного
параметра θ

θ̂(N) =

(
N∑

n=1

tn−1t
′
n−1

)+

·
N∑

n=1

tn−1x
2
n. (7)

Оценки σ̂2
0(N), σ̂2

1(N) определяются из системы уравнений:

σ̂2
0(N) = (θ̂2(N))+,

σ̂2
1(N) = (θ̂1(N)− λ̂2(N))+, N ≥ 2,

(8)

где

a+ =

{
a, a > 0,

0, a ≤ 0.
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Теорема 2. Пусть наблюдаемый процесс x удовлетворяет уравнению
(5). Тогда:

а) если для шумового процесса ξ = (ξn) и x0 выполнены условия (2)
и параметры λ и σ2

1 удовлетворяют условию устойчивости

λ4 + 6λ2σ2
1 + (σ2

1)
2σ4 < 1,

то оценка λ̂(N), определенная в (4) при p = 1, – сильно состоятельная;

б) если величины ξn, n ≥ 1, образуют последовательность н.о.р.с.в.
с симметричной относительно нуля плотностью и не зависят от x0

и такие, что
Ex8

0 < ∞, σ8 = Eξ8
n < ∞,

а параметры λ и σ2
1 удовлетворяют при σ6 = Eξ6

n условию устойчиво-
сти

λ8 + 28λ6σ2
1 + 70λ4(σ2

1)
2σ4 + 28λ2(σ2

1)
3σ6 + (σ2

1)
4σ8 < 1, (9)

то оценки λ̂(N), σ̂2
0(N) и σ̂2

1(N) параметров λ, σ2
0 и σ2

1, определенные в
(4) и (8) соответственно, – сильно состоятельные.

Замечание. В случае, когда один из параметров σ2
0, σ

2
1 известен, оценки

будут иметь более простой вид:
– при известном параметре σ2

1 :

σ̂2
0(N) =

(
1

N

N∑
n=1

[x2
n − (λ̂2(N) + σ2

1)x
2
n−1]

)

+

; (10)

– при известном параметре σ2
0 :

σ̂2
1(N) =




N∑
n=1

(x2
n − σ2

0)

N∑
n=1

x2
n−1

− λ̂2(N)




+

. (11)
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В третьем разделе первой главы доказывается равномерная
асимптотическая нормальность оценок авторегрессионных параметров
процесса AR(p)/ ARCH(p). Рассматривается модель вида (1), где шум
ξ = (ξn) и вектор x(0) взаимно-независимые, ξn образуют последователь-
ность н.о.р.с.в., имеют симметричную плотность fξ(·) и удовлетворяют
следующим условиям:

Eξn = 0, Eξ2
n = 1, Eξ8

n < ∞,

Ex(0) = 0, E‖x(0)‖8 < ∞.

Свойство асимптотической нормальности получено для оценки
θ̂(N) = a′λ̂(N) скалярного параметра θ = a′λ, где λ̂(N) – корреляцион-
ная оценка, определенная в (4), a – заданный постоянный вектор. Отме-
тим, что определяя таким образом θ, можно оценить любую линейную
комбинацию компонент вектора λ.

Для того, чтобы сформулировать требуемое свойство равномерной
асимптотической нормальности, необходимо получить условие устойчи-
вости для восьмых степеней наблюдаемого процесса.

В приведенной ниже лемме сформулированы условия устойчивости
для моментов произвольного порядка 2m процесса (1).

В работе получены для всех k ≥ 2 рекуррентные уравнения авто-
регрессионного типа для математического ожидания векторных процес-
сов, состоящих из всевозможных произведений компонент вектора x(n)

в степенях, сумма которых равна k, с соответствующими матрицами ди-
намики Ak и правило построения этих матриц.

Лемма 1. Пусть шумы ξn наблюдаемого процесса (1) образуют после-
довательность н.о.р.с.в., не зависят от x(0) и имеют симметричную
плотность. Предположим, что для некоторого m ≥ 1

Eϑξn = 0, Eϑξ
2
n = 1, σ

(2m)
ξ = Eϑξ

2m
n < ∞,

Ex(0) = 0, E‖x(0)‖2m < ∞.

Тогда при p ≥ 1 процесс (xn) устойчив, т.е.

sup
n≥1

Eϑx
2m
n < ∞,
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если параметр ϑ такой, что матрицы динамики A2k, k = 1,m для
случая p > 1, устойчивы, т.е. их максимальные собственные значения
по модулю меньше единицы и

am =
m∑

i=0

C2i
2mλ2(m−i)(σ2

1)
iσ

(2i)
ξ < 1

при p = 1.

Для формулировки теоремы о равномерной асимптотической нор-
мальности понадобятся следующие обозначения:

G = lim
N→∞

G(N) Pϑ − п.н.,

где матрицы G(N) определены в (4), а также постоянная

σ2
θ = lim

N→∞
1

N

N∑
n=1

S2
n−1(ã

′x(n− 1))2 Pϑ − п.н.,

σθ– квадратный корень из σ2
θ , ã′ = a′G−1.

Введем параметрическое множество Θ = {(λ, σ2, fξ, z) : ϑ ∈ K, z ∈
R1}, где K – произвольный компакт для параметра ϑ из области устой-
чивости процесса (x8

n), т.е. матрицы A2k, k = 1, 4 устойчивы (или a4 < 1

если p = 1) и такие, что sup
K
||G−1|| < ∞; Φ(z)– функция стандартного

нормального распределения.

Теорема 3. Пусть выполняются условия Леммы 1 для m = 4. Тогда

lim
N→∞

sup
Θ
|Pϑ(

√
N(θ̂(N)− θ) ≤ z)− Φ(z/σθ)| = 0.

В четвертом разделе первой главы решается задача асимпто-
тического оценивания параметров процесса авторегрессии с дрейфом по
наблюдениям с линейными помехами.

Рассматривается устойчивый q-мерный процесс авторегрессии p-го
порядка:

x(n + 1) = A1(n)x(n) + . . . + Ap(n)x(n− p + 1) + ξ(n + 1), (12)
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причем матрицы параметров Ai(n) дрейфуют во времени и могут быть
представлены в виде:

Ai(n) = Ai + Si(n), i = 1, p, n ≥ 0.

Шумы ξ(n + 1) и Si(n) образуют последовательности q × 1 векторов и
q × q матриц с нулевым средним соответственно.

Наблюдаемый процесс (Y (n)) удовлетворяет следующему уравне-
нию:

Y (n) = Γ(n)x(n) + η(n), n ≥ 0, (13)

где Γ(n) = diag{γ1(n), . . . , γq(n)}, γi(n), i = 1, q.

Определим
λ = (l′1A1, . . . , l

′
1Ap)

′,

где l1– заданный постоянный вектор.
Преобразуем систему (12), (13) к виду:

x̃(n + 1) = A(n)x̃(n) + ξ̃(n + 1), (14)

a(n) = Γ̃(n)x̃(n) + η̃(n), n ≥ 0,

где

x̃(n) = (x′(n), . . . , x′(n− p + 1))′, x̃(0) = (x(0), . . . , x(1− p))′,

ξ̃(n) = (ξ′(n), 0′, . . . , 0′)′, η̃(n) = (η′(n), . . . , η′(n− p + 1))′,

a(n) = (Y ′(n), . . . , Y ′(n− p + 1))′, A(n) = A + S(n),

A =




A1 . . . Ap−1 Ap

I . . . 0 0

. . . . . . . . . . . .

0 . . . I 0




, S(n) =




S1(n) . . . Sp(n)

0 . . . 0

. . . . . . . . .

0 . . . 0




,

Γ̃(n) = diag{Γ(n), . . . , Γ(n− p + 1)}.
Пусть S = ES(n)⊗ S(n), A = EA(n)⊗ A(n) = A⊗ A + S.

Сформулируем требования и условия на параметры системы и шу-
мы в следующих предположениях.
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Предположение П1: Собственные значения матрицы A лежат в еди-
ничном круге, матрица A – невырожденная.

Предположение П2: Функции (S(n)), (ξ(n)), (η(n)), (Γ(n)) и x(0) для
всех n ≥ 1 удовлетворяют условиям:

а)
ESi(n) = 0, E‖Si(n)‖2 < ∞, i = 1, p;

б)
Ex(0) = 0, E‖x(0)‖2 < ∞,

Eξ(n) = 0, Eξ(n)ξ′(n) = B, B > 0

(в смысле квадратичных форм);
в)

Eη(n) = 0, Eη(n)η′(n) = D;

г) диагональные элементы матриц Γ(n) такие, что

Eγi(n) = 1, i = 1, p.

Предположение П3: Случайные векторы ξ(n) в уравнении (12) име-
ют положительную плотность относительно меры Лебега на множестве
{x : x ∈ <p, ||x|| ≤ η̃}, для некоторого η̃ > 0.

Из системы (14) получено уравнение для наблюдаемого скалярного
процесса zn = l′1Y (n) :

zn+1 = a′(n)λ + εn+1 + bn+1, (15)

где (εn) и (bn) – шумовые процессы.
Обозначим ϑ – вектор, состоящий из элементов матриц A1, . . . , Ap,

S, B, D и определим множество Ξ1, состоящее из векторов ϑ с компо-
нентами, удовлетворяющими предположениям П1, П2.

Корреляционные оценки параметра λ имеют вид:

λ̂(n) = G+(n) · Φ(n), (16)
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где

G(n) =
1

n

n∑

k=2p

a(k − p)a′(k), Φ(n) =
1

n

n∑

k=2p

a(k − p)zk+1.

Теорема 4. Пусть наблюдаемый процесс (Y (n)) удовлетворяет урав-
нению (13) и выполнены предположения П1–П3. Тогда оценка λ̂(n) век-
торного параметра λ, определенная в (16), сильно состоятельная, т.е.
для любого ϑ ∈ Ξ1

lim
n→∞

λ̂(n) = λ Pϑ − п.н.

В силу нелинейности и многомерности системы (12), (13) вид оценок
дисперсий существенно усложняется. Поэтому для упрощения рассмот-
рим случай q = 1. Тогда при l1 = 1 вектор λ = (A1, . . . , Ap)

′ и zn = Y (n).

Для получения корреляционных оценок дисперсий аддитивных шу-
мов модели (12), (13) введем обозначения:

rn+1 = zn+1 − a′(n)λ.

В предположениях П1–П3 существует стационарное решение для про-
цесса, удовлетворяющего (12). Следовательно, существуют пределы r(0),

r(p) корреляционных функций Eϑr
2
n+1, Eϑrn+1rn−p+1 соответственно при

n → ∞, и может быть записана система уравнений для векторного па-
раметра σ2 = (σ2

ξ , σ
2
η) :

Bσ2 = H, (17)

где матрица B зависит от неизвестного параметра λ, а матрица H – от
различных корреляций наблюдаемого процесса Y. Заменяя в (17) кор-
реляции на выборочные корреляционные функции, а неизвестный па-
раметр λ на сильно состоятельную оценку λ̂(n), определенную в (16),
получаем оценку σ2(n) для неизвестного параметра σ2 :

σ2(n) = B+(n)H(n). (18)
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Теорема 5. Пусть выполнены условия П1–П3. Тогда корреляционная
оценка σ2(n), определенная в (18), сильно состоятельная, т.е. для лю-
бого ϑ ∈ Ξ1

lim
n→∞

σ2(n) = σ2 Pϑ − п.н.

Во второй главе разрабатывается метод последовательного оце-
нивания параметров нелинейных стохастических динамических систем с
дискретным временем.

В первом разделе второй главы решается задача одноэтапно-
го последовательного оценивания параметров наблюдаемого p-мерного
процесса (x(n)), удовлетворяющего уравнению

x(n) = A0(n) + A1(n)λ + B1(n)ξn+1 + B2(n)ηn+1, n ≥ 1, (19)

где A0(n), A1(n) – наблюдаемые, B1(n), B2(n) – ненаблюдаемые Fn-изме-
римые матрицы размерностей p × 1, p × q, p × l, p × m соответственно.
Шумы ξn и ηn образуют последовательности Fn-измеримых н.о.р слу-
чайных векторов таких, что Eξn = 0, Eηn = 0, Eξnξ

′
n = I, Eηnη

′
n = I;

λ = (λ1, . . . , λq)
′– вектор неизвестных параметров.

Задача состоит в построении одноэтапного последовательного плана
оценивания параметра θ = a′λ, где a – заданный постоянный вектор.

Предполагается существование матриц A+
1 (n) = [A′

1(n)A1(n)]−1A′
1(n),

а также известных Fn-измеримых матриц Σ1(n), Σ2(n) таких, что:

B1(n)B′
1(n) ≤ Σ1(n), B2(n)B′

2(n) ≤ Σ2(n) п.н. (20)

Обозначим c(n) = {a′A+
1 (n)(Σ1(n) + Σ2(n))(A+

1 (n))′a}−1.

Последовательный план (τ(H), θ∗(H)) оценивания параметра θ с за-
данной среднеквадратической точностью H−1, H > 0 определяется фор-
мулами:

τ(H) = inf{N ≥ 1 :
N∑

n=1

c(n) ≥ H}, (21)

θ∗(H) =
1

H

τ(H)∑
n=1

βn(H)c(n)a′A+
1 (n)(x(n + 1)− A0(n)), (22)
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где

βn(H) =

{
1, n < τ(H),

α(H), n = τ(H);
α(H) =

H −
τ(H)−1∑

n=1

c(n)

c(τ(H))
.

Теорема 6. Пусть наблюдаемый процесс (x(n)) удовлетворяет (19),
матричные функции A1(n) и B1(n), B2(n) такие, что выполнены усло-
вия (20) и для любого θ

1. Eθc(n) < ∞ для каждого n ≥ 1,

2. Pθ{
∞∑

n=1

c(n) = ∞} = 1.

Тогда для любого H > 0 и любого θ последовательный план (τ(H), θ∗(H)),

определенный в (21), (22), замкнут, т. е. τ(H) < ∞ Pθ-п.н. и справед-
ливы следующие утверждения:
1. Eθθ

∗(H) = θ,

2. sup
θ

Eθ(θ
∗(H)− θ)2 ≤ 1

H
.

В качестве примеров рассматриваются модели, допускающие по-
строение одноэтапной процедуры последовательного оценивания.

Пример 1. Одноэтапное последовательное оценивание параметров
двумерного процесса авторегрессии с дрейфующими параметрами.

Рассмотрим модель вида:




x1(n + 1) = x1(n)(λ1 + ση1η1(n + 1)) + x2(n)(λ2 + ση2η2(n + 1))+

+σξ1ξ1(n + 1),

x2(n + 1) = x1(n)(λ2 + ση2η2(n + 1))− x2(n)(λ1 + ση1η1(n + 1))+

+σξ2ξ2(n + 1).

(23)
Процесс x(n) = (x1(n), x2(n))′ удовлетворяет (19), причем

16



A0(n) = 0,

A1(n) =

(
x1(n) x2(n)

−x2(n) x1(n)

)
, B1(n) = B1 =

(
σξ1 0

0 σξ2

)
,

B2(n) =

(
ση1x1(n) ση2x2(n)

−ση1x2(n) ση2x1(n)

)
, Σ1(n) = σ2

ξI, Σ2(n) = σ2
η||x(n)||2I,

где σ2
ξ = a′B2

1a, σ2
η = a′B̃2

2a, B̃2 = diag{ση1, ση2}. Тогда

A+
1 (n) =

1

||x(n)||2A
′
1(n), c(n) =

||x(n)||2
σ2

ξ + σ2
η||x(n)||2 . (24)

Теорема 7. Пусть наблюдаемый процесс (x(n)) удовлетворяет (23).
Тогда для любого H > 0 и любого θ последовательный план (τ(H), θ∗(H)),

определенный в (21), (22), (24), замкнут и справедливы следующие утвер-
ждения:
1. Eθθ

∗(H) = θ,

2. sup
θ

Eθ(θ
∗(H)− θ)2 ≤ 1

H
,

3. существует постоянная m0 такая, что для любого H0 > 0

sup
H≥H0

Eθτ(H)

H
≤ m0.

Пример 2. Одноэтапное последовательное оценивание параметров
двумерного процесса типа AR/ARCH.

Рассмотрим модель вида:



x1(n + 1) = x1(n)λ1 + x2(n)λ2+

+
√

σ2
01 + σ2

11x
2
1(n) + σ2

21x
2
2(n)ξ1(n + 1),

x2(n + 1) = x1(n)λ2 − x2(n)λ1+

+
√

σ2
02 + σ2

12x
2
1(n) + σ2

22x
2
2(n)ξ2(n + 1).

(25)
Предположим, что существуют известные постоянные δ2, σ2

0 и σ2
1

такие, что для всех n ≥ 1 справедливы следующие неравенства 0 < δ2 ≤
≤ σ2

0i ≤ σ2
0, max(σ2

1i, σ2
2i) ≤ σ2

1, i = 1, 2.
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Процесс x(n) = (x1(n), x2(n))′ удовлетворяет (19), причем

A0(n) = 0, A1(n) =

(
x1(n) x2(n)

−x2(n) x1(n)

)
, B2(n) = 0,

B1(n) =

( √
σ2

01 + σ2
11x

2
1(n) + σ2

21x
2
2(n) 0

0
√

σ2
02 + σ2

12x
2
1(n) + σ2

22x
2
2(n)

)
,

Σ1(n) = (σ2
0 + σ2

1||x(n)||2) · I, Σ2(n) = 0,

A+
1 (n) =

1

||x(n)||2A
′
1(n), c(n) =

||x(n)||2
||a||2(σ2

0 + σ2
1||x(n)||2) . (26)

Теорема 8. Пусть наблюдаемый процесс (x(n)) удовлетворяет (25).
Тогда для любого H > 0 и любого θ последовательный план (τ(H), θ∗(H)),

определенный в (21), (22), (26), замкнут и справедливы утверждения
Теоремы 7.

Пример 3. Одноэтапное последовательное оценивание параметров
процесса AR(1)/ARCH(1).

Рассмотрим модель вида:

xn+1 = λxn +
√

σ2
0 + σ2

1x
2
n · ξ̃n+1. (27)

Процесс (xn) удовлетворяет (19), причем A0(n) = 0, A1(n) = xn,

B1(n) =
√

σ2
0 + σ2

1x
2
n, B2(n) = 0, Σ1(n) = σ2

0 + σ2
1x

2
n, Σ2(n) = 0.

Тогда

c(n) =
x2

n

σ2
0 + σ2

1x
2
n

, (28)

где σ2
0 ≤ σ2

0, σ2
1 ≤ σ2

1 и, согласно (21), (22) и (28) последовательный план
оценивания (τ(H), λ∗(H)) параметра λ = θ определяется формулами:

τ(H) = inf{N ≥ 1 :
N∑

n=1

x2
n

σ2
0 + σ2

1x
2
n

≥ H}, λ∗(H) =
1

H

τ(H)∑
n=1

βn(H)
xnxn+1

σ2
0 + σ2

1x
2
n

,

(29)
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где

βn(H) =

{
1, n < τ(H);

α(H), n = τ(H),
α(H) =

H −
τ(H)−1∑

n=1

x2
n

σ2
0 + σ2

1x
2
n

x2
τ(H)

σ2
0 + σ2

1x
2
τ(H)

.

Теорема 9. Пусть наблюдаемый процесс (xn) удовлетворяет (27). То-
гда для любого H > 0 и любого λ последовательный план (τ(H), λ∗(H)),

определенный в (29), замкнут и справедливы утверждения Теоремы 7
при θ∗(H) = λ∗(H).

Во втором разделе второй главы решаются две задачи.
Задача I. Строится процедура двухэтапного последовательного оце-

нивания параметров процесса авторегрессии с дрейфом (12) по наблюде-
ниям с линейными помехами (13). Последовательные оценки авторегрес-
сионных параметров строятся на основе сильно состоятельных корреля-
ционных оценок, полученных в четвертом разделе первой главы. Также
как и в третьем разделе первой главы, задача оценивания векторного
параметра λ = (l′1A1, . . . , l

′
1Ap)

′ заменяется на задачу оценивания ска-
лярного параметра θ = l′2λ, где l2 – заданный постоянный вектор.

Сформулируем дополнительные предположения на параметры и шу-
мы модели.

Предположение П4: Пусть последовательности (S(n)), (ξ(n)), (η(n)),

(Γ(n)) и x(0) удовлетворяют предположению П2 и, кроме того,
а) шумы Si(n) удовлетворяют условиям:

max
1≤i≤p

‖l′1Si(n)‖ ≤ S, n ≥ 1,

где положительная величина S предполагается известной,
б) E||x(0)||8 < ∞,

Eξi(n)ξj(n)ξk(n) = 0, i, j, k = 1, q, E||ξ(n)||8 < ∞, B ≤ B,
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где B предполагается известной;
в) E‖η(n)||4 < ∞, n ≥ 1, D ≤ D,

где D предполагается известной;
г) диагональные элементы матрицы Γ(n) взаимно независимы для

любого n ≥ 0 и такие, что

max
1≤i≤q

‖γi(n)‖ ≤ γ̃, n ≥ 1,

где γ̃ предполагается известной.

Положим A⊗k(n) = A(n)⊗ . . .⊗ A(n)︸ ︷︷ ︸
k

, Ã(k) = EA⊗k(n), k ≥ 2.

Предположение П5: Собственные значения матриц Ã(2k), k = 1, 4 ле-
жат в единичном круге и и для некоторой постоянной L выполнено нера-
венство:

max
1≤i≤p

‖l′1Ai‖ ≤ L.

Определим параметрическое множество Ξ2, состоящее из парамет-
ров ϑ (ϑ – вектор, состоящий из элементов матриц A1, . . . , Ap, S, B, D),
удовлетворяющих предположениям П2, П5.

Строится последовательный план (Tε, θ
∗
ε) оценивания параметра θ,

где Tε – время оценивания, θ∗ε – оценка параметра θ с заданной средне-
квадратической точностью ε > 0.

Как и в случае одноэтапной процедуры время оценивания Tε – слу-
чайно, а оценка θ∗ε представляет собой корреляционную оценку со специ-
ально подобранными весами, вычисленную в момент Tε.

Теорема 10. Пусть выполнены предположения П4 и П5. Тогда после-
довательный план (Tε, θ

∗
ε) замкнут, т.е. Pϑ(Tε < ∞) = 1 для каждого

ε > 0 и ϑ ∈ Ξ2 и удовлетворяет следующим свойствам:
1. для любого ε > 0

sup
ϑ∈Ξ2

Eϑ(θ
∗
ε − θ)2 ≤ ε;
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2. для любого ϑ ∈ Ξ2 выполнены предельные соотношения

lim
ε→0

εTε = C Pϑ − п.н.

Из Теоремы 10 видно, что для устойчивого процесса авторегрессии с
дрейфующими параметрами, наблюдаемого с линейными помехами, вре-
мя последовательного оценивания Tε растет обратно пропорционально
точности оценивания ε при ε → 0.

Задача II. Решается задача двухэтапного последовательного оце-
нивания авторегрессионных параметров модели AR(p)/ARCH(p) (1).

Подобно Задаче I строится последовательный план (T̃ε, θ
∗
ε) оценива-

ния параметра θ = a′λ на основе сильно состоятельных корреляционных
оценок (4) параметра λ, исследованных в первом разделе первой главы.

Теорема 11. Пусть выполнены условия Леммы 1 для m = 4. Тогда по-
следовательный план (T̃ε, θ

∗
ε) замкнут, т.е. Pϑ(T̃ε < ∞) = 1 для каж-

дого ε > 0 и ϑ ∈ K, где компакт K определен в Теореме 3, и удовлетво-
ряет свойствам Теоремы 10 при Ξ2 = K.

В третьей главе приводятся результаты имитационного модели-
рования для:

1. корреляционных оценок всех неизвестных параметров модели
AR(1)/ARCH(1) (первый раздел);

2. корреляционных оценок авторегрессионного параметра процесса
авторегрессии первого порядка с дрейфом, наблюдаемого с мультипли-
кативными и аддитивными помехами (второй раздел).

3. одноэтапных последовательных оценок авторегрессионного пара-
метра модели AR(1)/ARCH(1) (третий раздел).

В первом разделе третьей главы представлены результаты чис-
ленного моделирования корреляционных оценок параметров λ, σ2

0, σ
2
1 мо-

дели AR(1)/ ARCH(1) определяемой по формулам (4), (10), (11) при
p = 1.
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Во всех случаях значения оцениваемых параметров задавались в
соответствии с условиями устойчивости Теоремы 2. Начальное значение
x0 и шумы ξn процесса (xn) выбирались из стандартного нормального
распределения.

В таблицах приведены выборочные средние

λ̂(N) =
1

100

100∑

k=1

λ̂k(N)

оценок λ̂k(N) параметра λ, вычисляемых по формулам (4) для k-й ре-
ализации x(k) = (x

(k)
n ), k = 1, 100 процесса при различных значениях

параметров σ2
0, σ2

1 и объемах выборки N, а также значения характери-
стик качества S2

λ(N) оценок λ̂k(N) вида:

S2
λ(N) =

1

100

100∑

k=1

(λ̂k(N)− λ)2.

Приведены результаты одновременного оценивания параметров λ и
σ2

1, вычисляемых по формулам (4) и (11) при известном σ2
0, и оценки (4)

и (10) параметров λ и σ2
0 при известном σ2

1, а также их характеристики
качества при различных объемах выборок.

Анализ результатов моделирования показывает, что качество оце-
нок всех параметров улучшается с ростом объема наблюдений для всех
λ, σ2

0, σ2
1, а также с увеличением значений λ и уменьшении значений

σ2
1. При этом приемлемая точность достигается уже при N = 100− 200

также и при достаточно больших значениях дисперсии шума σ2
1 (до 0.7

включительно).
Во втором разделе третьей главы представлены результаты

численного моделирования корреляционных оценок авторегрессионного
параметра процесса авторегрессии с дрейфом из четвертого раздела пер-
вой главы при p = 1 :

{
xn+1 = (λ + Sn)xn + ξn+1,

yn = γnxn + ηn.
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На численных примерах исследована сходимость оценок параметра
λ, вычисляемых для k-й реализации y(k) = (y

(k)
n ), k = 1, 100, процесса

(yn) по формуле (16) при различных значениях дисперсии σ2
s шума Sn и

объемах выборки N.

Во всех случаях значения оцениваемых параметров задавались в со-
ответствии с условием устойчивости Теоремы 4. Начальное значение x0 и
шумы ξn, ηn процесса выбирались из стандартного нормального распре-
деления, Sn выбирались из равномерного распределения с параметрами,
приведенными в таблицах, γn выбирались из бернуллиевского распреде-
ления с вероятностями успеха 0,95.

Анализ результатов показывает, что качество оценки улучшается с
ростом объема наблюдений для всех λ, а также с увеличением значений
λ. При этом приемлемая точность достигается уже при N = 100 − 200

даже при больших значениях дисперсии шума σ2
s (до 0.7 включительно).

В третьем разделе третьей главы представлены результаты
численного моделирования одноэтапных последовательных оценок авто-
регрессионного параметра модели AR(1)/ARCH(1). Последовательный
план оценивания параметра λ с заданной среднеквадратической точно-
стью H−1 определяется согласно формулам (29), вычисляемым для k-й
реализации x(k) = (x

(k)
n ), k = 1, 100, процесса (xn).

В таблицах приведены выборочные средние последовательных оце-
нок параметра λ и значения их характеристик качества S2

λ∗(H).

Проведено сравнение последовательной оценки и корреляционной,
вычисляемой для k-й реализации x(k) = (x

(k)
n ) процесса (xn) по формуле

(4) из первого раздела третьей главы в момент

N = τ(H) =
1

100

100∑

k=1

τk(H).

В таблицах приведены выборочные средние оценок параметра λ и зна-
чения характеристик качества. Рассмотрим пример таблицы результатов
моделирования.
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Таблица 3. Последовательное одноэтапное оценивание параметра λ

при σ2
0 = 1 и σ2

1 = 0.7 со среднеквадратической точностью 1/H = 0, 01,

H = 100.

τ(H) λ λ∗(H) λ̂(τ(H)) S2
λ∗(H)(τ(H)) S2

λ(τ(H))

177 0, 1 0, 1094 0, 0875 0, 0095 0, 0130

175 0, 2 0, 1938 0, 1933 0, 0127 0, 0173

169 0, 3 0, 3023 0, 3034 0, 0073 0, 0143

167 0, 4 0, 3990 0, 3847 0, 0093 0, 0161

158 0, 5 0, 5107 0, 4677 0, 0101 0, 0110

152 0, 6 0, 5936 0, 5602 0, 0084 0, 0141

142 0, 7 0, 7007 0, 6234 0, 0094 0, 0164

133 0, 8 0, 7776 0, 6563 0, 0103 0, 0338

119 0, 9 0, 9050 0, 7379 0, 0096 0, 0439

109 1 0, 9958 0, 7250 0, 0080 0, 0887

76 1, 5 1, 5086 1, 0711 0, 0095 0, 3362

Из Таблицы 3 видно, что качество корреляционной оценки улучша-
ется при возрастании λ до тех пор, пока параметры λ и σ2

1 удовлетво-
ряют условию устойчивости (λ ≤ 0.5). При выходе за границу области
устойчивости корреляционная оценка остается работоспособной, но ее
качество ухудшается с ростом λ.

В целом, из результатов моделирования следует, что качество по-
следовательной оценки равномерно лучше корреляционной. При этом
среднее время оценивания уменьшается при возрастании значения пара-
метра λ.

В заключении формулируются основные теоретические и практи-
ческие результаты диссертации, которые состоят в следующем:

1. Доказаны свойства сильной состоятельности и равномерной асимп-
тотической нормальности корреляционных оценок авторегрессионных па-
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раметров модели AR(p)/ARCH(p). Построены сильно состоятельные оцен-
ки параметров процесса ARCH(1) в модели AR(1)/ARCH(1).

2. Доказаны свойства сильной состоятельности корреляционных оце-
нок авторегрессионных параметров многомерных билинейных процессов
авторегрессии, наблюдаемых с мультипликативными и аддитивными по-
мехами и дисперсий аддитивных шумов модели.

3. Найдено общее условие устойчивости для произвольных степеней
процесса AR(p)/ARCH(p).

4. Решена задача одноэтапного последовательного оценивания па-
раметров нелинейных стохастических систем с дискретным временем.
В качестве примеров приведены и исследованы одноэтапные процедуры
оценивания авторегрессионных параметров двумерных процессов типа
AR/ARCH и авторегрессии с дрейфом.

5. Построена и исследована двухэтапная процедура последователь-
ного оценивания параметров процесса авторегрессии с дрейфом по на-
блюдениям с мультипликативными и аддитивными помехами.

6. Построена и исследована двухэтапная процедура последователь-
ного оценивания авторегрессионных параметров модели AR(p)/ARCH(p).

7. Проведено имитационное моделирование рассмотренных проце-
дур оценивания параметров посредством ЭВМ. Все полученные теорети-
ческие результаты подтверждены с помощью компьютерного моделиро-
вания. Проведено сравнение асимптотических и последовательных оце-
нок.
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