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Актуальность темы. Постоянное развитие вычислительной техники и

средств хранения информации открывает новые возможности для решения

различных задач вычислительной гидродинамики. Однако, остаются актуаль-

ными многие проблемы, ограничивающие использование существующих чис-

ленных методов решения.

Как правило, при решении задач гидродинамики используют различные

разностные аппроксимации дифференциальных уравнений исходной задачи.

Получаемые алгебраические уравнения необходимо дополнять аппроксима-

цией краевых условий. Эти краевые условия могут не присутствовать явно в

исходной постановке задаче.

Например, в случае решения двухмерных уравнений Навье–Стокса, запи-

санных для переменных «функция тока — вихрь», возникают сложности с

аппроксимацией на твердых стенках краевых условий для «вихря». Если же

решается двухмерная или трехмерная система, записанная для физических

переменных «скорость — давление», необходимо аппроксимировать краевые

условия для давления, отсутствующие в исходной постановке задачи.

Кроме того, большую проблему составляют условия на бесконечности. Ес-

ли они присутствуют в постановке задачи, нужно каким-то образом перено-

сить их на границу конечной области.

Далее перед вычислителем встает проблема решения алгебраических урав-

нений, получающихся в результате аппроксимации системы дифференциаль-

ных уравнений и краевых условий.

В линейном случае, например, при решении задач движения идеальной

жидкости, матрица разностного оператора может быть незнакоопределенной,

несамосопряженной, почти особенной. В совокупности наличие этих свойств

приводит к тому, что обычные градиентные методы не сходятся или сходятся

очень медленно.

Решение нелинейной системы уравнений, получающейся, например, в ре-

зультате аппроксимации уравнений Навье–Стокса, также является сложной за-

дачей, т.к. существующие методы решения налагают существенные ограниче-

ния как на оператор, так и на начальное приближение.

Кроме того, как в линейных, так и в нелинейных случаях использование

некоторых аппроксимаций краевых условий ограничивает круг применимых

методов.

Цель работы. Диссертационная работа посвящена численному решению

линейных и нелинейных уравнений гидродинамики. Ее цель — построение ме-

тодов задания недостающих краевых условий для давления в случае решения

задачи в физических переменных, разработка новых итерационных алгорит-

мов решения систем уравнений, аппроксимирующих исходную дифференци-

альную задачу, алгоритмов ускорения сходимости в случае решения нелиней-

ных задач, а также численных расчет двух- и трехмерных задач движения

жидкости в различных областях.

Методы исследования. При решении поставленных задач использовались
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методы теории разностных схем, теории итерационных методов решения си-

стем уравнений, методы объектно–ориентированного программирования.

На защиту выносятся:
• алгоритм многокомпонентной групповой оптимизации для решения си-

стем линейных алгебраических уравнений;

• алгоритм многокомпонентной групповой оптимизации для решения си-

стем нелинейных алгебраических уравнений;

• алгоритм ускорения сходимости итерационного решения систем нели-

нейных алгебраических уравнений;

• метод задания на твердых стенках недостающих краевых условий для

давления в случае решения задачи для переменных «скорость — давле-

ние».

Научная новизна работы заключается как в построенных методах и ал-

горитмах, так и в полученных численных результатах. В диссертационной

работе предлагаются новые итерационные алгоритмы с многокомпонентной

групповой оптимизацией для решения систем линейных и нелинейных алгеб-

раических уравнений; алгоритм ускорения сходимости итерационного реше-

ния систем нелинейных алгебраических уравнений; метод задания на твердых

стенках недостающих краевых условий для давления в случае решения зада-

чи для физических переменных. С помощью новых методов были проведены

численные расчеты различных линейных и нелинейных задач гидродинамики.

Достоверность полученных результатов обеспечена

• тестированием предложенных алгоритмов с контролем точности, в част-

ности, путем изменения области расчета и шагов сетки;

• подтверждается хорошей согласованностью с численными расчетами

других авторов, а также с результатами натурных экспериментов.

Практическая и теоретическая ценность. Построенные итерационные

схемы с многокомпонентной групповой оптимизацией в случае небольшой

размерности позволяют быстро получить приемлемое приближенное решение

систем как линейных, так и нелинейных алгебраических уравнений. Полу-

ченное решение используется в дальнейшем при задании начального прибли-

жения для задачи на более мелкой сетке. Предложенный алгоритм ускорения

сходимости в случае решения системы нелинейных алгебраических уравне-

ний позволяет значительно сократить время расчета. Предложенный метод

задания на твердой стенке краевых условий для давления позволяет при реше-

нии разностных схем отказаться от искусственных условий, отсутствующих в

исходной постановке задачи.

Апробация работы. Основные результаты докладывались и обсуждались

• на международной конференции «Вычислительные и информационные

технологии в науке, технике и образовании», Усть-Каменогорск, Казах-

стан, 11–14 сентября, 2003 г.;

• на международной конференции по математике и механике, Томск, 16–

18 сентября, 2003 г.;
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• на Всероссийской научной конференции «Наука и образование», БИФ

КемГУ, 2003г.;

• на I, II региональных научно-практических конференциях «Информаци-

онные недра Кузбасса», Кемерово, 2001, 2002гг.;

• на конференциях молодых ученых по математическому моделирования

и информационным технологиям ИВТ СО РАН, Новосибирск, 2001,

2002гг., Красноярск, 2003 г.;

• на XXIX конференции молодых ученых КемГУ, 2002г.;

• на конференции «Краевые задачи и математическое моделирование»,

НФИ КемГУ, 2001, 2002гг.;

• на международной конференции, посвященной 80-летию академика Н.Н.

Яненко, Новосибирск, 2001г.;

• на международной конференции «Сопряженные задачи механики и эко-

логии», Томск, 2000г.

• на семинарах кафедры «Новые информационные технологии», КемГУ;

Публикации. Основные результаты диссертации опубликованы в 17 рабо-

тах.

Объем и структура диссертации. Диссертация состоит из введения, трех

глав и заключения. Выполнена на 159 страницах машинописного текста, со-

держит 4 таблицы, 48 рисунков. Список цитированной литературы включает

265 наименований.

Краткое содержание работы
Во введении сформулированы цели диссертационной работы, обоснована

актуальность решаемых задач. Излагаются основные результаты, содержащи-

еся в диссертации.

Первая глава состоит из трех параграфов и посвящена построению итера-

ционного алгоритма неполной аппроксимации с многокомпонентной группо-

вой оптимизацией для решения систем линейных алгебраических уравнений.

В параграфе 1 приводится постановка задачи решения системы линейных

алгебраических уравнений, анализируются основные проблемы, связанные с

решением этой задачи, дается обзор существующих методов решения.

Пусть в конечномерном гильбертовом пространстве Hm задана система

линейных алгебраических уравнений (СЛАУ)

Au = f , (1)

где A = (aij) — невырожденная матрица размерности m, f , u — неизвестный

и известный m-мерные векторы из Hm.

Если матрица A положительно определена, то для решения системы (1)

можно использовать достаточно богатый арсенал итерационных схем.

В случае незнакоопределенной матрицы возникает необходимость при-

менения, например, первой трансформации Гаусса. Однако, в случае когда

detA ≈ 0, это может привести к значительному ухудшению спектральных

свойств задачи (1), что также отрицательно скажется на скорости сходимости
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итерационного метода. Таким образом, необходим сходящийся итерационный

метод решения системы (1) с незнакоопределенной почти особенной матри-

цей.

Параграф 2 посвящен построению итерационного алгоритма неполной ап-

проксимации (НА) с многокомпонентной групповой оптимизацией. Приводит-

ся описание итерационной схемы неполной аппроксимации для решения си-

стемы линейных алгебраических уравнений и процедуры ускорения сходимо-

сти итерационного процесса.

Рассмотрим итерационную градиентную схему НА

un+1/2 = un − τn+1B(Aun − f), (2a)

un+1 = un+1/2 − αn+1z
n, n = 0, 1, 2, . . . , (2b)

где B — неособенная квадратная матрица, zn ∈ Hm — произвольный вектор,

τn+1, αn+1 — итерационные параметры, u0 — произвольный начальный вектор.

Параметры итерации τn+1, αn+1 выбираются исходя из минимума нормы век-

торов vn+1/2 = D1/2(un+1/2−u) и vn+1 = D1/2(un+1−u) соответственно (D —

самосопряженный положительноопределенный оператор). Заметим, что αn+1

может быть как константой, так и матрицей.

Доказано, что существуют такие вектора zn+1, что последовательность

{Θn+1 = ‖vn+1‖
2
/‖vn‖2} является монотонно возрастающей и ограниченной

сверху числом Θ∗ < 1. Таким образом, схема НА является сходящейся и об-

ладает асимптотическим свойством.

Процедура ускорения сходимости схемы неполной аппроксимации выгля-

дит следующим образом

xn+2 = (1 + ωn)u
n+2 − ωnu

n, (3)

где un+2, un — приближенное решение схемы (2). Выбрав ωn из условия

min ‖v̄n+2‖ = ‖D1/2(xn+2 − u)‖, получим

ωn =
(vn+2,vn) − ‖vn+2‖

2

‖vn+2‖2 − 2(vn+2,vn) + ‖vn‖2 .

В силу ограниченности и монотонности {Θn+1} для ‖v̄n+2‖
2

справедливо

‖v̄n+2‖
2

=
‖vn+2‖

2
‖vn‖2 − ‖vn+1‖

4

‖vn+2‖2 − 2‖vn+1‖2 + ‖vn‖2 =
Θn+2 − Θn+1

Θn+2Θn+1 − 2Θn+1 + 1
‖vn‖2 ≤

≤
Θn+2 − Θn+1

(1 − Θ∗)2
‖vn‖2.

Таким образом, чем ближе Θn+2 к Θn+1, тем существенней будет эффект

ускорения.
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Пусть αn+1 — диагональная матрица размерности m и zn — вектор, все

элементы которого равны 1, тогда

vn+1 = D1/2(un+1 − u) = vn+1/2 −
m

∑

i=1

α
(i)
n+1D

1/2zn
i . (4)

где α
(i)
n+1 — элемент главной диагонали матрицы αn+1, стоящий в i-й строке,

zn
i — единичный вектор с ненулевой i-й компонентой.

Будем находить элементы матрицы {α
(i)
n+1} из условия min ‖vn+1‖. Для это-

го необходимо решить СЛАУ

∂‖vn+1‖
2

∂α
(i)
n+1

= 0, i = 1, m. (5)

В случае, когда известна структура матрицы D, например, матрица D —

блочно-диагональная, алгоритм позволяет использовать эту информацию для

сокращения количества затрачиваемых операций.

Также для упрощения расчетов, можно проводить оптимизацию не по всем

параметрам одновременно, а лишь по некоторому подмножеству. В этом слу-

чае размерность СЛАУ, которую нужно решить, будет меньше.

В §1.3 на примере оператора, аппроксимирующего дифференциальное

уравнение Гельмгольца, показано как можно проводить оптимизацию, в ходе

которой параметры итерации α
(i)
n+1 находятся как решение нескольких систем

уравнений с диагональной матрицей.

Даже при такой упрощенной многопараметрической оптимизации ско-

рость сходимости выше, чем в случае последовательного нахождения элемен-

тов матрицы αn+1.

Параграф 3 гл. 1 содержит результаты расчетов некоторых тестовых задач.

Для проверки эффективности схем неполной аппроксимации по сравнению

с обычным градиентным методом были проведены расчеты задачи движения

идеальной несжимаемой стратифицированной жидкости в канале без препят-

ствий. Движение такой жидкости описывается уравнением Гельмгольца

∆ψ + k2ψ = k2z, x, z ∈ [0; 1], (6)

ψ|x=0
x=1

= z, ψ|z=0 = 0, ψ|z=1 = 1, (7)

где k2 = 100 — коэффициент, зависящий от числа Фруда и скорости набегаю-

щего потока. При этом параметре матрица разностной задачи незнакоопреде-

лена. Точным решением является функция ψ(x, z) = z.
Сравнительные расчеты показали превосходство схемы неполной аппрок-

симации над обычным градиентным методом.

В приложениях часто приходится решать дифференциальные уравнения с

условиями на бесконечности. В ходе численной реализации необходимо огра-

ничивать область расчета и переносить условия с бесконечности на границу
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конечной области. С помощью рассмотренного итерационного метода были

получены приближенные решения тестовых задач с условиями на бесконеч-

ности в различных областях, как с гладкой, так и с негладкой границей. Рас-

четы проводились как для знакоопределенного (k2 = 1), так и для незнако-

определенного (k2 = 100) оператора. Увеличение размеров области расчета и

уменьшение шага практически не оказывало влияния на получаемые картины

течения (рис. 1).

Рис. 1. Приближенные решения задачи движения идеальной жидкости в

полубесконечной области (k2 = 100): размер области расчета практически не

влияет на картину течения

Наличие источников жидкости внутри области расчета усложняет поста-

новку краевых условий на выходе из канала. Использование схемы неполной

аппроксимации позволило получить приближенное решение задачи течения

идеальной несжимаемой жидкости в полубесконечном канале с источником

жидкости на негладком дне.

Вторая глава состоит из трех параграфов и посвящена построению итера-

ционного алгоритма многокомпонентной групповой оптимизации и алгоритма

ускорения сходимости итерационного процесса решения системы билинейных

уравнений.

В параграфе 1 излагается общая физическая постановка задачи движения

вязкой несжимаемой жидкости. Приводится постановка задачи решения си-

стемы билинейных алгебраических уравнений.

Движение вязкой несжимаемой жидкости описывается системой нелиней-

ных дифференциальных уравнений Навье–Стокса.

Большинство существующих в настоящее время итерационных методов

решения подразумевает стационирование по фиктивному времени нестаци-

онарной системы уравнений [Роуч П. Вычислительная гидродинамика. — М.:

Мир, 1980. — С. 616]. В случае использования явной аппроксимации возникает

проблема численной устойчивости алгоритма. Это накладывает ограничения

на шаг по времени, который должен быть достаточно мал. Если же уравне-

ния аппроксимируются неявной схемой, возникает необходимость решения

на каждом временном слое системы алгебраических уравнений, недостаточно
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точное решение которой на каком-либо шаге может привести к нарастанию

ошибки.

Лишь в некоторых работах аппроксимируется непосредственно стацио-

нарная система уравнений Навье–Стокса с последующим решением системы

нелинейных алгебраических уравнений.

Получающаяся в результате аппроксимации уравнений Навье–Стокса урав-

нения являются системой нелинейных алгебраических уравнений вида

A(u,u) = f , (8)

где u, f — соответственно неизвестный и известный вектора из Hm, A(u,v) =
A1(u,v) + A2v, A2 — линейный оператор, A1(u,u) — билинейный оператор,

такой что

A1(a1u
(1) + a2u

(2), b1v
(1) + b2v

(2)) =

= a1b1A1(u
(1),v(1))+a1b2A1(u

(1),v(2))+a2b1A1(u
(2),v(1))+a2b2A1(u

(2),v(2)),

где u(i), v(i) ∈ Hm, ai, bi — произвольные постоянные.

Существующие в настоящее время методы решения нелинейных уравне-

ний, например, метод Ньютона, накладывают серьезные ограничения на опе-

ратор и начальное приближение, которое должно быть достаточно близким к

точному решению.

Параграф 2 посвящен построению итерационного алгоритма многокомпо-

нентной групповой оптимизации и алгоритма ускорения сходимости итераци-

онного процесса решения системы билинейных уравнений. Приводится опи-

сание итерационного градиентного метода решения систем билинейных ал-

гебраических уравнений [Метод минимальных невязок решения одного класса

нелинейных уравнений / Ю. Н. Захаров, Е. Ф. Егорова, М. А. Толстых, Ю. И.

Шокин // Препринт N 9. — Красноярск: ВЦ СО АН СССР, 1991. — С. 32].

Рассмотрим итерационный градиентный метод решения билинейных урав-

нений (8)

un+1/2 = un − τn+1[A(un,un) − f ] (9a)

un+1 = un+1/2 + αn+1z
n, n = 0, 1, 2, . . . , (9b)

где zn ∈ Hm — некоторый вектор, u0 — произвольное начальное приближение

из области определения оператора A, τn+1 = const, αn+1 — итерационный

параметр, который может быть как константой, так и матрицей.

Параметр τn+1 будем искать из условия минимума нормы

rn+1/2 = A(rn − τn+1r
n,un − τn+1r

n) − f .

Используя свойство билинейности оператора и формулы Кардано, найдем,

в общем случае, несколько корней получающегося в результате кубического
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уравнения. Среди них выберем тот, который доставляет глобальный минимум

‖rn+1/2‖.

Если параметр αn+1 — константа, будем выбирать его из условия мини-

мума ‖rn+1‖, также используя свойство билинейности оператора и формулы

Кардано.

Выбирая так τn+1 и αn+1, получим ‖rn+1‖
2
≤ ‖rn+1/2‖

2
≤ ‖rn‖2

.

Пусть αn+1 = {α
(i)
n+1} — диагональная матрица. Тогда для схемы (9b) спра-

ведливо равенство

yn+1
(i) = yn+1

(i−1) + α
(i)
n+1z

n
i , i = 1, 2, . . . , m,

где yn+1
(0) = un+1/2, yn+1

(m) = un+1, zn
i = (0, . . . , 0,

i
1, 0, . . . , 0). Параметры α

(i)
n+1

можно выбирать последовательно, исходя из условия минимизации ‖rn+1
(i) ‖

2
, с

помощью свойства билинейности оператора и формулы Кардано.

Найдем параметры α
(i)
n+1 из условия глобального минимума ‖rn+1‖. Ис-

пользуя билинейность оператора A, получим

rn+1 = rn+1/2 +
m

∑

i=1

α
(i)
n+1

(

A(un+1/2, zn
i ) + A1(z

n
i ,u

n+1/2)
)

+

+
m

∑

i=1

m
∑

j=1

α
(i)
n+1α

(j)
n+1A1(z

n
i , z

n
j ).

Пусть оператор A1 и вектора zn
i такие, что

rn+1 ≈ r̃n+1 = rn+1/2 +
m

∑

i=1

α
(i)
n+1

(

A(un+1/2, zn
i ) +A1(z

n
i ,u

n+1/2)
)

.

тогда итерационные параметры будем искать из условия минимума ‖r̃n+1‖.
Для этого необходимо решить систему линейных уравнений

∂‖r̃n+1‖
2

∂α
(i)
n+1

= 0, i = 1, m.

Как и в линейном случае (см. §1.2) задачу нахождения α
(i)
n+1 можно упро-

стить, если проводить минимизацию не по всем параметрам одновременно, а

по некоторому подмножеству.

Построим процедуру ускорения сходимости итерационного алгоритма. По-

ложим

ūn = (1 + ωn)u
n − ωnu

n−2, n = 2, 3, . . . , (10)

где ωn = const параметр, который будем находить из условия минимума нор-

мы вектора невязки r̄n = A(ūn, ūn) − f .
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Если итерационная схема плохо сходится, то un ≈ un−2, а также rn ≈ rn−1

и rn−2 ≈ rn−1. В этом случае для ‖r̄n‖2
получается приближенное выражение

в точности совпадающее с выражением для нормы невязки при ускорении

сходимости в линейном случае (см. §1.2).

Следовательно, как и в линейном случае, можно ожидать, и тестовые рас-

четы это показали, существенного ускорения сходимости.

Параграф 3 гл. 2 посвящен численному решению нелинейного дифферен-

циального уравнения Бюргерса

∂

∂x

u2

2
= ν

∂2u

∂x2
+ sin(x) cos(x) + ν sin(x), x ∈ Ω(1) = (0; π), (11)

u|x=0 = 0, u|x=π = 0. (12)

Точным решением задачи (11)–(12) будет функция u(x) = sin(x).
Задача была аппроксимирована разностной схемой на неравномерной сет-

ке. Полученные в результате аппроксимации уравнения являются системой

билинейных уравнений (8).

Были проведены сравнительные расчеты задачи Дирихле (11)–(12) обыч-

ной градиентной схемой (9a), схемой (9a)–(9b) с последовательной оптимиза-

цией, схемой (9a)–(9b) с оптимизацией по нескольким параметрам одновре-

менно. Проведены расчеты показывающие эффективность применения уско-

ряющей процедуры (10). Кроме того, использование схемы (9a)–(9b) позво-

лило получить приближенное решение задачи с условием на бесконечности,

практически совпадающее с точным.

Третья глава состоит из трех параграфов и посвящена решению систе-

мы нелинейных дифференциальных уравнений Навье–Стокса. Рассматрива-

лось как двухмерное, так и трехмерное течение.

Параграф 1 посвящен численному решению системы нелинейных уравне-

ний Навье–Стокса для «функции тока» и «вихря», описывающей двухмерное

течение вязкой несжимаемой жидкости

ν

(

∂2ω

∂x2
+
∂2ω

∂y2

)

−
∂(uω)

∂x
−
∂(vω)

∂y
= 0, (13)

∂2ψ

∂x2
+
∂2ψ

∂y2
= ω, (14)

где (x, y) ∈ Ω(2), Ω(2) — прямоугольная область с твердой границей Γ(2), ν > 0
— коэффициент динамической вязкости. Функция тока ψ связана с элементами

вектора скорости v = (u, v) равенствами

u =
∂ψ

∂y
, v = −

∂ψ

∂x
.

Для системы уравнений (13), (14) необходимо задать следующие краевые
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условия

ψ = ϕ1(x, y), (x, y) ∈ Γ(2),
∂ψ

∂n
= ϕ2(x, y), (x, y) ∈ Γ(2), (15)

где n — нормаль к Γ(2), функции ϕ1(x, y), ϕ2(x, y) определяются заданием на

Γ(2) вектора скорости v (ϕ1 — с точностью до аддитивной постоянной).

На прямоугольной неравномерной сетке аппроксимируем задачу (13)–(15)

разностной схемой. Полученные разностные уравнения являются системой

билинейных алгебраических уравнений (8).

Для проверки эффективности предлагаемых алгоритмов была проведена

серия численных экспериментов по решению системы (13)–(15), описываю-

щей двумерные течения. Были рассмотрены задачи течения жидкости в квад-

ратной каверне с движущейся верхней крышкой, течения жидкости над кавер-

ной, течения жидкости в канале с обратным уступом.

Задача двумерного течения вязкой несжимаемой жидкости в квадратной

каверне с движущейся верхней крышкой активно использовалась многими ав-

торами при тестировании численных алгоритмов.

В большей степени это обусловливается тем, что в от-

Рис. 2. Течение в

каверне

(ν = 0.001)

личие от задач протекания, краевые условия в ней реали-

зуются достаточно просто.

Задача решалась при значениях коэффициента вязко-

сти 0.01, 0.0025, 0.001 явным итерационным методом (9)

с матричным параметром αn+1. При малом количестве уз-

лов использовалась многопараметрическая оптимизация,

что позволило получить хорошее решение за малое коли-

чество итераций. При большем количестве узлов приме-

нялась последовательная оптимизация.

Наблюдается хорошее соответствие полученных ре-

зультатов с результатами работ других авторов [Ghia U., Ghia K. N., Shin C. T.

High-Re Solutions for Incompressible Flow Using the Navier-Stokes Equations

and a Multigrid Method // J. Comput. Phys. ”— 1982. ”— Vol. 48. ”— P. 387 ],

в частности, практически совпадают графики зависимости компонент вектора

скорости в срединных сечениях каверны, значения «функции тока» и «вихря»

в центре основного вихря, линии уровня «функции тока» (рис. 2).

Вторая тестовая задача — это задача течения над каверной. В постанов-

ке задачи присутствуют условия на бесконечности. Для численного решения

необходимо перенести эти условия на границу конечной области. В качестве

граничных условий на правой использовалась аппроксимация уравнений (13)–

(14) внутрь области.

Как показали тестовые расчеты, увеличение области расчета вниз по по-

току не влияет на решение, а увеличение количества узлов лишь уточняет

его. Результаты, полученные с помощью аппроксимации уравнений системы
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внутрь области, практически совпадают с результатами, полученными с по-

мощью обычно применяемых краевых условий.

Трудности решения третьей тестовой задачи течения жидкости в канале с

обратным уступом связаны с тем, что при уменьшении коэффициента вязко-

сти ν происходит увеличение области занятой вихрем за уступом. Например,

если для ν = 0.05 вихрь заполняет область по длине равную 0.6 высоты усту-

па, то для ν = 0.01 — две высоты уступа. Более того, как известно, на верхней

стенке канала имеется вихрь, начинающийся за основным вихрем, что делает

течение вниз по потоку нетривиальным. В связи с этим, обычно используемые

краевые условия необходимо ставить достаточно далеко от уступа. Напри-

мер, другие авторы [Rogers S. E., Kwak D. An Upwind Differencing Scheme for

the Incompressible Navier–Stokes Equations // Applied Numerical Mathematics. —

1991. — Vol. 8. — Pp. 43–64] используют область расчета имеющую длину в 30

раз большую, чем высота самого уступа, равная 0.5.

В нашем случае удалось получить хорошее решение даже в области лишь

частично захватывающей вихрь. При этом, увеличение области решения бо-

лее чем в 3 раза не привело к изменению решения в меньшей подобласти

более чем на 0.1%. Картина течения в большой (рис. 3) области хорошо со-

гласуется с результатами численных и натурных [Experimental and Theoretical

Investigation of Backward-Facing Step Flow / B. Armaly, F. Durst, J. Periera,

B. Scho̊nung // J. Fluid Mech. — 1983. — Vol. 127. — P. 473] экспериментов

других авторов. В частности, практически совпадают размеры вихрей, обра-

зующихся у основания уступа и на верхней стенке канала.

Рис. 3. Приближенное решение задачи обтекания уступа (ν = 0.025)

Параграф 2 гл. 3 посвящен численному решению двумерной системы нели-

нейных уравнений Навье–Стокса, записанной для компонент вектора скорости

(u, v) и давления (P )

ν∆u−
∂(u2)

∂x
−
∂(uv)

∂y
=
∂P

∂x
, (16)

ν∆v −
∂(vu)

∂x
−
∂(v2)

∂y
=
∂P

∂y
, (17)

∂u

∂x
+
∂v

∂y
= 0, (18)
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где (x, y) ∈ Ω(2), Ω(2) — прямоугольная область с твердой границей Γ(2), ν > 0
— коэффициент кинематической вязкости. Для уравнений (16)–(18) необходи-

мо задать краевые условия

u = u1(x, y), v = v1(x, y), (x, y) ∈ Γ(2). (19)

Для существования решения не требуется каких-либо краевых условий для

давления P .

Данная задача представляет интерес прежде всего потому, что в ходе ее

решения возникают те же самые проблемы, что и при решении трехмерной

системы уравнений Навье–Стокса. А именно, отсутствие в постановке задачи

краевых условий для давления на твердой стенке, проблема переноса крае-

вых условий с бесконечности на границу конечной области, проблема эффек-

тивного решения разностных схем, аппроксимирующих дифференциальную

систему уравнений.

Введем в области Ω(2) неравномерную согласованную с границей Γ(2) пря-

моугольную сетку Ω
(2)
h с сеточной границей Γ

(2)
h . На Ω

(2)
h аппроксимируем си-

стему уравнений (16)– (19) разностной схемой.

В исходной дифференциальной задаче отсутствуют краевые условия для

давления P . Однако, для численного решения какие-либо условия должны

быть поставлены. Самым распространенным условием, встречающимся в дру-

гих работах, является условие ∂P/∂n = 0, однако оно не присутствует в ис-

ходной постановке задачи, и в этом смысле является искусственным. В данной

работе в качестве краевых условий используется аппроксимация внутрь обла-

сти уравнения неразрывности (18).

Полученная в результате аппроксимации разностная задача является систе-

мой билинейных уравнений (8), для решения которой был применен итераци-

онный градиентный метод описанный во втором параграфе второй главы.

В качестве тестовых были рассмотрены задачи течения жидкости в квад-

ратной каверне с движущейся верхней крышкой, течения жидкости над кавер-

ной, течения жидкости в канале с обратным уступом.

В задачах с условиями на бесконечности на границе конечной области для

замыкания разностной схемы задавалась аппроксимация уравнений (16)–(18)

внутрь области.

Результаты расчетов всех задач практически совпадают с результатами, по-

лученным при решении системы уравнений, записанной относительно «функ-

ции тока» и «вихря», которая была рассмотрена в первом параграфе третьей

главы.

Таким образом, на двумерной задаче для физических переменных

«скорость-давление» были апробированы способы задания краевых условий

на твердой стенке, переноса краевых условий с бесконечности на границу

конечной области, а также итерационный метод решения разностных схем.

Поскольку предложенные алгоритмы оказались достаточно эффективны-

ми, они были применены при решении трехмерной задачи движения вяз-
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кой несжимаемой жидкости, описываемой системой уравнений Навье–Стокса,

рассмотренной в параграфе 3 гл. 3

ν∆u−
∂(u2)

∂x
−
∂(uv)

∂y
−
∂(uw)

∂z
=
∂P

∂x
, (20)

ν∆v −
∂(vu)

∂x
−
∂(v2)

∂y
−
∂(vw)

∂z
=
∂P

∂y
, (21)

ν∆w −
∂(wu)

∂x
−
∂(wv)

∂y
−
∂(w2)

∂z
=
∂P

∂z
, (22)

∂u

∂x
+
∂v

∂y
+
∂w

∂z
= 0, (23)

где (x, y, z) ∈ Ω(3), Ω(3) — прямоугольный параллелепипед с твердой границей

Γ(3), ν > 0 — коэффициент вязкости. Для уравнений (20)–(23) необходимо

задать краевые условия

u = u1(x, y, z), v = v1(x, y, z), w = w1(x, y, z), (x, y, z) ∈ Γ(3). (24)

Как и в двумерной задаче, для существования решения не требуется каких-

либо краевых условий для давления P .

На неравномерной прямоугольной сетке аппроксимируем систему уравне-

ний (20)–(24) разностной схемой.

В исходной дифференциальной задаче отсутствуют краевые условия для

давления P . В трехмерном случае для замыкания разностной схемы были ис-

пользованы хорошо зарекомендовавшие себя при решении двухмерной задачи

краевые условия в виде аппроксимации уравнения (23) внутрь области.

Получающиеся аппроксимирующие алгебраические уравнения, являются

системой билинейных уравнений (8).

Для проверки эффективности предложенных алгоритмов решения трех-

мерных задач были проведены расчеты движения жидкости в кубической ка-

верне с движущейся верхней крышкой, движения жидкости в канале с обрат-

ным уступом, движения кубического тела в канале.

Задача течения жидкости в трехмерной каверне была использована в каче-

стве тестовой, так как краевые условия в этой задаче относительно просты.

Расчеты проводились при коэффициенте вязкости ν = 0.01, 0.025, 0.001.

Анализ решения показал существенное влияние трехмерности задачи на кар-

тину течения (рис. 4).

Как и в работах других авторов [Численное моделирование ламинарного

циркуляционного течения в кубической каверне с подвижной гранью / С. Ис-

аев, А. Судаков, Н. Лучко и др. // ИФЖ. — 2002. — Т. 75, № 1. — С. 49–53],

с уменьшением параметра вязкости наблюдается интенсификация струйно-

вихревого течения, центр вихревого образования смещается к геометрическо-

му центру каверны. Также с уменьшением ν в центральной части каверны

формируется зона квазидвумерного течения.
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Рис. 4. Треки частиц в срединном сечении и на боковых гранях каверны, а

также «внешний» и «внутренний» вихри (ν = 0.001)

В постановке задач движения жидкости в канале с обратным уступом и

движения кубического тела в канале присутствуют условия на бесконечно-

сти. Для численного решения необходимо каким-либо образом перенести эти

краевые условия с бесконечности на границу конечной области Ω(3). Как и в

двумерном случае, недостающие условия для компонент скорости u, v, w и

давления P получались с помощью аппроксимации внутрь области уравне-

ний (20), (21), (22) и (23) соответственно. Это позволило уменьшить область

расчета и тем самым сократить размерность решаемой системы нелинейных

уравнений, что особенно важно в трехмерных задачах.

Анализ приближенного решения показал наличие сложных струйно–

вихревых структур за рассматриваемыми препятствиями (рис. 5).
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Рис. 5. Треки частиц, обтекающих обратный уступ (ν = 0.02) и кубическое

тело (ν = 0.01)

При решении всех задач использовался метод последовательного измель-

чения сетки. В численных расчетах на мелкой сетке в качестве начального

приближения использовалась линейная интерполяция решения, полученного

на более крупной сетке. Такой подход позволил значительно сократить время

расчета.

Основные результаты работы
• построен итерационный алгоритм с многокомпонентной групповой оп-

тимизацией для решения систем линейных алгебраических уравнений;
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• построен итерационный алгоритм с многокомпонентной групповой оп-

тимизацией для решения систем нелинейных алгебраических уравне-

ний;

• построен метод ускорения сходимости итерационного решения систем

нелинейных алгебраических уравнений, который значительно сокращает

количество итераций;

• построен метод задания недостающих краевых условий на твердых

стенках в двух- и трехмерных задачах движения вязкой несжимаемой

жидкости, описываемой системой уравнений Навье–Стокса для физиче-

ских переменных;

• предложенные алгоритмы позволили получить, хорошо согласующиеся

с результатами как численных так и натурных экспериментов, прибли-

женные решения следующих задач:

– двухмерных задач движения идеальной несжимаемой стратифици-

рованной жидкости, описываемого уравнением Гельмгольца, в по-

лубесконечных каналах различной конфигурации;

– двухмерной задачи движения вязкой несжимаемой жидкости в за-

мкнутой каверне, описываемого системой уравнений Навье–Стокса

для «функции тока» и «вихря», при различных значениях коэффи-

циента динамической вязкости;

– двухмерных задач движения вязкой несжимаемой жидкости в по-

лубесконечных каналах различной конфигурации;

– трехмерной задачи движения вязкой несжимаемой жидкости в за-

мкнутой каверне, описываемого системой уравнений Навье–Стокса

для физических переменных, при различных значениях коэффици-

ента динамической вязкости;

– трехмерных задач движения вязкой несжимаемой жидкости в полу-

бесконечных каналах различной конфигурации;
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