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Общая характеристика работы 

 Актуальность работы. Релаксационные методы безусловной оптимизации 
(РМО) относятся к средствам численного моделирования и используются при 
изучении явлений действительности. На их основе конструируются численные 
методы нелинейного программирования (НЛП). Распространенным приложением 
РМО являются оптимизационные задачи оценивания параметров математических 
моделей в схемах структурно-параметрического моделирования, т. е. при конст-
руировании модели, когда требуется определить такие ее структуру и параметры, 
которые обеспечивали бы наилучшее согласование с реальностью, к числу кото-
рых относятся рассматриваемые в работе актуальные задачи: прогнозирование 
свойств терморегулирующих покрытий на основе результатов ускоренных испы-
таний; определение нестационарных законов горения пороха на основе маномет-
рических испытаний; выбор модели минимальной сложности при аппроксимации 
нейросетями; экономико-математический анализ деятельности предприятий; 
оценивание параметров и структуры поверхности при аппроксимации горно-
геологических объектов. Задачи структурно-параметрического моделирования 
сопряжены с многократным решением задач оптимизации с различными типами 
и степенями сложности, что предполагает наличие спектра надежных, быстро-
сходящихся и универсальных РМО. 
 Эффективные РМО основываются на некоторой конечной многошаговой 
стратегии (глобальной стратегии) минимизации определенного класса функций 
(например квадратичных) и содержат параметры аппроксимативной модели 
функции и средства ее обучения. Несоответствие классов моделей метода и функ-
ции, невозможность выполнения точно операций алгоритма (например одномер-
ного спуска), разнесённость в пространстве обучающей информации и изменчи-
вость оцениваемых характеристик функции приводят к разрушению глобальных 
свойств сходимости конечных многошаговых стратегий обучения, что определя-
ет актуальность целенаправленного создания устойчивых алгоритмов обучения, 
отдельные шаги которых одновременно реализуют и некоторую итеративную 
стратегию (локальную) улучшения качества аппроксимативной модели метода, 
т. е. обладают локальными свойствами сходимости. 
 В работах Я. З. Цыпкина применительно к различным областям знания раз-
виты концепция и единообразный подход к решению проблем построения обу-
чающихся систем и принципы построения алгоритмов обучения как алгоритмов 
оптимизации заданного показателя качества. Как выясняется, этот подход эффек-
тивен и при создании алгоритмов обучения в РМО, что определяет актуальность 
его использования при конструировании обучающихся методов оптимизации. В 
диссертации отмеченный подход используется как унифицированное средство 
построения и анализа устойчивых алгоритмов обучения – итеративных алго-
ритмов изменения метрики пространства в схемах РМО, обладающих локаль-
ными и глобальными свойствами сходимости. 
 Развитие области численных методов безусловной оптимизации связано с 
именами отечественных ученых Л. В. Канторовича, Н. Н. Моисеева, В. Ф. Демья-
нова, Е. Г. Гольштейна, Ю. Г. Евтушенко, Ю. М. Ермольева, В. С. Михалевича, В. 
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Г. Карманова, Б. Т. Поляка, Б. Н. Пшеничного, Ю. М. Данилина, А. С. Немиров-
ского, Д. Б. Юдина, Ф. П. Васильева, Н. З. Шора, Ю. Е. Нестерова и многих дру-
гих авторов. РМО, в зависимости от используемой информации о функции, мож-
но подразделить на градиентные, субградиентные и прямого поиска.  
 Прямые методы, использующие только вычисления функции, развивались в 
работах В. Г. Карманова, Б. Н. Пшеничного, О. П. Бурдакова, М. М. Потапова, Л. 
А. Растригина, Ф. Л. Черноусько, Пауэлла, Брента, Бродли и др. Одно из слабых 
мест релаксационных методов прямого поиска – это отсутствие эффективных ме-
тодов минимизации сложных негладких функций. Например, метод деформируе-
мого многогранника (МД), относимый к числу методов негладкой оптимизации, 
согласно исследованию С. И. Нестеровой и В. А. Скокова, среди множества не-
гладких задач в состоянии решить лишь часть размерности 2. Более предпочти-
тельным для этих целей является метод случайного поиска (СП), поскольку он 
сходится линейно (В. Г. Карманов), а адаптация шага Л. А. Расстригина, Г. С. Та-
расенко обеспечивает его сходимость на негладких функциях, но он имеет мед-
ленную скорость сходимости на овражных функциях. Отмеченные обстоятельст-
ва определяют актуальность исследований диссертации по созданию алгоритмов 
обучения метрики в методах СП для ускорения их сходимости и расширения об-
ласти решаемых ими гладких и негладких задач. 
 Прямые методы, основанные на минимизации вдоль векторов линейно-
независимой системы, с одновременным преобразованием их в сопряженные, 
изучались Б. Н. Пшеничным, О. П. Бурдаковым, Пауэллом, Брентом, Бродли и др. 
В методах Пшеничного и Пшеничного-Редковского по значениям функции вы-
числяются необходимые вторые производные для построения системы сопря-
женных векторов и осуществляется спуск вдоль них. В этих алгоритмах не ис-
пользуется возможность совмещения затрат вычислений функции на аппрокси-
мацию вторых производных и одномерный спуск и велики затраты вычислений 
функции на итерации (∼ 2n ). К недостаткам методов Пауэлла и Брента относится 
необходимость точного одномерного спуска и постоянно возникающая линейная 
зависимость векторов спуска, что снижает их эффективность с ростом размерно-
сти. Метод Бродли – один из методов, в котором используется устойчивая схема 
обучения и не требуется точный одномерный спуск. Но его схема обучения не 
позволяет построить за конечное число шагов систему сопряженных векторов, 
что снижает эффективность метода с ростом размерности. В этой связи в работе 
для построения эффективного алгоритма минимизации прямого поиска решается 
задача создания алгоритмов обучения метрики, обладающих локальными и гло-
бальными свойствами сходимости и дается исследование скорости сходимости на 
сильновыпуклых функциях класса методов минимизации вдоль векторов линей-
но-независимой системы в зависимости от ее свойств. 
 Методы сопряженных градиентов и квазиньютоновские методы (КНМ) 
изучались в работах Ю. Г. Евтушенко, В. Г. Карманова, Б. Т. Поляка, Б. Н. Пше-
ничного, Ю. М. Данилина, О. П. Бурдакова, Хестенса, Штифеля, Девидона, Флет-
чера, Ривза, Пауэлла, Бройдена, Денниса, Шнабеля, Морэ и многих других. В ре-
зультате исследований выявлено значительное число формул пересчета матриц, 
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проведен экспериментальный и теоретический анализ скорости сходимости су-
ществующих методов. Экспериментально установлено, но не объяснено, что в 
КНМ наилучшие результаты имеет формула пересчета BFGS. Оказывается, что 
КНМ без точного одномерного спуска более эффективны, нежели с одномерным 
спуском. Попытки повысить эффективность КНМ при неточном одномерном 
спуске за счет использования явных или неявных схем последовательного по-
строения системы сопряженных векторов, не увенчались успехом в силу высокой 
степени линейной зависимости последовательностей векторов спуска и изменчи-
вости свойств функции. В этой связи является актуальным объяснение установ-
ленных экспериментально фактов и создание устойчивых к линейной зависимо-
сти векторов спуска алгоритмов обучения метрики, обладающих локальными и 
глобальными свойствами сходимости при неточном одномерном спуске. Иссле-
дования диссертации направлены на изучение и разрешение этих проблем с при-
влечением формализма теории обучения. 
 Развитие численных методов негладкой оптимизации связано с именами 
ученых И. И. Астафьева, В. П. Булатова, Ф. П. Васильева, Е. Г. Гольштейна, А. 
М. Гупала, В. Ф. Демьянова, Ю. М. Ермольева, И. И. Еремина, Ю. А. Левина, В. 
Н. Малоземова, А. С. Немировского, Е. А. Нурминского, Ю. Е. Нестерова, Б. Т. 
Поляка, Н. З. Шора, Д. Б. Юдина, Лемарешаля, Вульфа, Келли и многих других. 
Результаты численного исследования С. И. Нестеровой и В. А. Скокова извест-
ных методов негладкой оптимизации: метода эллипсоидов (А. С. Немировский, 
Д. Б. Юдин.), r-алгоритма (Н. З. Шор), метода ортогонального спуска (В. А. Ско-
ков, М. Б. Щепакин) и метода уровней (МУ – Е. Г. Гольштейн, А. С. Немиров-
ский, Ю. Е. Нестеров), с одной стороны, демонстрируют высокую эффективность 
метода МУ по критерию числа вычислений функции и субградиента, а с другой – 
выявляют необходимость создания эффективных по критерию времени счета, на-
дежных методов негладкой оптимизации. Сегодня существует проблема создания 
универсальных, надежных методов негладкой оптимизации, эффективных при 
решении гладких и негладких в том числе и невыпуклых задач, конкурирующих 
по свойствам скорости сходимости с методами, основанными на квадратичной 
либо кусочно-линейной моделях функции, на классах функций, промежуточных 
отмеченным базовым классам.  
 Одна из возможностей создания подобных методов заключается в совер-
шенствовании класса релаксационных методов ε-субградиентного типа (РСМ), к 
числу которых относятся методы Лемарешаля и Вульфа. Методы этого класса 
пригодны для решения невыпуклых гладких и негладких задач оптимизации, ге-
нерируют на квадратичных функциях сопряженные направления и находят ми-
нимум за конечное число итераций, но существенно уступают в скорости сходи-
мости r-алгоритму. Происхождение r-алгоритма и его определяющие соотноше-
ния обучения не определены, а его существующие реализации на сложных зада-
чах имеют либо низкую скорость сходимости, либо не позволяют их решить. В 
этой связи, для разработки надежных и эффективных РСМ, необходимо создание 
теории, назначение которой: определить удобные определяющие соотношения 
обучения, разработать эффективные алгоритмы обучения и методы оптимизации 
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на их основе, объяснить происхождение r-алгоритма, выявить его обучающие со-
отношения, ускоряющие свойства при конечных параметрах растяжения про-
странства и создать эффективные способы реализации РСМ. Исследования дис-
сертации направлены на решение поставленных актуальных задач с привлечени-
ем формализма теории обучения. 
 Одним из назначений создаваемых алгоритмов является их применение для 
реализации схем структурно-параметрического моделирования при решении от-
меченных выше актуальных прикладных задач. Созданию конкретной системы 
построения модели предшествуют предварительные этапы формирования множе-
ства моделей, оценки качества моделей, подбора алгоритмов оценивания их па-
раметров и т. д. Для их выполнения необходим комплекс надежных, быстросхо-
дящихся алгоритмов оптимизации, что определяет актуальность создания про-
граммного комплекса РМО, численного исследования и сравнения с известными 
методами его алгоритмов и определения областей их приложений. 
 Таким образом, разработка эффективных релаксационных методов безус-
ловной оптимизации, основанных на итеративных алгоритмах обучения, создание 
комплекса их программ, определение областей их приложений и применение в 
вычислительных схемах структурно-параметрического моделирования является 
актуальной научной проблемой. 
 Диссертационная работа выполнена в соответствии: с планами НИР КемГУ 
по кафедре математической кибернетики 1991-2004 гг.; с грантом Российского 
фонда фундаментальных исследований (код проекта 04-03-33121); с программой 
«Университеты России» (код проекта УР.04.01.044); договорной тематикой с 
угольными компаниями Кузбасса, НТЦ «Кузбассуглетехнология» и с корпораци-
ей «Кузбассинвестуголь»; с Комплексной региональной программой научных ис-
следований и внедрения совместных работ СО АН СССР и Министерства уголь-
ной промышленности СССР, «Программа “Сибирь”», раздел «Уголь Кузбасса», и 
приказами Министерства угольной промышленности СССР от 16.11.79, и №315 
от 24.06.80. 
 Цель работы состоит в разработке и исследовании эффективных релакса-
ционных методов безусловной оптимизации, основанных на итеративных алго-
ритмах обучения, создании комплекса их программ и применении его алгоритмов 
в вычислительных схемах структурно-параметрического моделирования. 
 Идея работы заключается в использовании теории адаптации и обучения 
для создания устойчивых к возмущениям и смене ситуаций итеративных алго-
ритмов обучения в релаксационных методах безусловной оптимизации. 
 Задачи исследований: 
1. Дать анализ условий функционирования алгоритмов обучения в методах без-

условной оптимизации и определить для подобных условий алгоритмы обуче-
ния. 

2. Разработать алгоритмы обучения метрики в методах прямого поиска и эффек-
тивные методы прямого поиска с изменением метрики пространства на их ос-
нове.  
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3. Разработать устойчивые к линейной зависимости векторов спуска алгоритмы 

обучения метрики в квазиньютоновских методах.  
4. Разработать эффективные релаксационные методы сопряженных субградиен-

тов ε-субградиентного типа с растяжением пространства. 
5. Разработать программный комплекс релаксационных методов безусловной оп-

тимизации, основанных на итеративных алгоритмах обучения, для решения 
прикладных задач структурно-параметрического моделирования. 

 Методы исследований: методы теории адаптации и обучения для создания 
алгоритмов обучения; методы линейной алгебры, статистики, нелинейного про-
граммирования, функционального анализа для разработки и теоретического ана-
лиза алгоритмов оптимизации; тестирование и сравнение алгоритмов для числен-
ного анализа эффективности новых методов минимизации; методы анализа дан-
ных и закономерности изучаемых явлений для оценивания параметров и структу-
ры математических моделей в разрабатываемых системах математического моде-
лирования. 
 Научная и практическая новизна работы заключается в том, что в ней: 
1. Впервые в методах случайного поиска (СП) использовано обучение метрики и 

созданы эффективные методы СП с варьированием метрики для решения 
сложных гладких и негладких задач безусловной оптимизации.  

2. Впервые для класса методов минимизации вдоль векторов линейно независи-
мой системы получены оценки скорости сходимости на сильновыпуклых 
функциях и разработано семейство конечно-сходящихся итеративных алго-
ритмов обучения с ограниченной релаксацией для построения сопряженных 
направлений, сочетающих локальные и глобальные свойства сходимости про-
цесса обучения. На этой основе создан эффективный метод минимизации без 
вычисления производных (МСН). 

3. Впервые формализм теории адаптации и её алгоритмы минимизации показа-
теля качества обучения (одношаговый и двухшаговый) применены в субгради-
ентных и квазиньютоновских методах для разработки новых алгоритмов обу-
чения, обладающих локальными и глобальными свойствами сходимости. Од-
ношаговый алгоритм обучения в квазиньютоновских методах приводит к из-
вестным формулам преобразования матриц, а двухшаговый – обеспечивает 
конечную сходимость метода при неточном одномерном спуске. Одношаго-
вый алгоритм обучения позволяет разработать новый метод решения нера-
венств и новый субградиентный метод (РСМК) на его основе. 

4. Разработаны новые алгоритмы обучения с растяжением пространства: алго-
ритм для решения множества равенств; алгоритм для решения неравенств на 
отделимых множествах. На основе алгоритма решения неравенств разработан 
новый релаксационный субградиентный метод с растяжением пространства в 
направлении субградиента (МРП) для решения сложных задач оптимизации. 

5. Разработан новый матричный алгоритм обучения для решения неравенств и 
построено одноранговое семейство релаксационных субградиентных методов 
на его основе, в которое, как частный случай, входит r-алгоритм и обобщение 
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метода Вульфа. 

6. Впервые для долгосрочного прогнозирования изменений коэффициента по-
глощения солнечной радиации терморегулирующих покрытий космических 
летательных аппаратов по данным лабораторных испытаний разработаны: 
комплекс математических моделей оптической деградации терморегулирую-
щих покрытий и схемы их построения; схема анализа построенного множества 
моделей и выбора модели для прогноза. 

7. Впервые разработан комплекс программ релаксационных методов (ПКРМО), 
значительная часть алгоритмов которого предназначена для решения сложных 
негладких задач оптимизации, в том числе и невыпуклых, что существенно 
расширяет возможности решения задач структурно-параметрического моде-
лирования.  

 Основные положения, выносимые на защиту. 
1. Итеративные алгоритмы обучения метрики и численные методы случайного 

поиска с изменением метрики на их основе для решения сложных гладких и 
негладких задач безусловной оптимизации.  

2. Скорость сходимости класса методов минимизации вдоль векторов линейно 
независимой системы, конечно-сходящиеся итеративные алгоритмы обучения 
с ограниченной релаксацией для построения сопряженных направлений и чис-
ленный метод прямого поиска с изменением метрики на этой основе. 

3. Формализм и алгоритмы минимизации показателя качества теории обучения 
позволяют разработать эффективные алгоритмы обучения в методах сопря-
женных субградиентов и квазиньютоновских методах: одношаговый алгоритм 
обучения в квазиньютоновских методах, приводящий к известным способам 
преобразования матриц, двухшаговый алгоритм обучения матриц, обеспечи-
вающий конечную сходимость метода; одношаговый алгоритм обучения для 
решения неравенств и субградиентный метод РСМК на его основе для реше-
ния негладких задач оптимизации высокой размерности. 

4. Алгоритм обучения с растяжением пространства для решения равенств и не-
равенств, релаксационный субградиентный метод с растяжением пространства 
в направлении субградиента МРП на его основе для решения сложных гладких 
и негладких задач оптимизации, его свойства и реализация. 

5. Матричный алгоритм обучения для решения неравенств и одноранговое се-
мейство релаксационных субградиентных методов на его основе, в которое, 
как частный случай, входит r-алгоритм и обобщение метода Вульфа. 

6. Комплекс математических моделей оптической деградации терморегулирую-
щих покрытий, схемы их построения, анализа и выбора модели по данным ла-
бораторных испытаний для долгосрочного прогнозирования изменений коэф-
фициента поглощения солнечной радиации терморегулирующих покрытий 
космических летательных аппаратов в заданных условиях эксплуатации.  

7. Комплекс программ разработанных методов прямого поиска, квазиньютонов-
ских и субградиентных методов ПКРМО является надежным и эффективным 
средством решения сложных задач безусловной оптимизации и реализации 
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оптимизационного инструментария в задачах структурно-параметрического 
моделирования. 

 Достоверность научных положений и выводов подтверждается: строги-
ми теоретическими оценками скорости сходимости созданных алгоритмов обу-
чения; корректным теоретическим анализом сходимости, скорости сходимости и 
ускоряющих свойств, созданных численных методов оптимизации; результатами 
тестирования на общепринятых тестах с известными решениями; сравнением ре-
зультатов тестирования новых алгоритмов с результатами для известных мето-
дов, полученных другими авторами; корректным использованием статистических 
методов оценивания качества получаемых прикладных моделей в задачах оцени-
вания параметров и структуры математических моделей сложных явлений. 
 Личный вклад автора состоит: в разработке и обосновании методов СП с 
изменением метрики, метода минимизации без вычисления производных, едино-
образного подхода создания, обоснования и реализации новых релаксационных 
методов минимизации негладких функций и квазиньютоновских методов, алго-
ритмов решения множества неравенств и субградиентных методов минимизации; 
в разработке программного комплекса методов оптимизации с обучением и про-
граммных средств определения параметров и структуры математических моделей 
в задачах математического моделирования; в создании системы математического 
моделирования и долгосрочного прогнозирования изменений коэффициента по-
глощения солнечной радиации терморегулирующих покрытий космических лета-
тельных аппаратов. 
 Практическая значимость результатов работы. Разработанные релакса-
ционные методы безусловной оптимизации можно использовать при решении 
сложных задач оптимизации, для реализации программных средств оптимизации 
в прикладных задачах математического моделирования, и, в частности, при дол-
госрочном прогнозирования изменений коэффициента поглощения солнечной 
радиации терморегулирующих покрытий, при определении нестационарных за-
конов горения пороха на основе манометрических испытаний, при обучении ней-
ронных сетей, при построении нейронной сети минимальной сложности методом 
негладкой регуляризации, при выявлении структуры поверхности по данным на-
блюдения. 
 Апробация работы. Основные положения диссертационной работы докла-
дывались и были одобрены на VIII и XII Всероссийских семинарах «Нейроин-
форматика и ее приложения» (Красноярск, 2000, 2004 гг.); Четвертой Междуна-
родной школе-семинаре «Внутрикамерные процессы, горение и газовая динамика 
дисперсных систем» (Санкт-Петербург, Россия, 2004г); Всероссийской конфе-
ренции ”Наука и практика: диалоги нового века” (Анжеро-Судженск, 2003, 2002 
гг.); Всероссийской научно-практической конференции ”Наука и образование” 
(Белово, 2001, 2002 гг.); Международной школе-семинаре по методам оптимиза-
ции и их приложениям (Иркутск: СЭИ, 1989, 1995, 1998 гг.); Международной 
конференции по математическому моделированию (Якутск, 1994г.); Десятом Все-
союзном симпозиуме “Системы программного обеспечения решения задач опти-
мального планирования” (Москва: АН СССР, ЦЭМИ, 1988г.); на I и II Всесоюз-
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ных семинарах «Информатика недр» (г. Кемерово, 1987 г., 1989 г.); VII Между-
народном конгрессе по маркшейдерскому делу (г. Ленинград, 1988г.); VII регио-
нальной конференции по математике и механике (Томск, 1981 г.), Всесоюзном 
научно-техническом семинаре “Численные методы нелинейного программирова-
ния” (Харьков, 1979 г.); Всесоюзном совещании “Применение случайного поиска 
при решении прикладных задач” (Кемерово, 1979 г.); симпозиуме “Вероятност-
ные вычислительные методы и средства” (Москва, 1978 г.); Всесоюзном семина-
ре “Случайный поиск и системы автоматизированного проектирования в элек-
тронике” (Цахкадзор, 1978 г.); IV Всесоюзном совещании по статистическим ме-
тодам в теории управления (Фрунзе, 1978 г.); Всесоюзной школе-семинаре по оп-
тимизации динамических систем (Минск, 1977 г.). 
 Публикации. По теме диссертации автором опубликовано 72 научных ра-
боты, список которых приведен в конце автореферата. 
 Структура работы. Диссертация состоит из введения, шести глав, заклю-
чения и приложения. Объем диссертации составляет 290 страниц машинописного 
текста, в том числе содержит 31 таблицу и 6 рисунков. Список литературы вклю-
чает 231 наименование. Приложения изложены на 8 страницах.  
 

Основное содержание работы 
 В первой главе рассматриваются типы сложности задач безусловной оп-
тимизации, условия обучения и свойства схем обучения в известных релаксаци-
онных методах безусловной оптимизации (РМО) и алгоритмы теории обучения, 
соответствующие выявленным условиям обучения.  
 Сложность задачи безусловной оптимизации определяется размерностью, 
степенью вырожденности, доступной информацией о функции, степенью гладко-
сти. Отмеченные характеристики задачи обусловливают тип метода для ее реше-
ния. Проведен качественный анализ схем обучения известных РМО. В результате 
выявлено, что обучение в известных РМО осуществляется по принципу удовле-
творения последнего или нескольких последних обучающих соотношений. 
 В целях единообразного рассмотрения и анализа алгоритмов обучения, ко-
торые становятся неузнаваемыми при решении различных задач, приведены по-
казатели качества и используемые в работе алгоритмы обучения, соответствую-
щие отмеченному принципу. Рассмотрены итеративные алгоритмы оценивания 
параметров nRc ∈*  линейной модели   , , , ),( 1RyRczczy n ∈∈=  по данным 

,...,2,1,0 , z  , 1 =∈∈ kRRy n
kk  где kkk zcy ξ+= ),( * , kξ  – ошибка. В работе исполь-

зуются алгоритмы обучения, на итерации которых решается задача минимизации 
показателя качества обучения на серии наблюдений: 

),(1)(
1

∑
+−=

=
k

Nki
kikN czQ

N
cJ ,  2)),((

2
1),( zcyczQ −= .                          (1.1) 

Алгоритмы минимизации при N=1 и N=2 в (1.1) будем называть соответственно 
одношаговым (алгоритм Качмажа) и двухшаговым алгоритмами обучения. Для 
реализации обучения в субградиентных методах, в результате модификации ите-
рационного метода наименьших квадратов, разработан одношаговый алгоритм 
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обучения с растяжением пространства:  
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(1.2) 
 Отмеченные алгоритмы обеспечивают выполнение последнего обучающего 
соотношения ),( 1+= kkk czy . На их основе в диссертации строятся эффективные 
методы минимизации. 
 Во второй главе дается обоснование скорости ходимости класса методов 
минимизации вдоль векторов линейно независимой системы, разрабатываются и 
обосновываются сходящиеся локальные стратегии обучения метрики, реализую-
щие глобальные стратегии, и эффективные релаксационные методы прямого по-
иска на их основе. 
 Обоснование скорости сходимости класса методов минимизации вдоль 
векторов линейно независимой системы niRp n

i ,2,1, K=∈ : 
nipxfpxx iiiiiii ,2,1),(minarg, 11 K=+=+= −− βββ

β
.                             (2.1) 

 Условие 2.1. Пусть f (x), x ∈ Rn, сильновыпуклая функция с константой ρ, 
а ее градиент )(xf ′  удовлетворяет условию Липшица с константой L.   
 Обозначим P – матрицу, столбцы которой ip , ni ,,1K= , µ и М – минималь-
ное и максимальное собственные значения матрицы PTP, x* – точку минимума 
функции. В теоремах 2.1, 2.2 приведены оценки скорости сходимости процесса 
(2.1) в зависимости от свойств системы векторов.  
 Теорема 2.1. Пусть f (x) удовлетворяет условию 2.1, для каждого цикла 
процесса (2.1) 1|||| =ip , ni ,,1K= , матрица P удовлетворяет ограничению 

00 >≥ µµ , а точка mx  получена применением m циклов процесса (2.1). Тогда для 
оценки скорости сходимости имеет место неравенство: 
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exp*)]()([*)()(
nL

mxfxfxfxf m µρ .                             (2.2) 

 Теорема 2.2. Пусть f (x) удовлетворяет условию 2.1, для каждого цикла 
процесса (2.1) 1|||| =ip , ni ,,1K= , матрица P удовлетворяет ограничению 

δ≥|)det(| P , а точка mx  получена применением m циклов процесса (2.1). Тогда для 
оценки скорости сходимости имеет место неравенство: 








 δρ
−−≤− −122

42

0 2 n
m

nL
mexp*)]x(f)x(f[*)x(f)x(f .                   (2.3) 

 Алгоритмы случайного поиска. Изучается скорость сходимости методов 
случайного поиска kkkk hxx ξ+=+1  ( ,...1,0=k ) с фиксированным шагом kh  в точке 

kx  (без одномерного спуска). Доказано, что при условии 2.1 и специальном вы-
боре шага в точке такие методы имеют скорость сходимости, эквивалентную ско-
рости сходимости метода скорейшего спуска, что определяет возможность созда-
ния эффективных алгоритмов случайного поиска при наличии эффективных про-
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цедур адаптации шага. Показано, что известные алгоритмы адаптации шага яв-
ляются следствием адаптивного подхода и разработана схема оптимизации их 
параметров. На этой основе разработан алгоритм СПО. Развитием процедуры 
адаптации шага является разработанный алгоритм с пространственной адап-
тации шага (СПМ) для минимизации «овражных» функций, где используются 
операторы растяжения пространства в заданном направлении.  
 Минимум квадратичной функция f(x)=(x,Ax)/2 + (b,x) + c, где матрица А>0, 
т. е. симметричная и строго положительно определенная, x, b∈Rn , с – скаляр, мо-
жет быть найден процессом (2.1) за цикл минимизации вдоль сопряженных отно-
сительно матрицы А векторов (А-ортогональных), т. е. при PTАP =I. Для создания 
метода СП с варьированием метрики разработан процесс построения матрицы P, 
удовлетворяющей соотношению IAPPT = : 

[ ]T
kk

,
kkk )a(IPP ξξ−−= −

+
50

1 1 ,  ,..,,,k 210=  kk
T

k
T
kk APPa ξξ= , 1=ξk .   (2.4) 

Здесь  nR∈ξ  – вектор, равномерно распределенный на единичной сфере (РРЕС); 
IPA ,,  – nn×  матрицы, А>0. Обозначая через Wk k-ю реализацию случайной ор-

тогональной системой векторов (СОСВ)  и объединяя n шагов процесса (2.4) для 
ортогональных векторов ikξ  из системы Wk , получаем новый процесс: 
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 Модифицируем процесс (2.5) следующим образом. 
 М1. Пусть в (2.5) вместо A используется Aik, причем: 

)n,i...,,,k(AA kik 1210 ==∆≤− , M||Y||Ayym||Y|| T 22 ≤≤ , ∞<∆∑
∞

=0k
k . 

 М2. Положим Pk=I, если после (2.5): 1
2/)/(1|)det( δα =≤ n

k MzP , или 

)1()/(|||| 2
5.0 >=≥ αδα mnzPk , где  m/nMz 2= . 

 М3. В (2.5) ограничим aik :
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,aпри,nM
a

ik
)n(

ik
ik

2
12

2
2
12

1
2
21  )( 1>β . 

 В следующей теореме обосновывается сходимость алгоритма обучения 
метрики в методах случайного поиска. 
 Теорема 2.3.  Процесс (2.5), модифицированный в соответствии с М1-М3, 
задает последовательность { }kP  такую, что последовательность матриц 
{ }k

T
kk APPB =  сходится к I  п.н. 

 Алгоритм случайного поиска с варьированием метрики (СПВМ0). Зада-
ем 0,,,,5.00,Rx,0h 2121

n
00 ><≤∈> εεδδε . Пусть 1k1k1k0 P,h,x,IP −−−=  уже по-

лучены, k-е приближение имеет следующий вид. 
1. .x:x,P:P,h:h kkkkkk 111111 −−− ===  
 Для   ni ,1=  выполняем п.2-4. 
2. ( )kikiki sxfminarg α−=α

α
, где kikiki Ps ξ= , kiξ  – вектор из Wk. kikikiki sxx α+=+1 . 
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3. ( )ii
ii

ii

ii

ii
ki /ffffa 32

32

32

21

21 γ−γ







γ−γ

−
−

γ−γ
−

= , где ( )kijikiji sxff γ+= , 321 ,,j,chkiji =<γ , 

ограничим kia  по формуле из М3.   
4. ( )[ ]T

kiki
.

kikii,k aIPP ξξ−−= −
+

50
1 1 ,  ( ) [ ]ε−ε∈θαθ−+θ=+ 111 ,,hh kikii,k . 

5. Положить 111 +++ === n,kkn,kkn,kk hh,xx,PP .  
6. Если ( ) 1det δ<kP или 2δ>kP , то .IPk =  
7. Положить ,1+= kk  перейти к выполнению п.1. 
 Свойства сходимости алгоритма отражены в теоремах 2.4 и 2.5. 
 Теорема 2.4. Пусть f (x) удовлетворяет условию 2.1. Тогда последователь-
ность kx , построенная алгоритмом СПВМ0, сходится к  точке минимума x*, 
для оценки сходимости имеют место неравенства: 

( )kcexp*)]x(f)x(f[*)x(f)x(f k 10 −−≤− , 0c1 1 >> . 
 Теорема 2.5. Пусть f (x) удовлетворяет условию 2.1 и трижды непрерывно 
дифференцируема, собственные значения матрицы ( )*xf ′′  принадлежат отрез-
ку [m, M]. Пусть значения 2121 εεδδ ,,,  выбраны, как в выражениях из М2-М3. То-
гда при достаточно больших ∗→ xxk k  п.н. сверхлинейно. 
 На основе СПВМ0 получены реализации СПВМ1, СПВМ2, СПВМ3. Вы-
числения в алгоритмах организованы так, что они работоспособны при миними-
зации кусочно-линейных функций. Результаты численного исследования свиде-
тельствуют, что алгоритмы СПВМ1 и СПВМ2 превосходят по скорости методы 
Розенброка, Хука-Дживса, деформируемого многогранника и обычные методы 
СП, а методы СПВМ2, СПВМ3 эффективны при минимизации сложных неглад-
ких задач. Основное назначение разработанных методов СП – это решение задач 
минимизации, где нет возможности вычислить градиент или субградиент и нель-
зя применить для решения по условиям гладкости некоторый метод сопряженных 
направлений. 
 Метод минимизации без вычисления производных на основе рассредото-
ченной схемы А-ортогонализации (МСН). Матрицу P назовем А-нормированной, 
если 1=)Ap,p( ii , n,...,i 1= . Для А-нормированной матрицы P определим преоб-
разование V=W(i,j,P) в виде: 

,,...,1,1,...,1,

,,10,)~,~/(~,~ 5.0

niiqpv

jivAvvvpapv

qq

ijiiiij
p
ijijii

+−==

><<=−= ωω
                           (2.6) 

где 5.0)],)(,/[(),()( iijjji
p
ijij AppAppAppaPa == , а ωij  выбирается  по правилу: 

10
,1)(|,|/]1)[(1

,1)(,1
25.02

2

<<






−>+−−

−≤
= δ

δδ

δ
ω

p
ij

p
ij

p
ij

p
ij

ij
aеслиaa

aесли
.      (2.7) 

Матрица V=W(i,j,P) также А-нормированная. Формула (2.7) задает шаг неполной 
релаксации алгоритма обучения (2.6) в случае подозрительно больших значениях 

2)( p
ija . Лемма 2.1 определяет свойство сходимости процесса (2.6) при ограничен-

ной релаксации (2.7), что следует из ограниченности модуля определителя мат-
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риц W(i,j,P) при его росте (2.8).  
 Лемма 2.1. Преобразование (2.6) увеличивает значение определителя: 







−>

−≤−
=

.1)a(если,/|P|

,1)a(если],)a(1/[|P|
|)P,j,i(W|

2p
ij

2p
ij

2p
ij

δδ

δ
                              (2.8) 

 Множество различных пар {(ik,jk),  ik > jk}, расположенных в некотором по-
рядке, общее число которых равно M=n(n-1)/2), будем называть полной последо-
вательностью различных пар. Множество полных последовательностей различ-
ных пар, таких, что {(jk,1),,(jk,jk-1)}∈{(i1,j1),…,(ik,jk)}, k=1,…,n(n-1)/2, будем обо-
значать LP. Если пары берутся из Q ⊂ LP , то применительно к процессу 

Pk+1=W(ik,jk,Pk),   k=1,2,…M,                                         (2.9) 
это означает, что прежде чем вектор с номером jk будет выступать в роли вектора 
для А-ортогонализации других векторов, то прежде он должен быть сам А-
ортогонализован ко всем векторам с меньшими номерами. 
 Глобальные свойства сходимости процесса (2.6) определяются ниже. 
 Теорема 2.6. Пусть матрица P1 А-нормирована и |P1|≠0. Тогда за конечное 
число итераций N процесса (2.9) для пар (ik,jk) из последовательности пар {Q1⊂ 
LP, Q2⊂ LP,…} будет получена матрица PN+1, столбцы которой сопряженные 
векторы. 
 Рассмотрим последовательность пар индексов, удобную для получения ал-
горитма минимизации. Обозначим E1=(1,…n),  El=(l,l+1,…,n, 1,…,l-1),  l=2,…,n. 
Элементы Тli последовательности Тl=(l, l-1, l+1, l-2, l+2,…) получим поочередным 
выбором первого и последнего элементов из El. Последовательность пар 

],....)l,l[],l,l[],l,l([~
l 21111 −++−−=Π  получим расстановкой скобок в Тl. Пере-

становкой индексов в парах lΠ~  получим последовательность lΠ , где первый ин-
декс в паре больше второго. 
 Теорема 2.7. Пусть матрица P1 А-нормирована и |P1|≠0. Тогда за конечное 
число итераций N процесса (2.9) для пар (ik,jk) из {П1, П2,…,Пn, П1, П2,…,Пn,…} бу-
дет получена матрица PN+1, столбцы которой сопряженные векторы. 
 На основании процесса (2.9) разработан алгоритм минимизации вдоль век-
торов МСН, с последовательностью номеров из пар П, с одновременным их пре-
образованием (2.9), где коэффициенты вычисляются как коэффициенты одно-
мерных и двумерных квадратичных моделей. В следующей теореме определяют-
ся свойства алгоритма при минимизации квадратичных функций. 
 Теорема 2.8. Пусть в алгоритме МСН производится точный одномерный 
спуск. Тогда, если минимизируемая функция квадратичная с невырожденной 
матрицей Гессе, то ее минимум будет найден за конечное число итераций. 
 В следующих теоремах установлены свойства сходимости алгоритма при 
минимизации общих функций.  
 Теорема 2.9. Пусть f (x) удовлетворяет условию 2.1. Тогда для последова-
тельности xk, k=1, 2,…, генерируемой алгоритмом МСН при точном одномерном 
спуске, имеет место линейная скорость сходимости. 
 Теорема 2.10. Пусть f (x) удовлетворяет условию 2.1, дважды непрерывно 
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дифференцируема, а ее матрица вторых производных f″(x) удовлетворяет усло-
виям:  m||z||2≤(z,f″(x)z)≤ M||z||2 ∀ z∈Rn,  ||f″(x)-f″(y)||≤ L||x-y||  ∀ х,у∈Rn  (L>0).  
Тогда последовательность {xk}, генерируемая алгоритмом МСН при точном од-
номерном спуске, сходится точке к х* сверхлинейно. 
 Таким образом, в этой главе изложены методы случайного поиска с варьи-
рованием метрики для решения сложных гладких и негладких задач безусловной 
оптимизации; для класса методов минимизации вдоль векторов линейно-
независимой системы получены оценки скорости сходимости на сильновыпуклых 
функциях; разработано семейство алгоритмов обучения метрики, сочетающих 
локальные и глобальные свойства сходимости процесса обучения, и, на этой ос-
нове, получен эффективный метод минимизации без вычисления производных. 
Результаты тестирования и сравнения алгоритма МСН с известными методами 
этого класса устанавливают его высокую эффективность. 
 В третьей главе: на основе формализма теории обучения дается анализ 
схем обучения матриц в квазиньютоновских методах (КНМ); обосновываются их 
ускоряющие свойства; разрабатывается КНМ с двухшаговым алгоритмом обуче-
ния матриц.  
 Вывод и анализ на основе формализма теории обучения симметричных 
формул пересчета матриц. В схеме КНМ метода:  

kkkkk fHxx ′−=+ γ1 ,                                                (3.1) 
( )kkkk yxHHH ,,1 ∆=+ , kkk xxx −=∆ +1 , )x(f)x(fy kkk ∇−∇= +1 ,           (3.2) 

рассчитываются матрицы kB  или kH  – приближения матриц А или 1−= A*H . 
Формулы перерасчета обозначим ( )y,x,HH ∆  или ( )y,x,BB ∆ . Например,  

формула BFGS:     
),(),(

),(1
),(

),,(
xy

xx
xy

Hyy
xy

HxyxHyHyxHH
TTT

∆
∆∆









∆

++
∆
∆+∆

−=∆ .   (3.3) 

На квадратичных функциях выполняются соотношения:  
xAy ∆=   или  y*Hx=∆ ,  где )x(f)xx(fy ∇−∆+∇= , 1−= A*H .           (3.4) 

Векторные равенства (3.4) образуют n обучающих соотношений для строк мат-
риц (в силу симметрии – и для столбцов), для каждой из которых можно приме-
нить алгоритмы обучения, основанные на минимизации показателя качества (1.1). 
Доказано, что одношаговый алгоритм обучения для минимизации показателя 
(1.1) при N=1 в форме невязок kkk r)z(Wr =+1 , где *ccr kk −= , ( )z,z/zzI)z(W T−= , 
применяемый к строкам, либо последовательно к строкам и столбцам матриц, 
приводит к известным формулам пересчета матриц, записанным в форме невязок: 
 1) )(yWRR =+   ( *HHR −= ) – второй метод Бройдена; 
 2) )( xWZZ ∆=+  ( ABZ −= ) – первый метод Бройдена; 
 3) )()( yWRyWR =+   ( *HHR −= ) – формула Дж. Гринстадта ; 
 4) )x(ZW)x(WZ ∆∆=+  ( ABZ −= ) – симметричная формула Пауэлла. 
 Формулы BFGS и DFP выводятся применением преобразований 3) и 4) в 
системе координат с единичной матрицей Гессе квадратичной функции. Анализ 
процессов обучения в методах BFGS и DFP позволяет сделать вывод о более вы-
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сокой степени ортогональности векторов спуска и обучения матриц в методе 
BFGS, что объясняет его преимущества. 
 Ускоряющие свойства квазиньютоновских методов. Обозначим  x* − 
точку минимума функции, f* значение функции в ней. В системе координат    

Pxx̂ =  процесс (3.1)-(3.2) эквивалентен минимизации функции 
( ) ),(ˆ)ˆ( 1 xfxPfx == −ϕ  которая удовлетворяет условию 2.1 с константами  pρ  и pL . 

Определим преобразование ,Vxx̂ =  где V − невырожденная матрица, такое, что 
ppVV L/L/ ρ≥ρ  для всякой невырожденной ( )nn×  – матрицы Р.  

 Теорема 3.1. Пусть функция )x(f  удовлетворяет условию 2.1, H0 − сим-
метричная и строго положительно определенная (n×n) – матрица. Тогда для по-
следовательности ),x(f k  k=0,1,2,..., заданной процессом (3.1)-(3.3), при точном 
одномерном спуске, имеет место оценка: 

( ) ,
m

n
L
nMk

L
exp*ff*ff V

VV

V
k
















 ρ
−−−

ρ
−−≤− 3

54 3

3

0                         (3.5) 

где m и M − соответственно минимальное и максимальное собственные значе-
ния матрицы .PAP T 11

0
−−−  

 Оценка (3.5) получена без предположения существования вторых произ-
водных функции и свидетельствует о наличии ускоряющих свойств КНМ в об-
ласти минимизации в случае, когда существует преобразование координат, обес-
печивающее неравенство L/L/ VV ρ>>ρ 33 , где отношение L/ρ  определяет ско-
рость сходимости метода скорейшего спуска.  
 Квазиньютоновский метод на основе двухшагового алгоритма обучения 
(КНМР). Определим условия на выбор шага kγ  в (3.1): 

Условие 3.1.    ( ) ( )1,0   ,,)()( 11 ∈α−′α+≤ ++ kkkkk xxfxfxf ,                         (3.6) 
)1,(    ),,(),( 111 α∈β−′β≥−′ +++ kkkkkk xxfxxf ,                          (3.7) 

причем выбирается 1=γk , если для него выполнены условия (3.8), (3.9).  
 Алгоритм КНМР основан на преобразованиях матриц в (3.2) для пары век-
торов kx∆ , предварительно преобразованных в сопряженные: 

))y,x/()y,x(u(yuyy~,xuxx~ kkkkkkkkkkkkk ∆∆=−=∆−∆=∆ −−−−− 11111 ,   (3.8) 
)y~,x~,H(HH~ kkkk 11 −−∆= ,      ),,~(1 kkkk yxHHH ∆=+ .                (3.9) 

Преобразования (3.8), (3.9) определяют итерацию двухшагового алгоритма обу-
чения в квазиньютоновских методах. 
 Алгоритм КНМР. 

1. Задать nRx ∈0 , матрицу 00 >H , )6/1,0(∈ε . Положить 0=k , 00 =q . Вы-
числить )( 00 xff ′=′ .  
2. Найти новое приближение минимума kkkkk fHxx ′−=+ γ1 , где шаг kγ  удов-
летворяет условию 3.1. Положить 11 +=+ kk qq .  
3. Вычислить )(1 kk xff ′=′+ , kkk xxx −=∆ +1 , kkk ffy ′−′= +1 . Если 0|||| 1 =′+kf , то 
останов. 
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4. Если    21 ≥+kq , и 22/1

111 1)],)(,/[(|),(| ε−<∆∆∆ −−− kkkkkk yxyxyx ,              (3. 10) 
 то перейти на п. 5,  иначе положить ),,(1 kkkk yxHHH ∆=+  и перейти на п.6. 
5. Положить 01 =+kq  и провести преобразования (3.8), (3.9). 
6. Положить 1+= kk . Если выполнен критерий останова, то закончить вы-
числения, иначе перейти на п. 2. 

 В работе изучаются способы наращивания размерности подпространства 
выполнимости квазиньютоновского соотношения при условии применения 
двухшагового алгоритма обучения (3.8), (3.9). Обоснованы следующие свойства 
КНМ на квадратичных функциях: 
1. Размерность подпространства минимизации Mn  сокращается по мере роста 

размерности подпространства выполнения квазиньютоновского соотношения 
KCn , причем KCM nnn −+≤ 1 . 

2. Размерность подпространства выполнения квазиньютоновского соотношения 
в процессе работы КНМ не убывает. 

3. Отдельные итерации с точным одномерным спуском повышают на единицу 
размерность подпространства квазиньютоновского соотношения. 

4. Отдельные включения итераций с преобразованием матриц для пар сопряжен-
ных векторов, полученных из линейно-независимых пар векторов спуска, по-
вышают на единицу размерность подпространства квазиньютоновского соот-
ношения. 

 Следствия отмеченных свойств изложены в теоремах 3.2, 3.3. 
 Теорема 3.2. Для решения задачи минимизации квадратичной функции за 
конечное число итераций процесса (3.1)−(3.3), при условии 3.1 на одномерный 
спуск, достаточно не более )n( 1− − го включения пар последовательных итера-
ций {(3.1)−(3.3)} и {(3.1), (3.8), (3.9)}, причем решение, если оно не получено ранее, 
обязательно будет получено на следующей итерации после )n( 1− − го включения. 
 Теорема 3.3. Для решения задачи минимизации квадратичной функции за 
конечное число итераций процесса(3.1) − (3.3), при условии 3.1 на одномерный 
спуск, достаточно не более )n( 1− − го включения итераций {(3.1) − (3.3)} с точ-
ным одномерным спуском, причем решение, если оно не получено ранее, обяза-
тельно будет получено на второй итерации после )n( 1− − го включения. 
 Результаты теорем 3.2, 3.3 свидетельствуют о возможности применения 
приемов увеличения размерности подпространства выполнения КНС в произ-
вольные моменты, что позволяет разработать устойчивые к ошибкам методы. 
 В § 3.6 дается обоснование квазиньютоновского метода на основе двухша-
говых схем обучения матриц.  
 Теорема 3.4. Алгоритм КНМР с параметром 0=ε  позволяет решить за-
дачу минимизации квадратичной функции с невырожденной матрицей вторых 
производных за число итераций, не превосходящее [2(n-1)+1]. 
 Теорема 3.5. Пусть алгоритмом КНМР решается задача минимизации 
квадратичной функции с невырожденной матрицей вторых производных. Тогда 
решение будет найдено за конечное число итераций. 
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 Таким образом, применение конечного числа шагов двухшагового алго-
ритма обучения матриц приводит к конечному окончанию процесса минимиза-
ции. Отметим, что в обычной задаче обучения линейной модели, в отличие от 
квазиньютоновских методов, двухшаговые алгоритмы минимизации показателя 
качества обучения не обеспечивают конечности процесса обучения.  
 Численное исследование на многомерных тестах алгоритма КНМР и ква-
зиньютоновского метода с формулой BFGS свидетельствует о преимуществе ал-
горитма КНМР, которое существенно на функциях с высокой степенью вырож-
денности при больших размерностях.  
 Таким образом, в этой главе формализм теории обучения применен в ква-
зиньютоновских методах для построения алгоритмов обучения, обладающих ло-
кальными и глобальными свойствами сходимости. Одношаговый алгоритм обу-
чения в квазиньютоновских методах приводит к известным способам преобразо-
вания матриц, а двухшаговый – обеспечивают конечную сходимость метода при 
неточном одномерном спуске. 
 В четвертой главе разрабатываются и обосновываются эффективные алго-
ритмы обучения, реализующие сходящиеся локальные стратегии обучения в ре-
лаксационных субградиентных методах (РСМ) типа «сопряженных субградиен-
тов», которые, в случае минимизации квадратичных функций, реализуют гло-
бальные стратегии обучения. РСМ – это пример класса методов, где применение 
теории обучения позволило построить ряд методов оптимизации, эффективных 
на гладких и негладких задачах минимизации, в том числе и невыпуклых. 
 Подход построения эффективных алгоритмов обучения в релаксацион-
ных субградиентных методах типа «сопряженных субградиентов». Для реше-
ния задачи минимизации функции f(x) в процессах ε-субградиентного типа  

)(minarg, 111 +++ −=−= iiiiiii sxfsxx γγγ
γ

, 

направление si+1 выбирают из множества )G(S  решений неравенств:  
Gg,)g,s( ∈∀> 0 ,               где G= )( ixfε∂ .                          (4.1) 

В диссертации направления спуска в РСМ выбирается как одно из решений нера-
венств (4.1). Если множество nRG ⊂  принадлежит некоторой гиперплоскости, 
тогда решение системы неравенств можно получить, решая равенства 

)(1),( Gggs ∈∀=  методами теории обучения. В работе для этих целей использу-
ются одношаговый и двухшаговый алгоритмы минимизации показателя (1.1) и 
одношаговый алгоритм обучения с растяжением пространства. Для построения 
новых методов негладкой минимизации на их основе создано несколько методов 
решения неравенств, обладающих конечной сходимостью на отделимых множе-
ствах, изложение которых приводится ниже. К числу подобных методов принад-
лежит и одноранговое семейство РСМ, частным случаем которого является из-
вестный эвристический r – алгоритм Н.З.Шора.  
 Одношаговый алгоритм обучения с растяжением пространства      
(ОАОР) – это алгоритм обучения (1.2), записанный в виде:  
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),(
)],([

1
iii

iii
iiii gHg

gsygHss −
+=+ ,    

),(
)11( 21

iii

T
i

T
iii

ii gHg
HggHHH

α
−−=+   ( 1≥α ).   (4.2)  

 Задача 4.1. По данным n
i Rg ∈ , 1Ryi ∈ , ,,,,i K210=  процесса iii gsy ξ+= ∗ ),( , 

где iξ  – ошибка, найти вектор неизвестных параметров .nRs ∈∗  

 Предположение 4.1. Пусть для n
i Rs ∈  векторы ig  и значения 

iii gsy ξ+= ∗ ),(  задачи 4.1 удовлетворяют соотношениям: 
0222 >≥∆∆∆= q)gg)(()g,(q iiiiiii , где *ssii −=∆ ,                       (4.3) 

122 <≤ λλi , где ( ) ( ) 1−−−=λ ∗ )]sg(s,g/[]ys,g[ iiiiiii .                    (4.4) 
 Сформулируем свойства сходимости процесса (4.2). 
 Теорема 4.1. Пусть последовательность { }is  – результат процесса (4.2), 

0≠ig  для ,,2,1,0 L=i  IHRs n =∈ 00 , . Тогда, если выполнены условия (4.3), 

(4.4): 022 >≥ qqi , 122 <≤ λλi  и 22 /11 λα ≤≤ , то  имеет место оценка: 

)1(
)1)(,(

),(min /22

2
00

10 −

−∆∆
≤∆∆

−≤≤ nijjij nq
i

α
α ,  1≥i .                             (4.5) 

 Получим оценку скорости сходимости одношагового алгоритма обучения 
(ОАО): 

)gH,g/()]g,s(y[gss iiiiiiiii −+=+1 ,                               (4.6)  
на основе которого будет получен метод решения неравенств (ОАОН) и метод 
минимизации (РСМК). 
 Теорема 4.2. Пусть последовательность { }is  – результат процесса (4.6) 
решения задачи 4.1, 0≠ig  для ,,2,1,0 L=i n

o Rs ∈ . Тогда, если выполнены усло-

вия  (4.3), (4.4), имеет место оценка: i
ii q ))1(1)(,(),( 22

00 λ−−∆∆≤∆∆ . 
 Результаты теорем 4.1, 4.2 устанавливают преимущество в скорости сходи-
мости алгоритма ОАОР сравнительно с алгоритмом ОАО. 
 Одношаговый алгоритм обучения с растяжением пространства для 
решения множества неравенств (ОАОРН) является распространением алго-
ритма ОАОР на задачу решения неравенств (4.1). Обозначим: )(Gη  – вектор ми-
нимальной длины из G, ||)G(||)G(G η=ρ≡ρ , ||g||max)G(RR

GgG
∈

=≡ , GG /)G( ρη=µ , 

GG /s ρµ=∗ , )g,(max)G(RR GGgSS µ=≡
∈

, SG R/)G(r ρ= , GG R/)G(v ρ= , 

}||xz|||Rz{)x(S n δ≤−∈=δ . 
 Предположение 4.2. Множество G  выпуклое, замкнутое, ограниченное  

)( ∞<GR  и удовлетворяет условию отделимости, то есть 0>Gρ .  
 Следующая теорема позволяет свести задачу нахождения ( )GSs∈  к задаче 
4.1 и обосновать применимость алгоритмов ОАО и ОАОР для ее решения.  
 Теорема 4.3. Пусть для множества G  выполнено предположение 4.2 и из-
вестно некоторое приближение )( *

0
sSsi δ∈  искомого вектора  GG

* /s ρµ= . Тогда 
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для текущего приближения si вектор Ggi ∈  и величина 1=iy  в задаче 4.1 с ис-
комым вектором s* удовлетворяют условиям (4.3), (4.4): 
1) если ( ) 0, ≤ii gs , причем справедливы оценки: ( )2222

0
2 /1,/1 SGG RRq ρλδ −== ;  

2) если (si, gi)<1,  причем справедливы оценки: q2=0,    λ2=1. 
 Алгоритм ОАОРН для решения неравенств. 
1. Положить i=0. Задать .,1, 00 IHRs n =>∈ α  
2. Найти Ggi ∈ , удовлетворяющий условию 0),( ≤ii gs , если такого вектора не 
существует, то ( )GSsi ∈ , закончить работу алгоритма. 

3. Получить новое приближение ),,(1 iiii HgsVs =+  и ),(1 iii HgHH =+ , где  

),/()],(1[),,( HgggsHgsHgsV −+= ,   ),/()/11(),( 2 HggHHggHHgH TTα−−= . 
4. Положить i=i+1. Перейти на пункт 2. 
 Приведем оценку скорости сходимости алгоритма ОАОРН.  
 Теорема 4.4. Пусть множество G удовлетворяет предположению 4.2, а  
последовательность { }is  генерируется алгоритмом ОАОРН при условии: 

222 /1)/1/(11 λρα =−≤< sG R . Тогда вектор ( )GSsi ∈  будет получен за конечное 
число итераций, причем пока )(GSsi ∉ : а) для величин iq  и iλ  выполнены условия 

(4.3), (4.4) с  параметрами 2q и 2λ равными: ( )2222
0

2 /1,/1 SGG RRq ρλ −=∆= ; б) 
для сходимости *

i ss →  имеет место оценка (4.5). 
 РСМ с растяжением пространства в направлении субградиента (МРП) 
основан на методе решения неравенств ОАОРН.  

Алгоритм МРП (rg). 
1. Задать начальное приближение IH =0 , nRx ∈0 , 00 =s , целые 
   00 === qik , параметр  1>α . Вычислить )( 00 xfg ∂∈ . Задать последователь-
ности εj ≥0, σj ≥0, j=0, 1,….  
2. Если gi=0, то закончить вычисления. 
3. Если 2

kiii )gH,g( ε≤  или 2
kiiiii )g,g/()gH,g( σ≤ , то произвести обновление  

IHsiqkk iik ===+= ,0,,1 , ik xz = . 
4. Получить новое приближение:   )H,g,s(Vs iiii =+1 ,  )H,g(HH iii =+1 . 
5. Вычислить новое приближение: 11 ++ γ−= iiii sxx , )sx(fminarg iii 1+

γ
γ−=γ . 

6. Вычислить субградиент gi+1∈∂f(xi+1), исходя из условия  (gi+1, si+1)≤0.  
 7. Положить i=i+1,  перейти на пункт 2. 
 Свойства сходимости алгоритма определены в теоремах 4.5-4.7. Обозна-
чим: ))x(f()x(d ∂ρ= , ∗x  – точку минимума функции, ∗x  – предельные точки по-
следовательности ∞

== 1}{ kqk k
xz , генерируемой алгоритмом gr . Определим свой-

ства сходимости алгоритма в окрестность минимума. 
 Теорема 4.5. Пусть функция )x(f  строго выпукла на nR , множество 
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)x(D 0  ограничено, на )( 0xD  при  *xx ≠ ,  00 >≥∂ r))x(f(r , параметр α алгоритма 

gr  удовлетворяет соотношению:  )r1/(1)r1/(11 0−<−=< αα . Тогда, если 

0Ek =ε ,    0Σ=σk ,  то  0000 2 d}Q,Emax{)x(d * ≡Σ≤ , где  )x(RmaxQ
)x(Dx 0

0
∈

= . 

 На основе теоремы 4.5 формулируются условия сходимости алгоритма.  
 Теорема 4.6. Пусть выполнены предположения теоремы 4.5, и функция 

)x(f  на множестве )( 0xD , *xx ≠  удовлетворяет условию 00 >≥∂ v))x(f(v . То-
гда, если 0=kε ,    4/00 vk ≤Σ=σ ,  то любая предельная точка последователь-
ности  }{ kz  является точкой минимума на nR . 
 Теорема 4.7. Пусть выполнены предположения теоремы 4.5. Тогда, если  

0→εk ,  0→σk ,  то любая предельная точка последовательности  }z{ k  являет-
ся точкой минимума на nR . 
 Связь алгоритма МРП с методом сопряженных градиентов (МСГ). 
 Теорема 4.8.  Пусть функция f(x) квадратичная и в МРП 10 ≥α= ,IH .. То-
гда, если начальные точки алгоритмов МРП и МСГ  совпадают, то, при  n≥k≥0, 
до тех пор, пока 0≠kg , оба процесса генерируют совпадающие последователь-
ные приближения. 
 Метод решения неравенств на основе одношагового алгоритма обуче-
ния (ОАОН):  
1. Положить 0=i . Задать nRs ∈0 .  
9.  Найти Ggi ∈  при условии 0),( ≤ii gs , если такого вектора не существует, то 

( )GSsi ∈ , закончить работу алгоритма. 

10. Получить 1+is  по формуле (1.1) при 1=iy :  
),(

)],(1[
1

ii

ii
iii gg

gsgss −
+=+ . 

1.  Положить 1+= ii . Перейти на пункт 2. 
 Дадим оценку скорости сходимости ∗→ ssi . 
 Теорема 4.9. Пусть множество G удовлетворяет предположению 4.2. То-
гда для оценки скорости сходимости к точке ∗s последовательности }{ is , гене-
рируемой алгоритмом А1 до момента останова, справедливо соотношение: 

221
0

2
GGi R/i)||s(||||ss|| −ρ+≤− −∗ , а при некотором значении i , удовлетворяющем 

неравенству 121
0

2 +ρ+≡≤ −∗ )||s(||Rii GG , будет получен вектор )G(Ssi ∈ . 
 Алгоритм минимизации (РСМК) на основе алгоритма ОАОН:  
 Задать начальное приближение  nRx ∈0 , целые 0== ik . 
1. Положить 0,0,,1 =Σ==+= iik siqkk . 
2.  Задать kε , km . 
1.  Вычислить )( ii xfg ∂∈  такой, что 0),( ≤ii sg . Если 0=ig , то останов. 
2.  Найти новое приближение направления спуска: )g,g/()]g,s([gss iiiiiii −+=+ 11 . 
3.  Вычислить новое приближение критерия: 1

1 ),( −
+ +Σ=Σ iiii gg . 
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4.  Вычислить:  ,sxx iiii 11 ++ γ−=     )sx(fminarg iii 1−

γ
γ−=γ . 

7.  Положить 1+= ii . Если ki ε<Σ1  или  kk mqi >− , то перейти на пункт 1. 
8.  Перейти на пункт 3. 
 Определим свойства сходимости алгоритма в окрестность минимума. 
 Теорема 4.10. Пусть функция )(xf строго выпукла на nR , множество 

)( 0xD  ограничено и параметры kε , km , задаваемые в пункте 2 алгоритма 
РСМК, фиксированы: 00 >=ε Ek ,  0Mmk = . Тогда, если ∗x – предельная точка по-
следовательности ∞

=1}{ kqk
x , генерируемой алгоритмом РСМК, то 

0000 d}M/)x(R,Emax{)x(d ≡≤∗ ,  где ||v||maxmax)x(R
)x(fv)x(Dx ∂∈∈

=
0

0 . В частности, 

если 2
00

2
0

−≥ E)x(RM , то 0E)x(d ≤∗ . 
 На основе теоремы 4.10 формулируются условия сходимости алгоритма.  
 Теорема 4.11. Пусть функция )(xf  строго выпукла, множество )( 0xD ог-
раничено и  ∞→→ε kk m,0 . Тогда любая предельная точка последовательности  

}x{
kq , генерируемая алгоритмом РСМК, является точкой минимума функции 

)x(f на nR . 
 Связь алгоритмов РСМК и сопряженных градиентов. 
 Теорема 4.13.  Пусть множество })x(f)x(fRx{)x(D n

00 ≤∈=  ограничено 
и функция f(x) строго выпукла и непрерывно дифференцируема в Rn.. Тогда, если 
начальные точки алгоритмов РСМК и МСГ совпадают,  то при n≥ k ≥ 0 оба про-
цесса генерируют совпадающие последовательные приближения. 
 Разработана эффективная технология реализации РСМ, которая позволяет 
создавать надежные реализации РСМ методов. Разработаны и численно исследо-
ваны реализации алгоритмов МРП и РСМК. Результаты тестирования свидетель-
ствуют о высокой эффективности и надежности (получено решение всех тесто-
вых задач) предложенных методов при решении сложных гладких и негладких 
задач минимизации, в том числе и невыпуклых.  
 Таким образом, обучающие соотношения в субградиентных методах сфор-
мулированы в виде задачи решения неравенств, которая, в свою очередь, сведена 
к задаче решения равенств с ошибками. Это позволило использовать одношаго-
вый и двухшаговый алгоритмы обучения для построения РСМ. На этой основе 
построен метод сопряженных субградиентов РСМК, сходящийся на негладких 
функциях и конечный на квадратичных функциях.  
 Применение многошаговых алгоритмов теории обучения позволило полу-
чить алгоритмы обучения с растяжением пространства: алгоритм для решения 
множества равенств; алгоритм для решения неравенств на отделимых множест-
вах. На основе алгоритма решения неравенств разработан новый релаксационный 
субградиентный метод с растяжением пространства в направлении субградиента 
МРП для решения сложных задач оптимизации, сходящийся на негладких функ-
циях и конечный на квадратичных функциях. 
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 В пятой главе получено одноранговое семейство релаксационных субгра-
диентных методов, полюсами которого являются r-алгоритм и модификация ал-
горитма Вульфа – метод сопряженных субградиентов с растяжением пространст-
ва. Здесь теория обучения является одной из компонент, приведших к построе-
нию семейства методов минимизации.  
 Метод сопряженных субградиентов с растяжением пространства 
(AWM(α)). Для множества G и вектора g введем подмножество 

}0),(|{),( ≤∈= ugGugGU . Для векторов g и u определим вектор:  
yg)g,u(gW β+=0 ,   где  guy −= ,    )y,y/()g,y(−=β .                    (5.1) 

Если )g,G(Uu∈ , то )g,u(gW
0  принадлежит оболочке векторов g и u.  

 Из алгоритма минимизации Ф. Вульфа выделим метод решения нера-
венств (AW):    Gg ∈0 .  Найти  )u,g(gg ii

W
i 10 −= ,  пока ∃ )g,G(Uu ii 1−∈ , i=0,1,… . 

 Теорема 5.1 Пусть множество G удовлетворяет предположению 4.2. То-
гда алгоритм AW находит  решение )G(Sgi ∈  неравенств (4.1) за конечное число 
итераций, которое не превосходит минимального целого i, удовлетворяющего 
неравенству: ( ) ( ))R/(lnR/lni 22222 1 +ρρ−ρ> .  
 Алгоритм обучения (4.2) применим к модифицированной системе равенств 
{ 1)g,s(,1k,...,1,0i,0)y,s( ki =−==  ( i1ii ggy −= + )}, полученной из равенств 
{ 1=)g,s( i ,  i=0,1,…k}, и распространим на решение неравенств. В результате при-
дем к алгоритму решения неравенств (AR(α)), содержащемуся в схеме r-
алгоритма: 

iii gHs = , iii ggy −= +1 , )s,G(Ug ii ∈+1 ,                                 (5.2) 

)yH,y(
HyyH)/(HH

iii

T
i

T
iii

ii
2

1 11 α−−=+ ,                                        (5.3) 

 Теорема 5.2. Пусть множество G удовлетворяет предположению 4.2 и 
GSR ρ= . Тогда при 12 >α  алгоритм AR(α) находит решение is  неравенств (4.1) 

за конечное число итераций.  
 Алгоритм решения неравенств на основе выбора ближайшего к началу 
координат вектора в текущей метрике (AW(α)) получим, объединяя алгорит-
мы AW и AR(α): 

3.  Положить i=0. Задать .,1 0 IH =>α Выбрать произвольно Gg ∈0 . 
4.  Найти Gui ∈ , такой, что 0),( ≤iii guH .Если такого вектора не сущест-
вует, то ( )GSgH ii ∈ , закончить работу алгоритма. 

5.  Вычислить iii guy −= и получить приближение матрицы по формуле 
(5.3): 

6.  Выбрать ),(1 ii
W

i uggg =+ , где { iiiii
W yg)y,g(g β+= , 

)y,yH(
)g,yH(

iii

iii
i −=β }. 

7.  Положить i=i+1. Перейти на пункт 2. 
 Теорема 5.3. Пусть множество G удовлетворяет предположению 4.2 и 

GSR ρ= . Тогда при 12 >α  алгоритм AW(α) находит решение неравенств (4.1) за 
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конечное число итераций. 
 Метод сопряженных субградиентов с растяжением пространства 
AWM(α) получим, используя алгоритм решения неравенств AW(α),: 
1. Задать начальное приближение IH =0 , nRx ∈0 , параметрα >1. Вычис-
лить )x(fg 00 ∂∈ . Если g0=0, то x0 точка минимума, закончить вычисления.  
2. Для i =0,1,2, …, выполнить действия: 

2.1. iiii sxx γ−=+1 ,    )(minarg iii sxf γ−=γ
γ

,  iii gHs = . 

2.2. Найти субградиент  )( 11 ++ ∂∈ ii xfu  такой, что 0),( 1 ≤+ ii su .  
2.3. Если i не кратно m, то вычислить: iii guy −= +1 , )y,g(gg ii

W
i =+1 , и 

выполнить (5.3), в противном случае: IH =0 , 11 ++ = ii ug . 
 Теорема 5.4. На квадратичной функции алгоритм AWM(α), 1≥α , и метод 
сопряженных градиентов, при равенстве их начальных точек и циклов обновле-
ния m≤ n, генерируют одинаковые приближения минимума для i ≤ m. 
 Одноранговое семейство релаксационных субградиентных методов с 
растяжением пространства (ARWM(α, ∆)). Обозначим A(α) – общий алго-
ритм решения неравенств, получаемый из AW(α) замененой пункта 4:  

{4. Выбрать произвольно Ggi ∈+1 }. 
 Обозначим: 2)]1/()1[()( GG rrr +−=θ=θ  и θ−α+=θα= )1(1),( 2QQ . В сле-
дующей теореме дается обоснование сходимости алгоритма A(α).  
 Теорема 5.5. Пусть множество G удовлетворяет предположению 4.2 и       
θ <1/n. Тогда при θ≤α< n/11 2  алгоритм A(α) находит решение неравенств (4.1) 
за конечное число итераций, которое не превосходит минимального целого i, 

удовлетворяющего неравенству 
)1(

)1(41 /22

22

−αρ

−α
> ni

G

i
G

n
QiR .  

 Введем зависимости: 22 11 )/()()( ω+ω−=ωθ , )/()()( // 2121 11 θ+θ−=θω . 
Установим зависимость параметров алгоритма A(α) от характеристик множества 
G, обеспечивающую его сходимость за конечное число итераций. 
 Теорема 5.6. Пусть множество G удовлетворяет предположению 4.2, 
θ(rG)<1/n и задано некоторое θ*, удовлетворяющее неравенству: nrG /1*)( <θ<θ . 
Тогда при */11 2 θ≤α< n , 2/* ∆ρ=ε≤ε G , где ∆= rG –r*, r*= ω(θ*), алгоритм A(α) 
находит решение неравенств (4.1) на множестве )G(Sε за конечное число ите-
раций, которое не превосходит минимального целого i, удовлетворяющего нера-

венству:          
)(nv

*)],(Q)[(i

)(n

*)],(Q)[(iR
n/i

G

i

n/i
G

i
G

1

136

1

136
1

22

2

22

22

−α

θα−α
=

−αρ

θα−α
> . 

 Алгоритмы решения неравенств AR(α), AW(α) отличаются от A(α) конкре-
тизацией пункта 4. В AR(α) он имеет следующий вид: {4. Задать ii ug =+1 }. Се-
мейство алгоритмов решения неравенств ARW(α,∆) получим из алгоритма 
A(α), заменив в нем пункт 4:  
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{4. Задать )(u)()u,g(gg iii

W
i 1011 ≤∆≤⋅∆−+⋅∆=+ }. 

 Одноранговое семейство релаксационных субградиентных методов с 
растяжением пространства ARWM(α,∆) на основе алгоритм ARW(α,∆): 
1. Задать IH =0 , nRx ∈0 , целые i=0, m0=0, N – период обновления, α >1, 0≤∆ ≤ 1. 
Вычислить )( 00 xfg ∂∈ . Если g0=0, то x0 точка минимума, останов.  
2.  iii gHs =+1 ,     11 ++ γ−= iiii sxx ,  )(minarg 1+

γ
γ−=γ iii sxf . 

3. Вычислить ui∈∂f(xi+1), (ui, si+1) ≤ 0. Если ui=0, то xi+1 – точка минимума, оста-
нов. 
4. Если i - mi ≥ N,  то: mi+1 = i, ii ug =+1 ,  IHi =+1 ; перейти на пункт 7. 

5. Вычислить: iii guy −= , 
),(
),(

iii

iii
i yyH

gyH
−=β , iii

W
i ygg β+=+1 . Если 01 =+

W
ig , то: про-

извести обновление {  mi+1 = i, ii ug =+1 , IHi =+1 } и перейти на пункт 7. 
6. Положить mi+1 = mi , вычислить:  

   ii
W

i ugg ⋅∆−+⋅∆= ++ )1(11 ,    
),(

)/11( 2
1

iii

T
i

T
iii

ii yHy
HyyHHH α−−=+ . 

7. Положить i=i+1,  перейти на пункт 2.  
 Обозначим ik , k=0,1,…, – индексы i, при которых происходит обновление в 
пунктах 4 или 5. Обозначим kz  – точки 

kix , ∗x  – точку минимума функции, ∗x  – 

дельные точки последовательности ∞
=1}{ kkz . 

 Теорема 5.7. Пусть множество )( 0xD  ограничено, функция f(x) строго 
выпуклая на Rn, и на )( 0xD  при *xx ≠ , ее характеристики удовлетворяют соот-
ношениям: n/)))x(f(r( 10 <θ≤∂θ , 00 >≥∂ v))x(f(v , где θ0 и v0 некоторые кон-
станты. Пусть задано некоторое θ*, такое, что n/1*0 <θ<θ . Тогда при пара-
метрах алгоритма минимизации ARWM(α, ∆): */11 2 θ≤α< n , N >2 N(v0,θ*), где 
N(v0,θ*) – минимальное целое i, удовлетворяющее неравенству 

)(nv
*)],(Q)[(i

n/i

i

1
1361 22

0

2

−α
θα−α

> , любая предельная точка последовательности }z{ k  яв-

ляется точкой минимума. 
 Алгоритмы однорангового семейства РСМ с растяжением пространства и, в 
частности алгоритм rОМ, были реализованы и исследованы. Результаты тестиро-
вания свидетельствуют о высокой эффективности и надежности (получено реше-
ние всех тестовых задач) предложенных методов при решении сложных гладких 
и негладких задач минимизации, в том числе и невыпуклых.  
 Оценки скорости сходимости r-алгоритма при конечных значениях па-
раметра растяжения пространства. Последовательные приближения r-
алгоритма строятся по формулам: 

xk+1 = xk + γk rk,   rk = - Hk f ′(xk),  ),(minarg
0

kkk rxf γ+=γ
>γ

              (5.4) 
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,
)y,yH(

HyyHHH
kkk

T
k

T
kkk

kk β−=+1    ),()( 1 kkk xfxfy ′−′= +    )1,0(∈β ,   (5.5) 

где x0 − заданная начальная точка, Н0 > 0. Обозначим через х* – точку минимума 
функции f(х), f∗ = f(x*),       fk = f(xk),  µk = fk - f∗ ,       fk′ = f ′( xk).  
 В системе координат Pxx̂ =  процесс (5.4)-(5.5) эквивалентен минимизации 
функции ( ) ),x(fx̂Pf)x̂( ==ϕ −1  которая удовлетворяет условию 2.1 с константами 

 pρ , pL . Определим преобразование ,Vxx̂ =  где V − невырожденная матрица, та-
кое, что ppVV L/L/ ρ≥ρ  для всякой невырожденной ( )nn×  – матрицы Р. В сле-
дующей теореме обосновываются ускоряющие свойства r-алгоритма. 
 Теорема 5.8. Пусть функция f(х) удовлетворяет условию А. Тогда для по-
следовательности {fk}, k = 0,1,2,…, заданной процессом (5.4) – (5.5) с матрицей 
Н0, удовлетворяющей условию nRzM)z,z/()z,zH(m ∈∀≤≤ 000 , имеет место 
оценка: 
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01 ,                       (5.6) 

где m и M – соответственно минимальное и максимальное собственные значения 
матрицы TVVHH 00 = . 
 Таким образом, применение алгоритма обучения с растяжением простран-
ства позволило получить новый матричный алгоритм обучения для решения не-
равенств и тем самым предсказать наличие метода решения неравенств в r-
алгоритме. На этой основе построено одноранговое семейство релаксационных 
субградиентных методов, полюсами которого являются эвристический r-
алгоритм Н. З. Шора и новый метод Ф. Вульфа в метрике, относимые ранее к раз-
личным классам. Обоснованы ускоряющие свойства r-алгоритма при конечных 
значениях параметра растяжения пространства. Разработана эффективная реали-
зация алгоритмов семейства, проведено их численное исследование и сравнение с 
известными методами.  
 В шестой главе разрабатывается программный комплекс релаксационных 
методов безусловной оптимизациии (ПКРМО) и приводятся примеры их прило-
жений в задачах математического моделирования. 
 Программный комплекс ПКРМО включает прямые методы (СПО (§ 2.4) – 
алгоритм случайного поиска с оптимизацией параметров адаптации шага; СПМ 
(§ 2.4) – алгоритм СП с пространственной адаптацией шага; СПВМ1, СПВМ2, 
СПВМ3 (§ 2.5) – методы СП с варьированием метрики; МСН (§ 2.6) – метод ми-
нимизации без вычисления производных на основе рассредоточенной схемы А-
ортогонализации), градиентные методы (КНМ –квазиньютоновский метод мини-
мизации с формулой BFGS; КНМР (§ 3.6) – квазиньютоновский метод минимиза-
ции на основе двухшагового алгоритма обучения; МСГ – метод сопряженных 
градиентов; МСГП – модификация метода сопряженных градиентов, предложен-
ная Б. Т. Поляком), субградиентные методы (РСМК (гл. 4) – метод сопряженных 
субградиентов для минимизации негладких функций высокой размерности; МРП 
(§4.8) – метод с растяжением пространства в направлении субградиента; 
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ARWMОМ(α, ∆) (гл. 5) – одноранговое семейство релаксационных субградиент-
ных методов; rОМ(α) (гл. 5) – r-алгоритм, который является частным случаем се-
мейства алгоритмов ARWM(α, ∆) при ∆=0).  
 Среди представленных методов для решения задач минимизации большой 
размерности применимы методы сопряженных градиентов (МСГ, МСГП) и метод 
сопряженных субградиентов РСМК. Отмеченные методы не всегда справляются 
с задачами в случае высокой степени вырожденности функции. С целью испыта-
ния возможностей методов с изменением метрики пространства на сложных за-
дачах высокой размерности были решены известные тестовые задачи при раз-
мерности n=1000 квазиньютоновскими (КНМ, КНМР) и субградиентными (МРП, 
rОМ(α)) методами. Во всех методах в каждой точке функция и субградиент вы-
числялись одновременно. В табл. 6.1 приведено количество затраченных методом 
вычислений функции и субградиента, которое соответствует моменту выполне-
ния условия ε≤− *ffk . 

 Таблица 6.1.  
Функции (n=1000) Точность ε  rОМ(α) МРП КНМ КНМР 

)(1 xf  10-10 921 1688 3059 1792 
)(2 xf  10-5 2179 541 2116 1234 
)(3 xf  10-4 40738 18088 – – 

 
 Субградиентными методами получено решение задачи минимизации не-
гладкой функции )||(max)( 3

1
3 ixxf ini≤≤

= , степень вырожденности которой соответ-

ствует квадратичной форме с числом обусловленности 1018, что, вместе с неглад-
костью, создает значительные сложности для метода минимизации. На гладких 
функциях )(1 xf , )(2 xf  они конкурентоспособны с квазиньютоновскими методами. 
Методы с изменением метрики пространства комплекса ПКРМО эффективны при 
решении сложных гладких и негладких задач высокой размерности. 
 Анализ методов ПКРМО показывает, что они обеспечивают возможность 
решения задач безусловной оптимизации с различными типами и степенями 
сложности (высокая степень вырожденности, негладкость, невыпуклость, высо-
кая размерность). 
 Алгоритмы программного комплекса ПКРМО, в силу возможности эффек-
тивно решать негладкие невыпуклые задачи, являются надежным средством реа-
лизации методов оценивания параметров математических моделей, например ме-
тода наименьших квадратов и метода наименьших модулей. Методы ПКРМО 
обеспечивают широкие возможности реализации схем поиска математической 
модели методами оптимизации. Дадим краткое описание прикладных задач по-
строения математических моделей по экспериментальным данным, которые ре-
шены в диссертации. 
 Комплекс математических моделей коэффициента поглощения сол-
нечной радиации (КПСР) терморегулирующих покрытий (ТРП). Оценка рабо-
тоспособности ТРП в условиях длительной эксплуатации представляет собой 
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важную практическую задачу, которая не поддается решению аналитическими 
методами. Поэтому возникает необходимость проведения ускоренных испытаний 
в условиях повышенной интенсивности облучения с последующей их интерпре-
тацией с помощью методов математического моделирования. В этой связи возни-
кает необходимость разработки комплекса математических моделей (ММ) опти-
ческой деградации ТРП, учитывающих возможные закономерности деградации 
широкого класса ТРП. Изменение коэффициента поглощения as необходимо 
представить в виде модели )T,J,t,x(aS∆ , где x  – вектор неизвестных параметров, 

T,J,t  – соответственно время, интенсивность и температура облучения.  
 В результате анализа существующих моделей прогнозирования оптической 
деградации ТРП КЛА, экспериментальных наблюдений за образованием радиа-
ционных дефектов и центрами оптического поглощения и многолетнего опыта 
разработки математических моделей для конкретных покрытий сформировано 
множество альтернативных моделей для описания изменений КПСР ТРП, каждая 
из моделей которого включает в себя определенное число составляющих двух 
видов 4,...1,6,...1),,,,(),,,,( == jiTJtxFFTJtxF ji .  
 Предварительные расчеты на имеющемся множестве экспериментальных 
данных показали, что для описания экспериментальных данных достаточно при-
сутствия в модели только двух составляющих, причем наилучшие сочетания об-
разуются по формулам:  

416154 ,...j,,...i,FFxFx)T,J,t,x(a jiS ==+=∆ .                       (6.1) 
Модели вида (6.1) представляют множество для поиска эффективной модели для 
прогнозирования. 
 Схема долгосрочного прогнозирования изменений КПСР ТРП космиче-
ских летательных аппаратов (КЛА) по данным лабораторных испытаний. Задача 
долгосрочного прогнозирования состоит в предсказании значения as при задан-
ном постоянном режиме облучения для заданного времени облучения. Комплекс 
ММ может быть использован для прогнозирования оптической деградации ТРП 
на реальных орбитах. Для этого необходимо проведение наземных испытаний и 
определение изменений коэффициента поглощения Sa  в условиях, имитирующих 
условия орбиты, расчет коэффициентов комплекса математических моделей, вы-
бор «наилучшей» модели. Коэффициенты моделей x определяем по методу наи-
меньших квадратов, посредством минимизации суммы квадратов:  

∑
=

∆−∆=Φ
m

i
siiiis ]a)T,J,t,x(a[)x(

1

2 ,                                          (6.2) 

где m – количество экспериментальных данных по измерению ∆as, x – вектор не-
известных параметров. При этом должны выполняться ограничения: 

1) n,..,j,x j 10 => ,   2)  ∞∆=+ saxx 54 ,    3)  054 1 saxx −≤+ ,            (6.3) 
где n – количество неизвестных параметров модели; ∞∆ sa  – предельное значение 
∆as при t→∞; 0sa  – исходное значение интегральной отражательной способности; 
t – время облучения, ∆as(х,t,J,T) – изменение значения КПСР ТРП при облучении 
за время t. Значение as∝  = 0sa + ∞∆ sa  = 1 соответствует КПСР абсолютно черного 
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тела.  
 На основе алгоритмов из ПКРМО были разработаны методы оценки пара-
метров моделей (6.1) посредством минимизации (6.2) при ограничениях (6.3), по 
данным наземных испытаний. Построение моделей осуществляется в два этапа. 
На первом этапе строится полное множество моделей (6.1). После этого вычисля-
ется осредненное значение верхнего предела как некоторое среднее пределов по-
лученных моделей. На втором этапе верхний предел всех моделей фиксируется в 
виде ограничения 2) из (6.3), с использованием осредненного предела, и заново 
строится полное множество моделей. Полученное множество моделей анализиру-
ется. 
 Критериев оценки качества моделей может быть несколько. От их количе-
ства и от того, насколько полно они отражают процессы деградации ТРП, будет 
зависеть точность выбора модели и точность долгосрочного прогноза. В качестве 
критериев использовались: критерий минимума остаточной дисперсии; критерий 
сравнения моделей для отдельных режимов, где худшим условиям функциониро-
вания ТРП должны соответствовать и большие изменения КПСР ТРП; критерий 
правдоподобности предельного значения ∆as при t→∞ . Для прогнозирования оп-
тической деградации ТРП из множества моделей по критериям дискриминации 
выбираем наиболее оптимальную для данного ТРП и условий эксплуатации мо-
дель.  
 Изложенная методика математического моделирования и долгосрочного 
прогнозирования неоднократно проверялась и использовалась в практике прогно-
зирования изменений КПСР в условиях космоса по данным ускоренных лабора-
торных испытаний. 
 Прикладные задачи построения математических моделей по экспери-
ментальным данным. Методы ПКРМО применены для определения нестацио-
нарных законов горения пороха на основе манометрических испытаний. Задача 
обработки экспериментальных данных зависимости давления пороховых газов от 
времени для определения силы пороха, коволюма пороховых газов и установле-
ния временной зависимости скорости горения сведена к ряду задач оптимизации 
алгоритмически заданных функций, которые эффективно решаются методом 
МСН из ПКРМО. 
 В диссертации обосновывается эффективность применения для оценивания 
параметров нейросетевых моделей релаксационных субградиентных методов. В § 
6.7 при решении задачи построения искусственной нейронной сети минимальной 
сложности используются идеи негладкой регуляризации для целей построения 
рангового упорядочения переменных по их значимости и последующего удале-
ния малозначимых. Здесь возникают серии невыпуклых негладких задач оптими-
зации, которые в состоянии решать развитые в работе субградиентные методы. В 
результате исследований §§ 6.6, 6.7 выявлено, что субградиентные методы МРП, 
rОМ(α) и РСМК являются эффективным средством решения задач оценивания па-
раметров нейросетевых приближений и построения нейронной сети минимальной 
сложности. 
 Изучение систем многопродуктового производства на основании матема-
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тических моделей приводит к необходимости решения задач нелинейного про-
граммирования высокой размерности. В § 6.8 сформулированы условия опти-
мальности плана в задаче оптимизации прибыли многопродуктового производст-
ва, дана их интерпретация и разработан метод декомпозиции по ограничениям 
получения оптимального решения, который заключается в решении двойствен-
ной задачи негладкой оптимизации малой размерности с последующим получе-
нием оптимального решения прямой. Задачи негладкой оптимизации схем де-
композиции могут быть решены субградиентными методами программного ком-
плекса ПКРМО.  
 Важной задачей является задача мониторинга и анализа системы однотип-
ных предприятий. В § 6.9 разработана схема и программный комплекс анализа 
системы шахт на основе микроэкономических характеристик предприятий, опре-
деляемых средствами аппарата производственных функций, параметры которых 
рассчитываются методами программного комплекса ПКРМО по данным «затра-
ты-выпуск». В результате выделены качественно однородные группы предпри-
ятий, а в группах произведено их ранговое упорядочение по критерию эффектив-
ности, что позволяет сформулировать выводы о состоянии системы и мерах по ее 
реструктуризации.  
 В § 6.10 излагается комплекс оптимизационных методов аппроксимации, 
сглаживания и анализа поверхности для решения актуальной задачи разработки 
методов выявления структуры поверхности в виде ее разрывов и перегибов по 
данным наблюдения, которая находит приложения в геологии при изучении ха-
рактера залегания полезных ископаемых. 
 

Основные результаты диссертации: 
1. Для класса методов случайного поиска разработаны итеративные алгоритмы 

обучения метрики и построены эффективные численные методы случайного 
поиска с изменением метрики на их основе для решения сложных гладких и 
негладких задач безусловной оптимизации.  

2. Для класса методов минимизации вдоль векторов линейно независимой сис-
темы получены оценки скорости сходимости на сильновыпуклых функциях и 
разработано семейство конечно-сходящихся итеративных алгоритмов обуче-
ния с ограниченной релаксацией для построения сопряженных направлений, 
сочетающих локальные и глобальные свойства сходимости процесса обуче-
ния. На этой основе создан эффективный метод минимизации без вычисления 
производных (МСН). 

3. Формализм теории адаптации и одношаговый и двухшаговый алгоритмы ми-
нимизации показателя качества обучения позволяют разработать эффективные 
алгоритмы обучения в субградиентных и квазиньютоновских методах, обла-
дающие локальными и глобальными свойствами сходимости. Одношаговый 
алгоритм обучения в квазиньютоновских методах приводит к известным спо-
собам преобразования матриц, а двухшаговый – обеспечивает конечную схо-
димость метода при неточном одномерном спуске. Одношаговый алгоритм 
обучения позволяет построить метод решения неравенств на отделимых мно-
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жествах и субградиентный метод (РСМК) на его основе. 

4. Разработаны новые алгоритмы обучения с растяжением пространства: алго-
ритм для решения множества равенств; алгоритм для решения неравенств на 
отделимых множествах. На основе алгоритма решения неравенств разработан 
новый релаксационный субградиентный метод с растяжением пространства в 
направлении субградиента (МРП) для решения сложных задач оптимизации. 

5. Разработан новый матричный алгоритм обучения для решения неравенств и 
построено одноранговое семейство релаксационных субградиентных методов 
на его основе, в которое, как частный случай, входит r-алгоритм и разработан-
ное обобщение метода Вульфа. 

6. Для долгосрочного прогнозирования изменений коэффициента поглощения 
солнечной радиации терморегулирующих покрытий космических летательных 
аппаратов по данным лабораторных испытаний разработаны: комплекс мате-
матических моделей оптической деградации терморегулирующих покрытий и 
схемы их построения; схема анализа множества моделей и выбора из него мо-
дели, на основе которой осуществляется прогноз при заданных условиях экс-
плуатации.  

7. Разработан комплекс программ ПКРМО созданных методов: прямого поиска, 
квазиньютоновских и субградиентных. Алгоритмы комплекса ПКРМО явля-
ются надежным и эффективным средством решения сложных задач безуслов-
ной оптимизации и реализации оптимизационного инструментария в задачах 
структурно-параметрического моделирования. 
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