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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Èçâåñòíî, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ àâòîìîð-
ôèçìîâ àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû îáðàçóåò ãðóïïó îòíîñèòåëüíî îïå-
ðàöèè óìíîæåíèÿ (êîìïîçèöèè) àâòîìîðôèçìîâ. Âîïðîñû, ñâÿçàí-
íûå ñ èçó÷åíèåì ãðóïï àâòîìîðôèçìîâ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì, çà-
íèìàþò âèäíîå ìåñòî â àëãåáðå. Â ðàáîòàõ, ïîñâÿùåííûõ ýòèì âî-
ïðîñàì, èçó÷àþòñÿ ñòðóêòóðíûå ñâîéñòâà ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ,
ñâÿçü ìåæäó ãðóïïîé àâòîìîðôèçìîâ àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû è ñà-
ìîé ñèñòåìîé, à òàêæå êîíñòðóêöèè, â êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ ãðóï-
ïû àâòîìîðôèçìîâ.
Ïðè èññëåäîâàíèè ñâîéñòâ ãðóïïû G è åå ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ

Aut(G) óäîáíî ðàññìàòðèâàòü òàêóþ àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó, â êî-
òîðóþ èçîìîðôíî âêëàäûâàëèñü áû êàê ñàìà ãðóïïà G, òàê è ãðóïïà
åå àâòîìîðôèçìîâ Aut(G). Îäíîé èç òàêèõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ ãîëî-
ìîðô ãðóïïû G � ïîëóïðÿìîå ðàñøèðåíèå ãðóïïû G ñ ïîìîùüþ
ãðóïïû åå àâòîìîðôèçìîâ Aut(G). Ñòðóêòóðíûå ñâîéñòâà ãîëîìîð-
ôà, ïîâåäåíèå ãðóïï G è Aut(G) â ãîëîìîðôå äàþò èíôîðìàöèþ î
ñâîéñòâàõ ãðóïïû è åå ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ.
Â èññëåäîâàíèÿõ ïî òåîðèè ãîëîìîðôîâ àáåëåâûõ ãðóïï ñôîðìó-

ëèðîâàíû è ðåøàþòñÿ çàäà÷è, ñâÿçàííûå êàê ñî ñâîéñòâàìè ñàìîãî
ãîëîìîðôà ãðóïïû, òàê è ñî ñâîéñòâàìè åãî ïîäãðóïï.
Ñîâåðøåííîñòü ãîëîìîðôîâ àáåëåâûõ ãðóïï èññëåäîâàëàñü â ðà-

áîòàõ Ä. Õàðâè [41], Â. Ïåðåìàíñ [49], Þ. À. Ãîëüôàíäà [10].
È. Õ. Áåêêåð â ðàáîòàõ [1] è [2] íàøåë íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå
óñëîâèÿ ñîâåðøåííîñòè ãîëîìîðôà â íåêîòîðûõ êëàññàõ àáåëåâûõ
ãðóïï.
Ñâîéñòâà ãîëîìîðôîâ ãðóïï èçó÷àëè Ã. Ìèëëåð [45], Â. Ìèëëñ

[46], [47], Ë. Ðåäåè [51], Ä. Õàðâè [41], Äæ. Êëåé [36], Õó Íàî [42], [43],
Ì. Ä. Êóçåííèé [21], À. Â. ßãæåâ [34] è äðóãèå. Ñâÿçü ïðèìèòèâíûõ
ãðóïï ïîäñòàíîâîê è ãîëîìîðôîâ ãðóïï èçó÷àëàñü Ð. È. Òûøêåâè÷
[26]. Ãîëîìîðôû ïîëóãðóïï ðàññìàòðèâàëèñü â [17].
Ñðåäè âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ ñ ãîëîìîðôàìè àáåëåâûõ ãðóïï, âàæ-

íîå ìåñòî çàíèìàåò âîïðîñ îá îïðåäåëÿåìîñòè ãðóïïû ñâîèì ãîëî-
ìîðôîì. Äâå ãðóïïû íàçûâàþòñÿ ãîëîìîðôíî èçîìîðôíûìè, åñëè
ãîëîìîðôû ýòèõ ãðóïï èçîìîðôíû. Ãîâîðÿò, ÷òî ãðóïïà A îïðåäå-
ëÿåòñÿ ñâîèì ãîëîìîðôîì â íåêîòîðîì êëàññå ãðóïï A, åñëè ëþ-
áàÿ ãðóïïà B èç ýòîãî êëàññà, ãîëîìîðôíî èçîìîðôíàÿ ãðóïïå A,
èçîìîðôíà ãðóïïå A. Èçâåñòíû ïðèìåðû íåèçîìîðôíûõ êîíå÷íûõ
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íåêîììóòàòèâíûõ ãðóïï, ãîëîìîðôû êîòîðûõ èçîìîðôíû [45]. Îä-
íàêî ñèòóàöèÿ ìåíÿåòñÿ ïðè ïåðåõîäå ê àáåëåâûì ãðóïïàì. Â [46]
Â. Ìèëëñ ïîêàçàë, ÷òî âñÿêàÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ àáåëåâà ãðóïïà
îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì ãîëîìîðôîì â êëàññå âñåõ êîíå÷íî ïîðîæäåí-
íûõ àáåëåâûõ ãðóïï. Ðÿä èíòåðåñíûõ ðåçóëüòàòîâ î ñâîéñòâàõ ãîëî-
ìîðôîâ àáåëåâûõ ãðóïï è îá îïðåäåëÿåìîñòè àáåëåâûõ ãðóïï ñâîèìè
ãîëîìîðôàìè ïîëó÷åí È. Õ. Áåêêåðîì [1] � [5].
Îáçîð íåêîòîðûõ ðåçóëüòàòîâ î ãîëîìîðôàõ àáåëåâûõ ãðóïï è

îïðåäåëÿåìîñòè àáåëåâûõ ãðóïï ñâîèìè îòíîñèòåëüíûìè ãîëîìîð-
ôàìè ïðèâåäåí â [7]. Â [8] äîêàçàíî, ÷òî âñÿêàÿ ñìåøàííàÿ µ-
ðàçëîæèìàÿ àáåëåâà ãðóïïà ñ ïåðèîäè÷åñêîé ãðóïïîé àâòîìîðôèç-
ìîâ îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì ãîëîìîðôîì. Ñâÿçü ìåæäó îïðåäåëÿåìî-
ñòüþ àáåëåâîé ãðóïïû ñâîèì ãîëîìîðôîì è åå ðàçëîæåíèåì â ïðÿ-
ìóþ ñóììó ãðóïï, èíäóöèðîâàííûì èçîìîðôèçìîì ãîëîìîðôîâ,
óñòàíîâëåíà È. Õ. Áåêêåðîì â [5].
Ïóñòü A è B � àáåëåâû ãðóïïû. Â [9] ãîìîìîðôèçì ãðóïïû B

â ãðóïïó Hom(Hom(B,A), A) âèäà b → δb, ãäå δbϕ = ϕb (b ∈ B,
ϕ ∈ Hom(B,A)) íàçûâàåòñÿ åñòåñòâåííûì ãîìîìîðôèçìîì. Â [9]
ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî çàäà÷à îá îïðåäåëÿåìîñòè àáåëåâîé ãðóïïû G

ñâîèì ãîëîìîðôîì â íåêîòîðîì äîñòàòî÷íî øèðîêîì êëàññå àáåëå-
âûõ ãðóïï òåñíî ñâÿçàíà ñ çàäà÷åé î ïîèñêå äëÿ ãðóïïû G òàêèõ
ïðÿìûõ ðàçëîæåíèé G = A ⊕ B, äëÿ êîòîðûõ Hom(A,B) = 0,
Hom(A,Hom(B,A)) = 0 è B ∼= Hom(Hom(B,A), A), ïðè÷åì èçî-
ìîðôèçì åñòåñòâåííûé.
Îáîáùåíèåì ïîíÿòèÿ ãîëîìîðôíîãî èçîìîðôèçìà ÿâëÿåòñÿ ïîíÿ-

òèå ïî÷òè ãîëîìîðôíîãî èçîìîðôèçìà. Ãðóïïû A è B íàçûâàþòñÿ
ïî÷òè ãîëîìîðôíî èçîìîðôíûìè, åñëè êàæäàÿ èç íèõ èçîìîðôíà
íîðìàëüíîé ïîäãðóïïå ãîëîìîðôà äðóãîé ãðóïïû. Ïîíÿòíî, ÷òî åñ-
ëè äâå ãðóïïû ÿâëÿþòñÿ ãîëîìîðôíî èçîìîðôíûìè, òî îíè ïî÷òè
ãîëîìîðôíî èçîìîðôíû. Îáðàòíîå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî. Ïî÷òè
ãîëîìîðôíî èçîìîðôíûå êîíå÷íî ïîðîæäåííûå àáåëåâû ãðóïïû èñ-
ñëåäîâàëèñü Â. Ìèëëñîì â [46]. Ïî÷òè ãîëîìîðôíî èçîìîðôíûå àáå-
ëåâû p-ãðóïïû èçó÷àëèñü â [6] è [11].
Òàê êàê âñÿêàÿ âïîëíå õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G

ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé ãîëîìîðôà Γ(G), òî çàäà÷à îá èçî-
ìîðôèçìå ïî÷òè ãîëîìîðôíî èçîìîðôíûõ ãðóïï ÿâëÿåòñÿ îáîáùå-
íèåì çàäà÷è îá èçîìîðôèçìå ãðóïï, ïî÷òè èçîìîðôíûõ ïî âïîëíå
õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïîäãðóïïàì. Íàïîìíèì, ÷òî äâå ãðóïïû íà-
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çûâàþòñÿ ïî÷òè èçîìîðôíûìè ïî ïîäãðóïïàì ñ íåêîòîðûì ñâîé-
ñòâîì, åñëè êàæäàÿ èç íèõ èçîìîðôíà ïîäãðóïïå äðóãîé ãðóïïû,
îáëàäàþùåé ýòèì ñâîéñòâîì.
Çàäà÷à îá èçîìîðôèçìå ïî÷òè èçîìîðôíûõ àáåëåâûõ ãðóïï ïðè-

âëåêàëà âíèìàíèå ìíîãèõ àëãåáðàèñòîâ. Â îäíîé èç òåñòîâûõ ïðî-
áëåì Êàïëàíñêîãî [44] ñòàâèòñÿ âîïðîñ îá èçîìîðôèçìå àáåëåâûõ
ãðóïï, ïî÷òè èçîìîðôíûõ ïî ïðÿìûì ñëàãàåìûì. Äëÿ ñ÷åòíûõ ðå-
äóöèðîâàííûõ p-ãðóïï ýòà ïðîáëåìà èìååò ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå
[44]. Îäíàêî â ðàáîòå Ï. Êðîóëè [38] ïðèâåäåí ïðèìåð íåèçîìîðô-
íûõ p-ãðóïï, êàæäàÿ èç êîòîðûõ èçîìîðôíà ïðÿìîìó ñëàãàåìîìó
äðóãîé ãðóïïû. Äëÿ ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ ïðèìåðû òàêîãî ðîäà áûëè
ïîñòðîåíû À. Êîðíåðîì [37] è Å. Ñîíñÿäîé [52]. Èçîìîðôèçì àáå-
ëåâûõ ãðóïï, ïî÷òè èçîìîðôíûõ ïî ñåðâàíòíûì è âïîëíå õàðàê-
òåðèñòè÷åñêèì ïîäãðóïïàì, èññëåäóåòñÿ â ðàáîòàõ äå Ãðîîòà [40],
È. À. Ïðèõîäüêî [24], Ñ. Ê. Ðîñîøåêà [25], Ñ. ß. Ãðèíøïîíà [12],
[15], À. È. Øåðñòíåâîé [32], [33] è äðóãèõ àâòîðîâ.
Â ðÿäå êëàññîâ àáåëåâûõ ãðóïï óäîáíî ââåñòè ïîíÿòèå ïîäîáèÿ

ãðóïï. Òàêîå ïîíÿòèå öåëåñîîáðàçíî ââîäèòü â òåõ êëàññàõ ãðóïï,
äëÿ êîòîðûõ èìååòñÿ íåêîòîðàÿ åñòåñòâåííàÿ ñèñòåìà èíâàðèàíòîâ
(â îáùåì ñëó÷àå íå ÿâëÿþùàÿñÿ ïîëíîé). Çàäà÷à î ïîäîáèè ïî÷òè
èçîìîðôíûõ àáåëåâûõ ãðóïï ïðåäñòàâëÿåò ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòå-
ðåñ è ïîçâîëÿåò ðåøèòü çàäà÷ó îá èçîìîðôèçìå ïî÷òè èçîìîðôíûõ
ãðóïï â òåõ ïîäêëàññàõ èññëåäóåìûõ êëàññîâ, ãäå ðàññìàòðèâàåìàÿ
ñèñòåìà èíâàðèàíòîâ ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé.
Öåëü ðàáîòû. Öåëüþ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó-

÷åíèå ãîëîìîðôíî èçîìîðôíûõ è ïî÷òè ãîëîìîðôíî èçîìîðôíûõ
àáåëåâûõ ãðóïï â ñâÿçè ñ çàäà÷åé îïðåäåëÿåìîñòè àáåëåâûõ ãðóïï
ñâîèì ãîëîìîðôîì è èññëåäîâàíèå ïîäîáèÿ ïî÷òè èçîìîðôíûõ àáå-
ëåâûõ ãðóïï â íåêîòîðûõ êëàññàõ p-ãðóïï è ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ.
Îáùàÿ ìåòîäèêà èññëåäîâàíèÿ. Â äèññåðòàöèè èñïîëüçó-

þòñÿ ìåòîäû òåîðèè àáåëåâûõ ãðóïï, òåîðèè ãîëîìîðôîâ ãðóïï, à
òàêæå íåêîòîðûå òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûå èäåè. Â ðàáîòå òàêæå
èñïîëüçóåòñÿ ïîíÿòèå òðàíçèòèâíîé àáåëåâîé ãðóïïû áåç êðó÷åíèÿ,
ââåäåííîå Ï. À. Êðûëîâûì.
Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû ÿâëÿþò-

ñÿ íîâûìè. Îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè ðàáîòû ìîæíî ñ÷èòàòü ñëåäó-
þùèå.
• Íàéäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïîäîáèÿ àáåëåâûõ p-ãðóïï, ïî-
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÷òè èçîìîðôíûõ ïî øèðîêèì è âïîëíå õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïîä-
ãðóïïàì.
• Âûäåëåíû êëàññû îäíîðîäíî ðàçëîæèìûõ ãðóïï áåç êðó÷å-

íèÿ, â êîòîðûõ èç ïî÷òè èçîìîðôèçìà ãðóïï ïî âïîëíå õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêèì ïîäãðóïïàì ñëåäóåò ïîäîáèå ýòèõ ãðóïï.
• Èññëåäîâàíû ñâîéñòâà íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï ãîëîìîðôîâ àáå-

ëåâûõ ãðóïï.
• Äîêàçàíî, ÷òî âñÿêàÿ àáåëåâà ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ ñ ïåðèîäè-

÷åñêîé ãðóïïîé àâòîìîðôèçìîâ îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì ãîëîìîðôîì â
êëàññå âñåõ àáåëåâûõ ãðóïï.
• Äîêàçàíî, ÷òî ïî÷òè ãîëîìîðôíî èçîìîðôíûå àáåëåâû ãðóï-

ïû áåç êðó÷åíèÿ ñ êîíå÷íûìè ãðóïïàìè àâòîìîðôèçìîâ èçîìîðôíû.
• Íàéäåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îïðåäåëÿåìîñòè

âåêòîðíûõ ãðóïï ñâîèìè ãîëîìîðôàìè.
• Äîêàçàíî, ÷òî ëþáàÿ ãðóïïà èç êëàññà ãðóïï, ñîñòîÿùåãî èç

âñåõ ïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèé îäíîðîäíûõ ãðóïï ñ ïîïàðíî íåñðàâíè-
ìûìè òèïàìè, ãäå êàæäàÿ îäíîðîäíàÿ êîìïîíåíòà ÿâëÿåòñÿ âïîëíå
ðàçëîæèìîé ãðóïïîé, îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì ãîëîìîðôîì â ýòîì êëàñ-
ñå.
Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðåçóëüòàòû äèñ-

ñåðòàöèîííîé ðàáîòû èìåþò òåîðåòè÷åñêîå çíà÷åíèå è ìîãóò áûòü
èñïîëüçîâàíû â èññëåäîâàíèÿõ ïî òåîðèè àáåëåâûõ ãðóïï è ìîäó-
ëåé, à òàêæå ïðè ÷òåíèè ñïåöêóðñîâ äëÿ ñòóäåíòîâ ñòàðøèõ êóðñîâ
è àñïèðàíòîâ.
Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáî-

òû äîêëàäûâàëèñü íà Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè "Àëãåáðà è åå
ïðèëîæåíèÿ", ïîñâÿùåííîé 70-ëåòèþ ïðîôåññîðà Â. Ï. Øóíêîâà
è 75-ëåòèþ ïðîôåññîðà Â. Ì. Áóñàðêèíà (Êðàñíîÿðñê, 2002), íà
Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî ìàòåìàòèêå è ìåõàíèêå, ïîñâÿùåí-
íîé 125-ëåòèþ Òîìñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà è 55-ëåòèþ
ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà (Òîìñê, 2003), íà V Ìåæäó-
íàðîäíîé êîíôåðåíöèè "Àëãåáðà è òåîðèÿ ÷èñåë: ñîâðåìåííûå ïðî-
áëåìû è ïðèëîæåíèÿ"(Òóëà, 2003), íà Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåí-
öèè "Àëãåáðà, ëîãèêà è êèáåðíåòèêà", ïîñâÿùåííîé 75-ëåòèþ ñî äíÿ
ðîæäåíèÿ ïðîôåññîðà À. È. Êîêîðèíà (Èðêóòñê, 2004), íà Âñåðîñ-
ñèéñêèõ ñèìïîçèóìàõ "Àáåëåâû ãðóïïû" (Áèéñê, 2005, 2006, 2010),
íà Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî àëãåáðå è òåîðèè ÷èñåë, ïîñâÿ-
ùåííîé 80-ëåòèþ ïðîôåññîðà Â. Å. Âîñêðåñåíñêîãî (Ñàìàðà, 2007),
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íà Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè "Àëãåáðà è åå ïðèëîæåíèÿ", ïî-
ñâÿùåííîé 75-ëåòèþ ïðîôåññîðà Â. Ï. Øóíêîâà (Êðàñíîÿðñê, 2007),
íà Ìåæäóíàðîäíîé àëãåáðàè÷åñêîé êîíôåðåíöèè, ïîñâÿùåííîé 100-
ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ ïðîôåññîðà À. Ã. Êóðîøà (Ìîñêâà, 2008), íà
Âñåðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè ïî ìàòåìàòèêå è ìåõàíèêå, ïîñâÿùåí-
íîé 130-ëåòèþ Òîìñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà è 60-ëåòèþ
ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà (Òîìñê, 2008). Îñíîâíûå ðå-
çóëüòàòû äîêëàäûâàëèñü íà ñåìèíàðàõ êàôåäðû àëãåáðû Òîìñêîãî
ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà.
Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî 19 ðàáîò ([53]-[71]).
Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Ïðåäñòàâëåííàÿ äèññåðòàöè-

îííàÿ ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ñïèñêà îáîçíà÷åíèé, òðåõ ãëàâ è
ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Ðàáîòà èçëîæåíà íà 91 ñòðàíèöå. Áèáëèîãðàôèÿ
ñîäåðæèò 79 íàèìåíîâàíèé.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Ðàáîòà ñîñòîèò èç ââîäíîãî ïàðàãðàôà è òðåõ ãëàâ. Ïåðâàÿ è âòî-
ðàÿ ãëàâû ñîñòîÿò èç äâóõ ïàðàãðàôîâ, òðåòüÿ � èç òðåõ.
Â ïåðâîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîäîáèå àáåëåâûõ ãðóïï èç íåêî-

òîðûõ êëàññîâ. Âî âòîðîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ ãîëîìîðôû àáåëå-
âûõ ãðóïï è âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ îïðåäåëÿåìîñòüþ àáåëåâûõ ãðóïï
áåç êðó÷åíèÿ ñ êîíå÷íûìè è ïåðèîäè÷åñêèìè ãðóïïàìè àâòîìîðôèç-
ìîâ ñâîèì ãîëîìîðôîì. Â òðåòüåé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ ãîëîìîð-
ôû âåêòîðíûõ ãðóïï. Äàþòñÿ îòâåòû íà âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ îïðå-
äåëÿåìîñòüþ âåêòîðíûõ ãðóïï ñâîèìè ãîëîìîðôàìè. Ðàññìàòðèâà-
þòñÿ ïî÷òè èçîìîðôèçì è ïîäîáèå ïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèé àáåëåâûõ
ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ.
Ïåðâûé ïàðàãðàô ñîäåðæèò îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è ðåçóëüòàòû,

èñïîëüçóåìûå â äèññåðòàöèè.
Âî âòîðîì ïàðàãðàôå èçó÷àåòñÿ ñâÿçü ìåæäó ïî÷òè èçîìîðôèç-

ìîì (ïî÷òè ïîäîáèåì) è ïîäîáèåì àáåëåâûõ p-ãðóïï.
Èçâåñòíà âàæíàÿ ðîëü èíâàðèàíòîâ Óëüìà-Êàïëàíñêîãî â òåîðèè

àáåëåâûõ p-ãðóïï. Â ðÿäå êëàññîâ àáåëåâûõ p-ãðóïï îíè îáðàçóþò
ïîëíóþ è íåçàâèñèìóþ ñèñòåìó èíâàðèàíòîâ.
Àáåëåâû p-ãðóïïû A è B íàçîâåì ïîäîáíûìè, åñëè äëÿ âñÿêîãî öå-

ëîãî íåîòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà n èõ èíâàðèàíòû Óëüìà-Êàïëàíñêîãî
fA(n) è fB(n) ðàâíû. Ïîíÿòíî, ÷òî åñëè äâå àáåëåâû p-ãðóïïû èçî-
ìîðôíû, òî îíè ïîäîáíû. Îáðàòíîå íå âñåãäà âåðíî, îäíàêî ñóùå-
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ñòâóþò øèðîêèå êëàññû àáåëåâûõ p-ãðóïï, â êîòîðûõ ïîäîáèå âëå÷åò
èçîìîðôèçì. Îäíèì èç òàêèõ êëàññîâ ÿâëÿåòñÿ êëàññ ïåðèîäè÷åñêè
ïîëíûõ (çàìêíóòûõ) ãðóïï, èçó÷àâøèéñÿ Ë. ß. Êóëèêîâûì ([22]).
Ïðè èññëåäîâàíèè àáåëåâûõ p-ãðóïï áîëüøîå çíà÷åíèå èìåþò

øèðîêèå ïîäãðóïïû, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
ïîäãðóïïà L àáåëåâîé p-ãðóïïû A íàçûâàåòñÿ øèðîêîé ïîäãðóï-
ïîé, åñëè L � âïîëíå õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû A è
L+B = A äëÿ ëþáîé áàçèñíîé ïîäãðóïïû B ãðóïïû A ([28, Ñ. 18]).
Àáåëåâû p-ãðóïïû íàçîâåì ïî÷òè ïîäîáíûìè ïî øèðîêèì ïîä-

ãðóïïàì, åñëè êàæäàÿ èç íèõ ïîäîáíà øèðîêîé ïîäãðóïïå äðóãîé
ãðóïïû.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a0, a1, . . . , an, . . . êàðäèíàëüíûõ ÷èñåë íàçû-

âàåòñÿ ñèëüíî çàâèñèìîé, åñëè ñóùåñòâóåò âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë i0, i1, . . . , in, . . ., îòëè÷íàÿ
îò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âñåõ öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë, ðàñïî-
ëîæåííûõ â åñòåñòâåííîì ïîðÿäêå, òàêàÿ ÷òî ïðè k = 0, 1, 2, . . .

âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà: ak =
ik+1−1∑
i=ik

ai, ïðè÷åì, åñëè i0 = 0 è m �

íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, íå ÿâëÿþùååñÿ ÷ëåíîì ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè i0, i1, . . . , in, . . ., òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ am > ℵ0 â
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè am, am+1, am+2, . . . äîëæíà ñóùåñòâîâàòü õîòÿ
áû îäíà ïàðà íå ðàâíûõ ìåæäó ñîáîé ÷èñåë ([15]).
Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì âòîðîãî ïàðàãðàôà ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü G � àáåëåâà p-ãðóïïà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ

îäíîìó èç òðåõ óñëîâèé:
1) ðåäóöèðîâàííàÿ ÷àñòü ãðóïïû G îãðàíè÷åíà;
2) ñóùåñòâóåò òàêîå áåñêîíå÷íîå êàðäèíàëüíîå ÷èñëî α, ÷òî

fG(i) = α äëÿ âñÿêîãî öåëîãî íåîòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà i;
3) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fG(0), fG(1), . . . , fG(n), . . . íå ÿâëÿåòñÿ

ñèëüíî çàâèñèìîé.
Òîãäà âñÿêàÿ àáåëåâà p-ãðóïïà H, ïî÷òè ïîäîáíàÿ ãðóïïå G ïî

øèðîêèì ïîäãðóïïàì, ïîäîáíà ãðóïïå G.
Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 2.1 óñòàíàâëèâàþòñÿ òàêèå ðåçóëüòàòû.
Ñëåäñòâèå 2.2. Ïóñòü G � àáåëåâà p-ãðóïïà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ

îäíîìó èç òðåõ óñëîâèé 1), 2), 3) òåîðåìû 2.1. Òîãäà âñÿêàÿ àáåëåâà
p-ãðóïïà H, ïî÷òè èçîìîðôíàÿ ãðóïïå G ïî øèðîêèì ïîäãðóïïàì,
ïîäîáíà ãðóïïå G.
Ñëåäñòâèå 2.3. Ïóñòü G � ñåïàðàáåëüíàÿ p-ãðóïïà, óäîâëåòâî-
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ðÿþùàÿ îäíîìó èç òðåõ óñëîâèé 1), 2), 3) òåîðåìû 2.1. Òîãäà âñÿ-
êàÿ àáåëåâà p-ãðóïïà H, ïî÷òè èçîìîðôíàÿ ãðóïïå G ïî âïîëíå õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêèì ïîäãðóïïàì, ïîäîáíà ãðóïïå G.
Â òðåòüåì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîäîáèå ïî÷òè èçîìîðô-

íûõ îäíîðîäíî ðàçëîæèìûõ àáåëåâûõ ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ.
Ïðè èçó÷åíèè àáåëåâûõ ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ áîëüøîå çíà÷åíèå

èìåþò ïîíÿòèÿ õàðàêòåðèñòèêè è òèïà ýëåìåíòà.
Ïóñòü P = (p1, p2, . . . , pn, . . .) � ìíîæåñòâî âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë, çà-

íóìåðîâàííûõ â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ. Åñëè A � àáåëåâà ãðóïïà áåç
êðó÷åíèÿ è a ∈ A, òî õàðàêòåðèñòèêîé χ

A
(a) ýëåìåíòà a â ãðóïïå

A íàçûâàåòñÿ òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü χ = (k1, k2, . . . , kn, . . .), â
êîòîðîé êàæäîå ki åñòü pi-âûñîòà ýëåìåíòà a â ãðóïïå A ([28, ñ. 129]).
Êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè â ìíîæåñòâå õàðàêòåðèñòèê íàçûâàåòñÿ

òèïîì. Åñëè õàðàêòåðèñòèêà ýëåìåíòà a àáåëåâîé ãðóïïû áåç êðó-
÷åíèÿ A ïðèíàäëåæèò òèïó t, òî ãîâîðÿò, ÷òî ýëåìåíò a èìååò òèï
t ([28, c. 131]).
Òèï t íàçûâàåòñÿ pn-äåëèìûì (pn ∈ P), åñëè äëÿ âñÿêîé õàðàê-

òåðèñòèêè χ = (k1, k2, . . . , kn, . . .), ïðèíàäëåæàùåé òèïó t èìååì
kn = ∞.
Óñëîâèìñÿ ñ÷èòàòü, ÷òî íóëåâîé ãðóïïå ñîîòâåòñòâóåò òèï t(0)

(íåñîáñòâåííûé òèï), êîòîðûé îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
1) t(0) < t äëÿ âñÿêîãî òèïà t, îòëè÷íîãî îò t(0);
2) t± t(0) = t(0) äëÿ âñÿêîãî òèïà t.
Ïóñòü ìíîæåñòâî òèïîâ M ñîäåðæèò íåñîáñòâåííûé òèï t(0) è

êàæäîìó òèïó t, îòëè÷íîìó îò t(0), ïîñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèå íåêî-
òîðîå êàðäèíàëüíîå ÷èñëî nM(t). Òàêîå ìíîæåñòâî òèïîâ âìåñòå
ñ óêàçàííûì ñîîòâåòñòâèåì íàçûâàåòñÿ îòìå÷åííûì ìíîæåñòâîì
òèïîâ.
Ïóñòü M1 è M2 � äâà îòìå÷åííûõ ìíîæåñòâà òèïîâ. Ãîâîðÿò, ÷òî

ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå ϕ : M1 −→ M2 ÿâëÿåòñÿ îòìå÷åííûì
îòîáðàæåíèåì, åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
1) ϕ(t) 6 t äëÿ âñÿêîãî t ∈M1;
2) åñëè ϕ(t) 6= t(0), òî ϕ ñîõðàíÿåò ñèìâîëû ∞ (òî åñòü â õà-

ðàêòåðèñòèêàõ òèïîâ t è ϕ(t) ñèìâîëû ∞ ñòîÿò íà îäíèõ è òåõ æå
ìåñòàõ);
3) åñëè ϕ(t2) 6= t(0) è t1 > t2 (t1, t2 ∈ M1), òî ϕ(t1) > ϕ(t2) è

ϕ(t1)− ϕ(t2) > t1 − t2;
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4) nM2
(t) =

∑
ϕ(t′)=t

nM1
(t′) äëÿ âñÿêîãî t ∈M2 \ {t(0)}.

Àáåëåâà ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ, âñå íåíóëåâûå ýëåìåíòû êîòîðîé
èìåþò îäèí è òîò æå òèï t, íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíîé ãðóïïîé òè-
ïà t ([28, ñ. 130-131]). Ïðÿìàÿ ñóììà îäíîðîäíûõ ãðóïï íàçûâàåòñÿ
îäíîðîäíî ðàçëîæèìîé ãðóïïîé.
Âñÿêóþ îäíîðîäíî ðàçëîæèìóþ ãðóïïó A ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

A =
⊕
t∈T

At (T � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî òèïîâ), At � îäíîðîäíàÿ

ãðóïïà òèïà t
Ïóñòü A è B � îäíîðîäíî ðàçëîæèìûå ãðóïïû, A =

⊕
t∈T

At,

B =
⊕
t∈T1

Bt, ãäå T è T1 � íåêîòîðûå ìíîæåñòâà òèïîâ, At è Bt �

îäíîðîäíûå êîìïîíåíòû òèïà t ãðóïï A è B ñîîòâåòñòâåííî. Ãðóï-
ïû A è B íàçîâåì ïîäîáíûìè, åñëè T = T1 è r(At) = r(Bt) äëÿ
âñÿêîãî òèïà t ∈ T .
Ñåìåéñòâî ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ {Ai}i∈I íàçûâàåòñÿ âïîëíå òðàí-

çèòèâíûì, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ ãðóïï Ai1 è Ai2 (i1 ìîæåò ñîâïà-
äàòü ñ i2), ïðèíàäëåæàùèõ ýòîìó ñåìåéñòâó, èç òîãî, ÷òî χAi1

(a) 6
χ

Ai2
(b), ãäå a ∈ Ai1, b ∈ Ai2, ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ãîìîìîðôèçìà

η ∈ Hom(Ai1, Ai2) òàêîãî, ÷òî η(a) = b ([16]).
Àáåëåâà ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ A íàçûâàåòñÿ âïîëíå òðàíçèòèâ-

íîé, åñëè ñåìåéñòâî {A} � âïîëíå òðàíçèòèâíî, òî åñòü äëÿ ëþáûõ
äâóõ ýëåìåíòîâ a è b ãðóïïû A òàêèõ, ÷òî χ(a) 6 χ(b) ñóùåñòâóåò
ýíäîìîðôèçì η ãðóïïû A, äëÿ êîòîðîãî η(a) = b. Âïîëíå òðàíçè-
òèâíûå ãðóïïû, êàê ãðóïïû "íàñûùåííûå" ýíäîìîðôèçìàìè, èãðà-
þò áîëüøóþ ðîëü â òåîðèè àáåëåâûõ ãðóïï (ñì., íàïðèìåð, [13], [16],
[18], [19], [20], [29], [30], [31], [35], [39], [50]).
Îäíîðîäíî ðàçëîæèìàÿ ãðóïïà A =

⊕
t∈T

At íàçûâàåòñÿ âïîëíå

òðàíçèòèâíî ðàçëîæèìîé, åñëè ñåìåéñòâî ãðóïï {At}t∈T âïîëíå
òðàíçèòèâíî ([16]).
Êëàññ âïîëíå òðàíçèòèâíî ðàçëîæèìûõ ãðóïï äîñòàòî÷íî øèðîê.

Îí ñîäåðæèò âñå âïîëíå ðàçëîæèìûå àáåëåâû ãðóïïû áåç êðó÷åíèÿ,
âñå ïðÿìûå ñóììû îäíîðîäíûõ ñåïàðàáåëüíûõ èëè îäíîðîäíûõ àë-
ãåáðàè÷åñêè êîìïàêòíûõ àáåëåâûõ ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ, âñå àáåëåâû
ãðóïïû áåç êðó÷åíèÿ âèäà A =

⊕
p∈P1

Cp ⊕
⊕
t∈T

Dt, ãäå Cp � ïðÿìàÿ

ñóììà àáåëåâûõ ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ, ïîëíûõ â ñâîåé p-àäè÷åñêîé
òîïîëîãèè, Dt � îäíîðîäíàÿ ñåïàðàáåëüíàÿ ãðóïïà òèïà t (P1 �
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íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë, T � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî òè-
ïîâ), T ∩ {t(Cp)}p∈P1

= ∅ è äðóãèå ãðóïïû.
Ïóñòü G =

⊕
t∈T

Gt � âïîëíå òðàíçèòèâíî ðàçëîæèìàÿ ãðóïïà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç T ∗ ìíîæåñòâî T ∪{t(0)}. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü T ∗

êàê îòìå÷åííîå ìíîæåñòâî òèïîâ, ãäå nT ∗(t) ïðè t ∈ T ∗ � ýòî ðàíã
ãðóïïû Gt.
Îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè òðåòüåãî ïàðàãðàôà ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþ-

ùèå òåîðåìû.
Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü G =

⊕
t∈T

Gt � âïîëíå òðàíçèòèâíî ðàçëî-

æèìàÿ ãðóïïà è âåðíà ñëåäóþùàÿ èìïëèêàöèÿ:
(*) åñëè M � îòìå÷åííîå ìíîæåñòâî òèïîâ, äëÿ êîòîðîãî íàé-

äåòñÿ ïàðà îòìå÷åííûõ îòîáðàæåíèé ϕ : T ∗ → M è ψ : M → T ∗,
òî M = T ∗ è nM(t) = nT ∗(t) äëÿ âñÿêîãî t ∈ T .
Òîãäà, åñëè ãðóïïà A ïî÷òè èçîìîðôíà ãðóïïå G ïî âïîëíå õàðàê-

òåðèñòè÷åñêèì ïîäãðóïïàì, òî A � îäíîðîäíî ðàçëîæèìàÿ ãðóï-
ïà, ïîäîáíàÿ ãðóïïå G.
Ïóñòü P(t) = {pn ∈ P| òèï t pn-äåëèì}.
Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 3.2 ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.
Òåîðåìà 3.3 Ïóñòü G =

⊕
t∈T

Gt � âïîëíå òðàíçèòèâíî ðàç-

ëîæèìàÿ ãðóïïà è äëÿ âñÿêîé âîçðàñòàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
t1 < t2 < . . . < tn < . . . òèïîâ èç T , ó êîòîðîé P(t1) = P(t2) =
. . . = P(tn) = . . ., âûïîëíÿåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç äâóõ óñëî-
âèé:
1) r(Gti

) < r(Gti+1
) äëÿ íåêîòîðîãî i ∈ N;

2) 2tl+1 < tl + tl+2 äëÿ íåêîòîðîãî l ∈ N.
Åñëè ãðóïïà A ïî÷òè èçîìîðôíà ãðóïïå G ïî âïîëíå õàðàêòå-

ðèñòè÷åñêèì ïîäãðóïïàì, òî A � îäíîðîäíî ðàçëîæèìàÿ ãðóïïà,
ïîäîáíàÿ ãðóïïå G.
Èç ýòîé òåîðåìû âûòåêàþò òàêèå ðåçóëüòàòû.
Äëÿ âñÿêîãî òèïà t îáîçíà÷èì ÷åðåç Mt ñëåäóþùåå ìíîæåñòâî

òèïîâ: Mt = {t′ ∈ T | t′ > t, P(t′) = P(t), r(Gt′) = r(Gt)}.
Ñëåäñòâèå 3.4. Ïóñòü G =

⊕
t∈T

Gt � âïîëíå òðàíçèòèâíî ðàçëî-

æèìàÿ ãðóïïà,Mt � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî äëÿ âñÿêîãî òèïà t ∈ T .
Åñëè ãðóïïà A ïî÷òè èçîìîðôíà ãðóïïå G ïî âïîëíå õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêèì ïîäãðóïïàì, òî A � îäíîðîäíî ðàçëîæèìàÿ ãðóïïà, ïî-
äîáíàÿ ãðóïïå G.
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Ñëåäñòâèå 3.5. Ïóñòü G � âïîëíå òðàíçèòèâíî ðàçëîæèìàÿ
ãðóïïà êîíå÷íîãî ðàíãà. Åñëè ãðóïïà A ïî÷òè èçîìîðôíà ãðóïïå
G ïî âïîëíå õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïîäãðóïïàì, òî A � îäíîðîäíî
ðàçëîæèìàÿ ãðóïïà êîíå÷íîãî ðàíãà, ïîäîáíàÿ ãðóïïå G.
Ñëåäñòâèå 3.6. Ïóñòü G � âïîëíå ðàçëîæèìàÿ ãðóïïà áåç

êðó÷åíèÿ êîíå÷íîãî ðàíãà. Âñÿêàÿ ãðóïïà A, ïî÷òè èçîìîðôíàÿ
ãðóïïå G ïî âïîëíå õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïîäãðóïïàì, èçîìîðôíà
ãðóïïå G.
Ãîëîìîðôîì Γ(G) ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ ïîëóïðÿìîå ðàñøèðåíèå

ãðóïïû G ñ ïîìîùüþ ãðóïïû åå àâòîìîðôèçìîâ Aut(G). Ãðóïïó
Γ(G) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìíîæåñòâî âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ ïàð
(g, ϕ), ãäå g ∈ G, ϕ ∈ Aut(G) ñ ãðóïïîâîé îïåðàöèåé îïðåäåëåí-
íîé ïî ïðàâèëó: (g, ϕ)+(h, ψ) = (g+ϕh, ϕψ) äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ
(g, ϕ), (h, ψ) ∈ Γ(G) (õîòÿ â îáùåì ñëó÷àå ãîëîìîðô àáåëåâîé ãðóï-
ïû ÿâëÿåòñÿ íåêîììóòàòèâíîé ãðóïïîé äëÿ çàäà÷, ðàññìàòðèâàåìûõ
â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå, óäîáíà àääèòèâíàÿ çàïèñü îïåðàöèè â ãî-
ëîìîðôå). Íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì â Γ(G) ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíò (0, ε)
(ε� òîæäåñòâåííûé àâòîìîðôèçì ãðóïïûG), à ýëåìåíòîì, ïðîòèâî-
ïîëîæíûì ýëåìåíòó (g, ϕ) � ýëåìåíò (−ϕ−1g, ϕ−1). Ýëåìåíòû âèäà
(g, ε) îáðàçóþò â ãîëîìîðôå Γ(G) íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó, èçîìîðô-
íóþ ãðóïïå G, à ýëåìåíòû âèäà (0, ϕ) � ïîäãðóïïó, èçîìîðôíóþ
ãðóïïå Aut(G). Áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ýòè ïîäãðóïïû ñ ãðóïïàìè G

è Aut(G) ñîîòâåòñòâåííî, è ÷àñòî âìåñòî çàïèñè ýëåìåíòîâ ãðóïïû
Γ(G) â âèäå (g, ε) è (0, ϕ) áóäåì ïðîñòî ïèñàòü g è ϕ ñîîòâåòñòâåííî.
Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàþòñÿ íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû

ãîëîìîðôîâ àáåëåâûõ ãðóïï, èññëåäóþòñÿ èõ ñâîéñòâà.
Ïóñòü S � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû Γ(G). Îáîçíà÷èì ÷åðåç

S1, Φ � ìíîæåñòâà âñåõ ïåðâûõ, âòîðûõ êîìïîíåíò ýëåìåíòîâ ãðóï-
ïû S ñîîòâåòñòâåííî. S1 � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû
G, Φ � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû Aut(G) ([47]).
Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå äîêàçàí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
Ïðåäëîæåíèå 4.4. Ïóñòü S � íîðìàëüíàÿ àáåëåâà ïîäãðóïïà

ãîëîìîðôà àáåëåâîé ãðóïïû G áåç ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 2. Òîãäà
1) äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ g ∈ S1 è ϕ ∈ Φ âûïîëíÿåòñÿ

ϕg = g;

2) S1 ñîäåðæèòñÿ â öåíòðàëèçàòîðå ïîäãðóïïû S â ãðóïïå
Γ(G), òî åñòü S1 ⊂ ZΓ(G)(S).
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Ñ ïîìîùüþ óñòàíîâëåííûõ â ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå ñâîéñòâ íîð-
ìàëüíûõ ïîäãðóïï ãîëîìîðôîâ àáåëåâûõ ãðóïï äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî
âñÿêàÿ äåëèìàÿ àáåëåâà ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì
ãîëîìîðôîì â êëàññå âñåõ àáåëåâûõ ãðóïï (ñëåäñòâèå 4.10) è ïîêà-
çûâàåòñÿ, ÷òî ïðè èññëåäîâàíèè ãîëîìîðôíîãî èçîìîðôèçìà (ïî÷òè
ãîëîìîðôíîãî èçîìîðôèçìà) àáåëåâûõ ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ ìîæíî
îãðàíè÷èòüñÿ ðåäóöèðîâàííûìè ãðóïïàìè (òåîðåìà 4.8, ñëåäñòâèå
4.9).
Â ïÿòîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàþòñÿ ãîëîìîðôíî èçîìîðôíûå è

ïî÷òè ãîëîìîðôíî èçîìîðôíûå àáåëåâû ãðóïïû áåç êðó÷åíèÿ, ãðóï-
ïû àâòîìîðôèçìîâ êîòîðûõ ïåðèîäè÷åñêèå (â ÷àñòíîñòè, êîíå÷íûå).
Èññëåäóþòñÿ íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû ãîëîìîðôîâ òàêèõ ãðóïï.
Âñÿêàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ àáåëåâà ãðóïïà ñ ïåðèîäè÷åñêîé ãðóïïîé

àâòîìîðôèçìîâ ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé ãðóïïîé. Ïðèìåíÿÿ îñíîâíîé ðå-
çóëüòàò ðàáîòû [47], ïîëó÷àåì, ÷òî âñÿêàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ àáåëåâà
ãðóïïà ñ ïåðèîäè÷åñêîé ãðóïïîé àâòîìîðôèçìîâ îïðåäåëÿåòñÿ ñâî-
èì ãîëîìîðôîì â êëàññå âñåõ àáåëåâûõ ãðóïï. Äëÿ íåêîòîðûõ ñìå-
øàííûõ àáåëåâûõ ãðóïï ñ ïåðèîäè÷åñêîé ãðóïïîé àâòîìîðôèçìîâ
áûë ïîëó÷åí àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ([7]). Äëÿ àáåëåâûõ ãðóïï áåç
êðó÷åíèÿ ñ ïåðèîäè÷åñêîé ãðóïïîé àâòîìîðôèçìîâ âîïðîñ îá èõ
îïðåäåëÿåìîñòè ñâîèì ãîëîìîðôîì îñòàâàëñÿ îòêðûòûì.
Â ïÿòîì ïàðàãðàôå äëÿ òàêèõ ãðóïï âîïðîñ îá èõ îïðåäåëÿåìîñòè

ñâîèì ãîëîìîðôîì ðåøåí ïîëîæèòåëüíî.
Òåîðåìà 5.4 Âñÿêàÿ àáåëåâà ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ ñ ïåðèîäè÷å-

ñêîé ãðóïïîé àâòîìîðôèçìîâ îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì ãîëîìîðôîì â
êëàññå âñåõ àáåëåâûõ ãðóïï.
Äîêàçàíà òåîðåìà îá èçîìîðôèçìå ïî÷òè ãîëîìîðôíî èçîìîðô-

íûõ âïîëíå ðàçëîæèìûõ ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ ñ êîíå÷íûìè ãðóïïàìè
àâòîìîðôèçìîâ.
Òåîðåìà 5.10. Ïóñòü G è H � ïî÷òè ãîëîìîðôíî èçîìîðôíûå

âïîëíå ðàçëîæèìûå ãðóïïû áåç êðó÷åíèÿ. Åñëè ãðóïïû Aut(G) è
Aut(H) êîíå÷íû, òî ãðóïïû G è H èçîìîðôíû.
Â ïÿòîì ïàðàãðàôå ïîëó÷åíî òàêæå ïîëíîå îïèñàíèå âïîëíå ðàç-

ëîæèìûõ ãðóïï ñ ïåðèîäè÷åñêèìè (êîíå÷íûìè) ãðóïïàìè àâòîìîð-
ôèçìîâ (ïðåäëîæåíèå 5.8, ñëåäñòâèå 5.9).
Â øåñòîì ïàðàãðàôå èññëåäóåòñÿ âîïðîñ îá îïðåäåëÿåìîñòè âåê-

òîðíûõ ãðóïï ñâîèìè ãîëîìîðôàìè. Ïðèâîäÿòñÿ îïðåäåëåíèÿ Γ-
ðàçëîæåíèÿ è ïîëóõàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ, îïèñûâàþòñÿ
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ñâîéñòâà Γ-ðàçëîæåíèé ðåäóöèðîâàííîé âåêòîðíîé ãðóïïû.
Ïóñòü ãîëîìîðôû àáåëåâûõ ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ G è H èçîìîðô-

íû. Ãðóïïà G′, êàê îáðàç ãðóïïû H ïðè ýòîì èçîìîðôèçìå, ÿâ-
ëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé àáåëåâîé íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé ãîëîìîðôà
Γ(G). Ãðóïïà G′ ãîëîìîðôíî ðàçëîæèìà, òî åñòü G′ = G1 ⊕ Φ, ãäå
G1, Φ � ñîîòâåòñòâåííî ìíîæåñòâà âñåõ ïåðâûõ, âòîðûõ êîìïîíåíò
ãðóïïû G′ è ïîäãðóïïà G1 âûäåëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëàãàåìûì â ãðóïïå
G, òî åñòü G = G1 ⊕G2.
Ðàçëîæåíèå G = G1 ⊕G2 ãðóïïû G, èíäóöèðîâàííîå èçîìîðôèç-

ìîì ãîëîìîðôîâ ãðóïï G è H, íàçîâåì Γ-ðàçëîæåíèåì. Ðàçëîæå-
íèå G = A ⊕ B ãðóïïû G íàçîâåì A-ïîëóõàðàêòåðèñòè÷åñêèì
(ïîëóõàðàêòåðèñòè÷åñêèì), åñëè ïîäãðóïïà A � õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G , à ïîäãðóïïà B íå ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû G.
Ïóñòü G =

∏
i∈I

Gi, ãäå r(Gi) = 1 äëÿ âñÿêîãî i ∈ I, òî åñòü G

� âåêòîðíàÿ ãðóïïà, G = G1 ⊕ G2 � íåêîòîðîå åå Γ-ðàçëîæåíèå,
G1 =

∏
α∈I1

Gα, G2 =
∏

β∈I2

Gβ, ãäå I1 ∪ I2 = I, I1 ∩ I2 = ∅ ([48]).

Îáîçíà÷èì
I ′1 = {α ∈ I1 | Hom(G2, Gα) 6= 0},
I(α) = {β ∈ I2 | t(Gβ) 6 t(Gα)}.

Ïîëó÷åíî îïèñàíèå ñâîéñòâ Γ-ðàçëîæåíèé âåêòîðíîé ãðóïïû.
Òåîðåìà 6.1. Γ-ðàçëîæåíèå âåêòîðíîé ãðóïïû G = G1 ⊕ G2,

ìîùíîñòü êîòîðîé íåèçìåðèìà, îáëàäàåò ñâîéñòâàìè:
1) Hom(G1, G2) = 0;
2) Hom(Hom(G2, G1), G1) ∼= G2;
3) Ìíîæåñòâî I ′1 � êîíå÷íî ( I ′1 = {α1, α2, . . . , αn});
4) Åñëè r(G2) < ℵ0 (I2 = {β1, β1, ..., βm}) , òî äëÿ ëþáîé ãðóï-

ïû Gβs
(βs ∈ I2) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ãðóïïà Gαk

(αk ∈ I ′1)
òàêàÿ, ÷òî Hom(Gβs

, Gαk
) 6= 0 è äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p ãðóï-

ïà Gαk
p -äåëèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà p -äåëèìà ãðóïïà∏

β∈I(αk)
Gβ.

Íàéäåíû óñëîâèÿ îïðåäåëÿåìîñòè âåêòîðíûõ ãðóïï ñâîèì ãîëî-
ìîðôîì.
Òåîðåìà 6.2. Âåêòîðíàÿ ãðóïïà G, ìîùíîñòü êîòîðîé íåèçìå-

ðèìà, îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì ãîëîìîðôîì â êëàññå âñåõ àáåëåâûõ ãðóïï
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó èç óñëîâèé:
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1) G èìååò òîëüêî òðèâèàëüíûå Γ-ðàçëîæåíèÿ;
2) äëÿ ëþáîãî íåòðèâèàëüíîãî Γ-ðàçëîæåíèÿ ãðóïïû G = G1 ⊕

G2 ðàíã ãðóïïû G2 êîíå÷åí è ñóùåñòâóåò òàêàÿ áèåêöèÿ η ìíîæå-
ñòâà I2 íà ñåáÿ, ÷òî Hom(Gβ, Gα) ∼= Gη(β) äëÿ íåêîòîðîãî α ∈ I ′1.
Ñëåäñòâèå 6.3. Âåêòîðíàÿ ãðóïïà G, ìîùíîñòü êîòîðîé íåèç-

ìåðèìà, îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì ãîëîìîðôîì â êëàññå âñåõ àáåëåâûõ
ãðóïï, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó èç óñëîâèé:

a) ãðóïïà G íå èìååò ïîëóõàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé;
á) äëÿ ëþáîãî G1-ïîëóõàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ G =

G1 ⊕ G2 ãðóïïû G, óäîâëåòâîðÿþùåãî ñâîéñòâàì 1) � 4) òåîðå-
ìû 6.1, ñóùåñòâóåò òàêàÿ áèåêöèÿ η ìíîæåñòâà I2 íà ñåáÿ, ÷òî
Hom(Gβ, Gα) ∼= Gη(β) äëÿ íåêîòîðîãî α ∈ I ′1.
Â ñåäüìîì ïàðàãðàôå èññëåäóþòñÿ ñâîéñòâà òèïîâ ýëåìåíòîâ íîð-

ìàëüíûõ àáåëåâûõ ïîäãðóïï ãîëîìîðôîâ àáåëåâûõ ãðóïï áåç êðó÷å-
íèÿ.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç T (G) ìíîæåñòâî òèïîâ ýëåìåíòîâ ãðóïïû áåç

êðó÷åíèÿ G.
Ïîëó÷åíû òàêèå ðåçóëüòàòû.
Òåîðåìà 7.2. Ïóñòü S � íîðìàëüíàÿ àáåëåâà ïîäãðóïïà ãîëîìîð-

ôà Γ(G) àáåëåâîé ãðóïïû áåç êðó÷åíèÿ G è S1 � ìíîæåñòâî ïåðâûõ
êîìïîíåíò ýëåìåíòîâ ãðóïïû S. Òîãäà

1) äëÿ ëþáîãî òèïà t ∈ T (S) ñóùåñòâóåò òèï t′ ∈ T (S1), òà-
êîé ÷òî t′ > t.

2) äëÿ ëþáîãî òèïà t ∈ T (S) ñóùåñòâóåò òèï t′′ ∈ T (G ∩ S),
òàêîé ÷òî t′′ > t.
Òåîðåìà 7.3. Ïóñòü G è H � ïî÷òè ãîëîìîðôíî èçîìîðôíûå

àáåëåâû ãðóïïû áåç êðó÷åíèÿ, G � îäíîðîäíàÿ ãðóïïà, à ãðóïïà H
îáëàäàåò ñâîéñòâîì: äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ b1, b2 ∈ H òàêèõ, ÷òî
t(b1) ñðàâíèì ñ t(b2) èìååì t(b1) = t(b2). Òîãäà H � îäíîðîäíàÿ
ãðóïïà è t(G) = t(H).
Ñëåäñòâèå 7.4. Åñëè G è H � îäíîðîäíûå ïî÷òè ãîëîìîðôíî

èçîìîðôíûå ãðóïïû, òî t(G) = t(H).
Òåîðåìà 7.5. Ïóñòü G =

∏
t∈T1

Gt, H =
∏

t∈T2

Ht, ãäå Gt è Ht �

îäíîðîäíûå ãðóïïû òèïîâ t è t ñîîòâåòñòâåííî, T1 è T2 � ìíî-
æåñòâà, ñîñòîÿùèå èç ïîïàðíî íåñðàâíèìûõ òèïîâ. Åñëè G è H
� ïî÷òè ãîëîìîðôíî èçîìîðôíûå ãðóïïû, òî T1 = T2.
Àáåëåâà ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ G íàçûâàåòñÿ òðàíçèòèâíîé, åñëè
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äëÿ ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ a, b ∈ G òàêèõ, ÷òî χ(a) = χ(b) ñóùå-
ñòâóåò àâòîìîðôèçì ϕ ∈ Aut(G) òàêîé, ÷òî b = ϕa ([18]).
Ïóñòü G =

∏
t∈T1

Gt, H =
∏

t∈T2

Ht � ïðÿìûå ïðîèçâåäåíèÿ îäíîðîä-

íûõ ãðóïï Gt è Ht ñîîòâåòñòâåííî, T1 è T2 � íåêîòîðûå ìíîæåñòâà
òèïîâ.
Ãðóïïû G èH íàçûâàþòñÿ ïîäîáíûìè, åñëè T1 = T2 è äëÿ âñÿêîãî

òèïà t ∈ T1 ðàíã r(Gt) ãðóïïû Gt ðàâåí ðàíãó r(Ht) ãðóïïû Ht.
Â âîñüìîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàþòñÿ àáåëåâû ãðóïïû áåç êðó-

÷åíèÿ, ðàçëîæèìûå â ïðÿìûå ïðîèçâåäåíèÿ îäíîðîäíûõ òðàíçèòèâ-
íûõ ãðóïï. Óñòàíàâëèâàåòñÿ, êîãäà èç ïî÷òè ãîëîìîðôíîãî èçîìîð-
ôèçìà òàêèõ ãðóïï ñëåäóåò èõ ïîäîáèå.
Îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè ýòîãî ïàðàãðàôà ÿâëÿþòñÿ òàêèå òåîðå-

ìû.
Òåîðåìà 8.1. Ïóñòü G =

∏
t∈T1

Gt, H =
∏

t∈T2

Ht, ãäå Gt (t ∈ T1)

è Ht (t ∈ T2) � òðàíçèòèâíûå îäíîðîäíûå ãðóïïû è ìíîæåñòâà
T1 è T2 ñîñòîÿò èç ïîïàðíî íåñðàâíèìûõ òèïîâ. Åñëè ãðóïïû G è
H ïî÷òè ãîëîìîðôíî èçîìîðôíû, òî îíè ïîäîáíû.
Òåîðåìà 8.2. Ïóñòü G =

∏
t∈T1

Gt, H =
∏

t∈T2

Ht, ãäå Gt (t ∈ T1)

è Ht (t ∈ T2) � îäíîðîäíûå âïîëíå ðàçëîæèìûå ãðóïïû è ìíîæå-
ñòâà T1 è T2 ñîñòîÿò èç ïîïàðíî íåñðàâíèìûõ òèïîâ. Åñëè ãðóïïû
G è H ïî÷òè ãîëîìîðôíî èçîìîðôíû, òî îíè èçîìîðôíû.
Ïóñòü A � êëàññ ãðóïï, ñîñòîÿùèé èç âñåõ ïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèé

îäíîðîäíûõ ãðóïï ñ ïîïàðíî íåñðàâíèìûìè òèïàìè, êàæäàÿ îäíî-
ðîäíàÿ êîìïîíåíòà êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ðàçëîæèìîé.
Ñëåäñòâèå 8.3. Âñÿêàÿ ãðóïïà èç êëàññà A îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì

ãîëîìîðôîì â ýòîì êëàññå.
Àâòîð èñêðåííå áëàãîäàðèò íàó÷íîãî ðóêîâîäèòåëÿ ïðîôåññîðà

Àíäðåÿ Ðîñòèñëàâîâè÷à ×åõëîâà çà âíèìàíèå ê ìîåé íàó÷íîé ðàáîòå
è ïîìîùü â îôîðìëåíèè äèññåðòàöèè.
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