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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 
 

Актуальность работы. Модели массового обслуживания являются одним 
из наиболее популярных инструментов для математического моделирования 
различных реальных процессов в социально-экономических, информационно-
телекоммуникационных системах, при решении логистических задач и др. 

Большой вклад в развитие теории массового обслуживания внесли  
Ю.К. Беляев, А.А. Боровков, Б.В. Гнеденко, Дж.Р. Джексон, Ф. Келли,  
Дж. Кендалл, Дж.Ф.С. Кингмэн, Л. Клейнрок, Г.П. Климов, И.Н. Коваленко,  
С. Пальм, Ф. Поллачек, Т.Саати, А.Я. Хинчин и др. 

В середине XX века стали появляться работы по исследованию выходящих 
потоков систем массового обслуживания, что было обусловлено развитием тео-
рии сетей массового обслуживания, в которых выходящий поток одной систе-
мы является входящим для другой. Результаты теории сетей массового обслу-
живания стали применяться при моделировании вычислительных систем, при 
проектировании сетей передачи данных и сетей ЭВМ, при анализе сложных 
многоэтапных производственных процессов. 

Информация о характеристиках выходящего потока отдельной системы 
массового обслуживания также очень полезна. Например, если система с неог-
раниченным числом приборов является моделью страховой компании, то выхо-
дящий поток описывает количество страховых случаев, то есть поток убытков 
предприятия. 

Основные результаты по исследованию выходящих потоков относятся к 
моделям с пуассоновским входящим потоком. П. Берк, Е. Рейч, П. Финч неза-
висимо друг от друга установили, что выходящий поток для системы с пуассо-
новским входящим потоком и экспоненциальным временем обслуживания бу-
дет пуассоновским. А в 1963 году Н. Мирасол показал, что выходящий поток 
систем с неограниченным числом приборов и произвольным распределением 
времени обслуживания, на вход которых поступает простейший поток, также 
является простейшим. Исследованию выходящих потоков других моделей с 
простейшим входящим потоком посвящены работы, например, Д. Дели,  
Н.М. Акулиничева, Л.К. Горского, А.М. Александрова и др. 

В качестве существенного обобщения простейших потоков для более адек-
ватного описания реальных потоков были предложены классы MAP-потоков 
(Markovian Arrival Process) и SM-потоков (Semi-Markovian process). В книге 
Б.В.Гнеденко, И.Н. Коваленко, классы MAP- и SM-потоков названы специаль-
ными потоками однородных событий. В монографии А.Н. Дудина и В.И. Кли-
менок специальные потоки названы коррелированными. 

Исследованием выходящего потока однолинейной системы с входящим 
MAP-потоком занимались Н. Бин, Д. Грин, П. Тейлор, но общих подходов по 
исследованию выходящих потоков систем массового обслуживания с непуас-
соновским входящим потоком найдено не было. Именно поэтому разработка 
методов исследования выходящих потоков для более адекватных математиче-
ских моделей систем обслуживания с коррелированными входящими потоками 
является актуальной задачей. 
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Основной целью данной работы является разработка методов исследова-
ния выходящих потоков систем массового обслуживания с неограниченным 
числом приборов и коррелированными входящими потоками. 

Для достижения вышеуказанной цели поставлены и решены следующие 
задачи: 

1. Определение условий, при выполнении которых MAP-потоки являются 
пуассоновскими. 

2. Модификация метода асимптотического анализа для исследования вы-
ходящих потоков систем массового обслуживания с неограниченным числом 
приборов. 

3. Модификации метода просеянного потока для исследования выходящих 
потоков немарковских систем массового с неограниченным числом приборов. 

4. Разработка комплекса проблемно-ориентированных программ для чис-
ленного исследования MAP-потоков и выходящих потоков систем массового 
обслуживания с неограниченным числом приборов. 

Научная новизна: 
1. Найдены два новых достаточных условия на параметры MAP-потоков, 

при выполнении которых число наступивших событий за некоторое время име-
ет распределение Пуассона. Данные результаты обобщают и расширяют из-
вестное условие равенства интенсивностей в каждом состоянии управляющей 
цепи. Полученные условия имеют простой вид и позволяют определять: явля-
ется ли рассматриваемый MAP-поток пуассоновским, что значительно может 
упростить исследуемую модель. 

2. Сформулированы новые асимптотические условия сходимости последо-
вательностей MAP (MMP)-потоков к потокам Пуассона. Предложенная схема 
отличается от известных условий сходимости к простейшему потоку – сумми-
рованию большого числа потоков малой интенсивности и бесконечному про-
реживанию потока с соответствующей нормировкой времени. Полученные ре-
зультаты значительно расширяют условия, при выполнении которых исследуе-
мый поток можно аппроксимировать простейшим. 

3. Разработана модификация метода просеянного потока, которая позволя-
ет получить уравнения для определения характеристик выходящих потоков 
систем массового обслуживания с неограниченным числом приборов и произ-
вольным временем обслуживания. В отличие от известного метода дополни-
тельных переменных, который приводит к громоздкой системе дифференци-
альных уравнений в частных производных неограниченной размерности, метод 
просеянного потока позволяет получать обыкновенные дифференциальные 
уравнения меньшей размерности, которые гораздо удобнее для численного ис-
следования и асимптотического анализа, реализуемого в данной работе. 

4. Предложены модификации метода асимптотического анализа уравне-
ний, полученных с помощью метода просеянного потока, которые позволяют 
получать аналитические выражения для асимптотического приближения рас-
пределения вероятностей числа событий выходящего потока при различных 
моделях входящих потоков (MAP, SM). 
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5. Предложен алгоритм численного нахождения распределения вероятно-
стей числа событий выходящих потоков систем массового обслуживания с не-
ограниченным числом приборов, позволяющий находить допредельные харак-
теристики рассматриваемых потоков. Особенность данного алгоритма заключа-
ется в том, что выходящий поток исследуемой системы направляется на вход 
системы с неограниченным числом приборов и детерминированным временем 
обслуживания равным T, стационарное распределение вероятностей числа за-
нятых каналов которой совпадает с распределением числа событий искомого 
выходящего потока, наступивших за время T. 

Положения, выносимые на защиту: 
1. Два новых достаточных условия на параметры MAP-потоков, при вы-

полнении которых число наступивших событий за некоторое время имеет рас-
пределение Пуассона. 

2. Новые асимптотические условия сходимости последовательностей MAP 
(MMP)-потоков к потокам Пуассона. 

3. Модификация метода просеянного потока для исследования выходящих 
потоков немарковских систем массового обслуживания с неограниченным чис-
лом приборов. 

4. Модификация метода асимптотического анализа для исследования вы-
ходящих потоков и аналитические выражения для асимптотического распреде-
ления вероятностей числа событий выходящих потоков систем массового об-
служивания с неограниченным числом приборов с моделями коррелированных 
входящих потоков (MAP, SM) в различных асимптотических условиях. 

5. Алгоритм численного нахождения оценки распределения числа событий 
выходящих потоков, комплекс программ и полученная с их помощью оценка 
области применимости асимптотических результатов. 

Методы проведенного исследования. В процессе исследования рассмот-
ренных моделей потоков и систем массового обслуживания применялся аппа-
рат теории вероятностей, теории случайных процессов, теории массового об-
служивания, теории дифференциальных уравнений. Исследования основыва-
лись на методе построения дифференциальных уравнений Колмогорова, кото-
рые решались с помощью метода характеристических функций и метода асим-
птотического анализа. Обработка результатов имитационного моделирования 
проводилась методами математической статистики. 

Теоретическая значимость работы заключается в том, что впервые раз-
работаны методы комплексного аналитического исследования выходящих по-
токов систем массового обслуживания с неограниченным числом приборов и 
моделями коррелированных входящих потоков в различных асимптотических 
условиях. Также получены условия, при выполнении которых MAP-потоки яв-
ляются пуассоновскими. Данные условия значительно расширяют класс MAP-
потоков, допускающих аппроксимацию простейшим потоком. 

Практическая ценность. Отдельные модули разработанного комплекса 
программ позволяют для конкретных параметров исследуемых моделей нахо-
дить оценки допредельных характеристик, а также оценивать погрешность 
применяемых аппроксимаций. 
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Достоверность и обоснованность всех полученных в диссертации результа-
тов подтверждается строгим математическим исследованием с использованием 
методов теории вероятностей и случайных процессов, теории массового обслужи-
вания, дифференциального и интегрального исчислений. 

Апробация работы. Основные положения работы и отдельные ее резуль-
таты докладывались и обсуждались на следующих научных конференциях: 

1. ХII, XIII, XIV, ХV Всероссийские научно-практические конференции 
«Научное творчество молодежи». г. Анжеро-Судженск, 2008, 2009, 2010, 2011 г. 

2. VII, VIII, IX, Х Всероссийские научно-практические конференции c ме-
ждународным участием «Информационные технологии и математическое мо-
делирование». г. Анжеро-Судженск, 2008, 2009, 2010, 2011 г. 

3. Международные научные конференции "Современные математические 
методы анализа и оптимизации информационно - телекоммуникационных се-
тей". г. Минск, 2009, 2011 г. 

4. VIII, IX Международные конференции по финансово-актуарной матема-
тике и смежным вопросам. г. Красноярск, 2009, 2010 г. 

5. Всероссийская конференция с элементами научной школы для молоде-
жи. г. Ульяновск, 2009. 

6. Международная конференция, посвященная 75-летию профессора, док-
тора физико-математических наук Геннадия Алексеевича Медведева. г. Минск, 
2010 г. 

7. Российская научная конференция с участием зарубежных исследовате-
лей «Моделирование систем информатики». г. Новосибирск, 2011 г. 

Связь работы с крупными научными программами и проектами. Ре-
зультаты, представленные в данной работе, были получены в рамках выполне-
ния следующих научных проектов 

- АВЦП «Развитие научного потенциала высшей школы (2009 – 2011 го-
ды)» Федерального агентства по образованию, проект № 4761: «Разработка ме-
тодов исследования немарковских систем массового обслуживания и их приме-
нение к сложным экономическим системам и компьютерным сетям связи». 

- НИОКР в качестве победителя программы У.М.Н.И.К. (2009-2010 годы) 
по теме «Разработка методов исследования выходящих потоков для систем 
массового обслуживания с неограниченным числом приборов.» государствен-
ный контракт № 6360 р/8858 от 8 декабря 2008 г, государственный контракт № 
7661р/10273 от 31.03.2010. 

Публикации. По результатам выполненных исследований автором опуб-
ликовано 18 печатных работ, в том числе 4 статьи, из них 3 в изданиях, реко-
мендованных списком ВАК. 

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введения, че-
тырех глав, заключения и списка литературы из 127 наименований. Общий 
объем работы составляет 138 страниц, в том числе основной текст 125 страниц. 
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СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ 
 
Во введении обоснована актуальность работы, сформулирована цель и за-

дачи диссертационного исследования, изложена его научная новизна, раскрыты 
теоретическое значение и практическая ценность полученных результатов, крат-
ко излагается содержание диссертационной работы. 

В первой главе приведены определения потоков однородных событий, 
модели которых рассматриваются в диссертационной работы. Это пуассонов-
ские потоки, класс марковских потоков (MMP, MAP) и полумарковские (SM) 
потоки. 

MAP-поток задается матрицей инфинитезимальных характеристик Q 
управляющей цепи Маркова k(t); условными интенсивностями λk (k≥0), которые 
будем записывать в виде диагональной матицы Λ соответствующей размерно-
сти; и матрицей D вероятностей наступления событий при переходе управляю-
щей цепи Маркова из одного состояния в другое. Число событий, наступивших 
в MAP-потоке за некоторое время t, обозначим n(t). 

В разделе 1.3 формулируются оригинальные условия на параметры MAP-
потока, при выполнении которых число событий, наступивших в потоке за не-
которое время, имеет распределение Пуассона. 

Теорема 1.1. Если для характеристик MAP-потока выполняется равенст-
во векторов 

,EBE κ=        (1) 
то рассматриваемый MAP-поток является простейшим с параметром κ. 

Здесь B – матрица с элементами λk на главной диагонали и dνk·qνk вне глав-
ной диагонали, а E – единичный вектор-столбец соответствующей размерности; 
κ – интенсивность МАР-потока, определяемая формулой κ=RBE, а R – стацио-
нарное распределение вероятностей управляющей цепи Маркова k(t). 

Лемма 1.1. Для того, чтобы случайные величины k(t) и n(t) в рассматри-
ваемом MAP-потоке были стохастически независимы необходимо и доста-
точно выполнения равенства векторов 

RRB κ= .      (2) 
Теорема 1.2. Если в MAP-потоке величины k(t) и n(t) стохастически неза-

висимы, то есть выполняется равенство (2), то рассматриваемый MAP-
поток является простейшим. 

В разделе 1.5 рассматривается сходимость последовательности MMP-
потоков к пуассоновскому при выполнении условия предельно частых измене-
ний его состояний. 

Для характеристик MAP-потока было получено дифференциально-
матричное уравнение с начальным условием 
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где H(u,t)={H(1,u,t), H(1,u,t),…}, ( ) ( )tnkPetukH
n

jun ,,,,
0

∑
∞

=
= , 1−=j  – мнимая 

единица, а })(,)({),,( ntnktkPtnkP ===  – распределение вероятностей дву-
мерной цепи Маркова )}(),({ tntk . 

Будем рассматривать последовательность MMP-потоков в условии пре-
дельно частых изменений его состояний. Зафиксируем некоторую матрицу ин-
финитезимальных характеристик Q(1), которая определяет управляющую цепь 
Маркова k(t), и матрицу Λ. Затем, полагая, что S некоторая положительная ве-
личина, в задаче (3) сделаем следующие замены 

),,(),(,)1( StutuS FHQQ =⋅= . 
Тогда для вектор-функций F(u,t,S) можно записать 

( )[ ]
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

−+⋅=
∂

∂

RF

QFF

),0,(

1),,(),,( )1(

Su

eSStu
t

Stu ju Λ .   (4) 

Теорема 1.3. Сумма компонентов предельного, при ∞→S , значения век-
тор-строки F(u,t) решения F(u,t,S) задачи (4) имеет вид 

{ }tetu ju κ−= )1(exp),( EF ,    (5) 
где E – единичный вектор-столбец, величина κ имеет смысл интенсивности 
MMP-потока. 

Сформулированная теорема говорит о том, что последовательность MMP-
потоков в условии предельно частых изменений состояний управляющей цепи 
(то есть когда средние времена пребывания управляющей цепи Маркова в каж-
дом состоянии стремятся к нулю) является асимптотически простейшим. 

В разделе 1.6 аналогичная сходимость доказывается для случая общего 
MAP-потока. 

Во второй главе рассматриваются системы массового обслуживания с не-
ограниченным числом приборов. Время обслуживания поступающих заявок 
имеет экспоненциальное распределение с параметром μ. В качестве моделей 
входящих потоков взяты классы коррелированных потоков (MMP, MAP, SM). 

Основным объектом исследования является выходящий поток, рассматри-
ваемых систем. Для нахождения его характеристик предлагается рассматривать 
случайный процесс m(t), определяющий количество заявок, закончивших об-
служивание в системе за некоторый промежуток времени. Предполагается, что 
исследуемые системы функционируют в стационарном режиме. Число заявок в 
системе обозначается i(t). 

В разделе 2.1 получено дифференциально-матричное уравнение, опреде-
ляющее характеристики системы MAP│M│∞, в том числе характеристики вы-
ходящего потока 

{ },)1(),,(

),,()1(),,(

BQH

HH

−+=

=
∂

∂
−μ+

∂
∂ −

jx

jxju

etux
x

tuxeej
t

tux
   (6) 
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где H(x,u,t)={H(1, x,u,t), H(1, x,u,t),…}, ∑∑=
m

jum

i

jxi tmikPeetuxkH ),,,(),,,( , 

1−=j  – мнимая единица, а })(,)(,)({),,,( mtmitiktkPtmikP ====  – распреде-
ление вероятностей трехмерной цепи Маркова )}(),(),({ tmtitk . 

В разделе 2.3 рассматривается система в условии растущего времени об-
служивания, то есть когда среднее значение времени обслуживания каждой за-
явки стремиться к бесконечности. В системе с экспоненциальным временем об-
служивания это условие принимает вид 1/µ→∞. Или, что то же самое, µ→0. 

Рассмотрим систему MAP|M|∞ в условии растущего времени обслужива-
ния. Для этого в уравнении (6) сделаем следующие замены 

ε=μ , yx ε=  , ),,,(),,( ε= tuytux FH ,    (7) 
тогда для вектор-функции F(y,u,t,ε) получим дифференциально-матричное 
уравнение 

{ } .)1(),,,(

),,,()1(),,,(

BQF

FF j

−+ε=

=
∂

ε∂
−+

∂
ε∂

ε

ε−

xj

xju

etux
x

tuxeej
t

tux
.   (8) 

Теорема 2.1. Сумма компонентов предельного, при 0→ε , значения век-
тор-строки F(x,u,t) решения F(x,u,t,ε) уравнения (8) имеет вид 

{ }tejytuy ju κ−+κ= )1(exp),,( EF ,    (9) 
где E – единичный вектор-столбец, величина κ определяется равенством  

RBE=κ ,  `    (10) 
а вектор-строка R – стационарное распределение вероятностей управляющей 
цепи Маркова. 

В разделе 2.4 аналогичная теорема доказывается для системы с полумар-
ковским входящим потоком, то есть для системы SM│M│∞. 

В разделе 2.5 исследуется система MMP│M│∞ в условии предельно час-
тых изменений состояний входящего потока. Зафиксируем некоторую матрицу 
инфинитезимальных характеристик Q(1), которая определяет управляющую 
цепь Маркова k(t), и матрицу Λ. Затем, полагая, что S некоторая положительная 
величина, в уравнении (6) сделаем следующие замены 

),,,(),,(,)1( StuxtuxS FHQQ =⋅= . 
Тогда для вектор-функций F(x,u,t,S) можно записать 

{ },)1(),,,(

),,,()1(),,,(

)1( Λ−+⋅=

=
∂

∂
−μ+

∂
∂ −

jx

jxju

eSStux
x

Stuxeej
t

Stux

QF

FF
.   (11) 

Теорема 2.4. Сумма компонентов предельного, при ∞→S , значения век-
тор-строки F(x,u,t) решения F(x,u,t,S) уравнения (11) имеет вид 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

κ−+
μ
κ

−= teetux jujx )1()1(exp),,( EF ,   (12) 

где E – единичный вектор-столбец, величина κ имеет смысл интенсивности 
входящего потока. 
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В разделе 2.6 аналогичная теорема доказывается для системы MAP|M|∞. 
В разделе 2.7 рассматривается система MAP|M|∞ в условии растущего 

времени обслуживания и времени наблюдения за выходящим потоком, то есть 
когда длина интервала времени, на котором наблюдаются события выходящего 
потока, и среднее значение времени обслуживания неограниченно возрастают. 
Для данного смешанного асимптотического условия были доказаны две теоре-
мы 2.6 и 2.7, результаты которых определяют вид асимптотического распреде-
ления вероятностей числа событий выходящего потока 

( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

μ
−

++κ+κ≈

≈=
μ− 122

2
)(exp

),,0(}{

22

2

)(

t

tjum

etjutju 

tueM

BEfBEf

EH
,  (13) 

где вектор-строка f2 определяется системой 

⎩
⎨
⎧

=
=κ−+

0
0)(

2

12

Ef
IBRQf

.      (14) 

Из (13) видно, что распределение вероятностей числа событий, наступив-
ших в выходящем потоке рассматриваемой системы за время t в условии рас-
тущего времени обслуживания и наблюдения за потоком аппроксимируется 
нормальным распределением. 

В третьей главе рассматриваются системы массового обслуживания с не-
ограниченным числом приборов и произвольным распределением времени об-
служивания поступающих заявок. В качестве моделей входящих потоков взяты 
классы коррелированных потоков (MMP, MAP, SM). 

Во второй главе рассматривались модели с экспоненциальным распреде-
лением времени обслуживания, и для таких систем удалось построить много-
мерные марковские процессы, описывающие их функционирование. В случае 
произвольного распределения времени обслуживания метод «внешнего» мар-
ковизирования практически не применим. 

Для решения этой проблемы предлагается модификация метода просеян-
ного потока для исследования выходящих потоков немарковских систем массо-
вого обслуживания с неограниченным числом приборов. Этот метод сводит ис-
следование выходящего потока к исследованию так называемого просеянного 
потока, который удается марковизировать. 

Подробнее остановимся на этом методе. 

Пусть T1>0, T>0 – некоторые заданные величины, а ∫
∞

−=
0

))(1( dxxBb  – 

среднее значение времени обслуживания заявки, тогда обозначим 

⎩
⎨
⎧

+≤<+−
≤<+−−+

=
TbTtbTTtbTB

bTtTtbTBTbTB
tS

111

111

),(
0),()(

)(    (15) 

Здесь S(t) – вероятность того, что заявка, поступившая в систему в момент 
времени [ ]TbTt +∈ 1,0 , завершит свое обслуживание в момент времени, при-
надлежащий интервалу [ ]TbTbT +11, . 
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Будем полагать, что если событие входящего потока наступает в момент t, 
то с динамической (зависящей от момента времени t) вероятностью S(t) эта за-
явка просеивается, то есть отправляется в просеянный поток, а с вероятностью 
1-S(t) не рассматривается. 

Очевидно, что в просеянном потоке рассматриваются те заявки, которые 
формируют на интервале [ ]TbTbT +11,  события выходящего потока. 

Обозначим n(t) – число событий просеянного потока, наступивших до мо-
мента времени t, то есть на интервале [ ]t,0 . 

Если в начальный момент времени t0=0 система свободна, то число собы-
тий просеянного потока к моменту bT1+T равно числу заявок, закончивших об-
служивание на интервале [ ]TbTbT +11, , то есть выполняется равенство 

),()( 11 bTTmTbTn =+ ,     (16) 
где m(T,bT1) – число событий выходящего потока рассматриваемой системы, 
наступивших на интервале [ ]TbTbT +11, .  

В силу условия о том, что в начальный момент времени t0=0 система сво-
бодна, рассматривается переходной режим функционирования системы и не-
стационарный выходящий поток. 

Для исследования стационарного выходящего потока будем полагать, что 
T1→∞, тогда функционирование системы массового обслуживания определяет-
ся финальным распределением и стационарным режимом. 

Применяя методы теории марковских процессов и метод характеристиче-
ских функций, для каждой модели выводится дифференциально-матричное 
уравнение Колмогорова, которое определяет характеристики рассматриваемого 
просеянного потока. 

В целом, в третьей главе с помощью предложенного метода просеянного 
потока обобщаются результаты, полученные во второй главе, на случай произ-
вольного времени обслуживания. 

Результаты, представленные в четвертой главе, были получены с помо-
щью комплекса программ, отдельные модули которого 

1. Пуассоновский MAP. 
2. Имитация MAP_M. 
3. Имитация MAP_GI. 
4. Имитация SM_M. 
5. Имитация SM_GI. 
6. Гауссовская аппроксимация. 

направлены на исследование потоков в допредельной ситуации. 
Результаты, полученные в первой главе с помощью асимптотического ана-

лиза для MAP-потока, сравнивались с допредельными, полученными с помо-
щью численного анализа MAP-потока, реализованного в модуле «Пуассонов-
ский MAP». В качестве критерия близости распределений рассматривалось рас-
стояние Колмогорова Δ, определяемое формулой 

),(),(max tnFtnF
n

−=Δ
∧

,      (17) 
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где ∑
=

∧∧
=

n

l
tlPtnF

0
),(),(  – допредельная функция распределения числа событий на-

ступивших в потоке за время t , полученная с помощью формулы 

( ) ( )( ) ( )∫
∞

∞−

−−α−
∧

αα−−α−−
π

= djjetnP
ntj EIQBIQBR 11

2
1, Β , 

∑
=

=
n

l
tlPtnF

0
),(),(  – функция распределения Пуассона, которая соответствует 

асимптотическим результатам для MAP-потока, полученным в первой главе на-
стоящей диссертации. 

Проведенный анализ позволяет сделать вывод о том, что MAP-поток мож-
но аппроксимировать простейшим, если значения интенсивностей перехода 
управляющей цепи Маркова больше значения интенсивности потока на один 
порядок ( 110 ) и более. При этом значения вероятностей наступления событий 
при переходе потока из одного состояния в другое должны быть порядка 210− . 

Для нахождения допредельных характеристик выходящих потоков систем 
массово обслуживания с неограниченным числом приборов была построена 
имитационная модель, реализованная для различных моделей в модулях 2. – 6. 
(«Имитация MAP_M», «Имитация MAP_GI», «Имитация SM_M», «Имитация 
SM_GI», «Гауссовская аппроксимация»). 

Предлагается максимально увеличить время моделирования, и по одной 
выборке моментов наступления событий в выходящем потоке сделать оценку 
распределения вероятностей числа событий, наступивших в нем за некоторое 
время T. Для этого можно воспользоваться следующим фактом: стационарное 
распределение числа заявок в системе с неограниченным числом приборов и 
детерминированным временем обслуживания совпадает с распределением ве-
роятностей числа событий, наступивших во входящем потоке за период време-
ни равный времени обслуживания. 

На основании результатов имитационного моделирования с помощью 
предложенного алгоритма строится эмпирическая функция распределение, ко-
торая сравнивается с асимптотическим распределением. В качестве критерия 
близости распределений также берется расстояние Колмогорова 

)()(max nFnF
n

−=Δ
∧

,      (18) 

где )(nF
∧

 – эмпирическое распределение, полученное с помощью имитационно-
го моделирования, )(nF  – асимптотическое распределение, которое находится 
на основании результатов, полученных в первых трех главах. 

Результаты различных численных экспериментов позволяют сделать вывод 
о том, что выходящий поток системы массового обслуживания с неограничен-
ным числом приборов можно аппроксимировать простейшим, если значение 
среднего значения времени обслуживания b больше значения средней длины 
интервала между моментами наступления событий во входящем потоке на по-
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рядок ( 110 ) и более. При разнице порядка 210  ошибка аппроксимации менее 
2%. 

Если же значение среднего времени обслуживания не достаточно велико, 
то можно использовать гауссовскую аппроксимацию. На основании результа-
тов численного анализа можно сделать вывод о том, что если значение среднего 
числа событий выходящего потока κT порядка 210  и более, то распределение 
числа событий выходящего потока рассматриваемой системы можно аппрок-
симировать нормальным. Заметим, что при этом значения T и b имеют одина-
ковый порядок. 

В заключении диссертации приведены основные результаты. 
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