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ФОРМУЛА СУММИРОВАНИЯ ДЛЯ ПОЛИНОМОВ ЧЕБЫШЕВА

И ЕЕ ПРИМЕНЕНИЕ

Дается вывод формулы суммирования для полиномов Чебышева второго
рода и ее применение к исследованию экспоненциальных полиномов
Бранжа.
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В [1] установлено, что экспоненциальный полином Бранжа
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– гипергеометрический ряд Гаусса.

В данной работе получим этот результат, то есть что ( )( )
,

, 0
s n

Y s n s′ τ − < , ис-

пользуя элементарные конформные  отображения и теорему сложения для одного

класса ортогональных многочленов. При этом выясняется место и роль степеней

решения уравнения Левнера с постоянной управляющей функцией.

1. Функция
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Функция
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Образуем семейство функций ( )( ),H z
θ
ζ τ , полагая в (1)

( )cos 1 cose e
−τ −τ

γ = − + θ .

Лемма 1. Справедливо функциональное соотношение
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Лемма 2. Имеет место формула
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причем ряд равномерно сходится внутри E. Значит, в E
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Лемма доказана.

3. Разложим функцию ( )H z
γ

 в ряд по степеням z. Поскольку функция

( ),
m
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Меняя порядок суммирования и объединяя члены с одинаковыми степенями
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4. Функция
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Она же является производящей функцией для полиномов Гегенбауэра
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C γ  [3, с. 406], то есть
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Сравнивая коэффициенты при одинаковых степенях z  в указанных разложе-

ниях функции ( )H z
γ

 в ряд, получаем

( ) ( ) ( ) ( )
1

1
1 1 ,0 ,

1

cos cos 2 cos

m

m m m m l

l

C U Q Q l

−

− −

=

γ = γ = τ + τ ⋅ θ∑ , 1,2,...m =  (2)

Нашей целью является доказательство неравенства ( )
,

0
m l

Q τ >  при

0 < τ < +∞ , { }\ 1n N∈ , 1,..., 1l m= − . Будем использовать полиномы Лежандра

( )
m
P t , определяемые как коэффициенты разложения по степеням z производящей

функции [3, с. 396, форм. 6.821]

( )
2

0

1

1 2

m

m

m

P t z

tz z

∞

=

=

− +

∑ ,

и полиномы Гегенбауэра ( )p
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степеням z  производящей функции [3, с. 406]

( )
( )

2
0

1

1 2

p m

mp

m

C t z

tz z

∞

=

=

− +

∑ , 0p > .

Полиномы Лежандра ( )
m
P t  можно представить формулой

( ) ( )21
1

!2

m
m

m
m m

d
P t t

m dt

⎡ ⎤= −⎢ ⎥⎣ ⎦

(ее часто принимают как определение ( )
m
P t ). Они обладают свойствами ортого-

нальности

( ) ( )
1

1

0
m n
P t P t dt

−

=∫ , m n≠ .

Поскольку ( )
1

2

1

2

2 1
n
P t dt

n
−

=

+
∫ ,

то ортонормированной системой полиномов Лежандра является система полино-
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Лемма 3. Имеет место функциональное соотношение
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где постоянная
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в виде разложения по полиномам Лежандра. Здесь коэффициенты даются форму-

лами

( ) ( ) ( )
1

2 2
,

1

2 1
, 1 1

2
j n n j

j
A x y U xy x y P d

−

+
= + − − ζ ζ ζ∫ .
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– симметричный полином степени ( )n j−  относительно переменных x и y, то есть

( ) ( )
, ,

, ,j n j nV x y V y x= .

Покажем, что функция ( )
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Относительно ( )
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′′ ′+ ⋅ + =

− −

. (7)
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Сумма первых трех слагаемых в правой части равенства равна нулю, посколь-

ку ( )1j
n jC
+

−
η  является решением уравнения (7). Имеем
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.

Вернемся к функции ( )
,

,j nV x y . В результате её подстановки в левую часть

уравнения (6) получим
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2
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⎡ ⎤η η
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η η⎢ ⎥⎣ ⎦

∫

∫

Применив к интегралу от второго слагаемого формулу интегрирования по час-

тям, получим
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( )( )2 1 11 1

1 1
2 2 2 2

2
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ζ ηη ⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫
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1 11
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11
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j jn j n jdC x dC x

j d
d d

+ +
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−−

η η
= −ζ + + −ζ ζ ζ

η η∫

и в итоге убеждаемся в том, что

( ) ( ) ( )( )
1

2 1
,

1

, 1
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j n n jV x y C x d

+

−

−

= − ζ η ζ∫

– решение уравнения (6).

Функция ( )
,

,j nV x y  в силу свойств решений уравнения (6) и отличается от

( )
,

,j nS x y  только постоянным множителем, то есть

( ) ( ) ( )1 1 1 1
, ,,j n j n n j n jV x y D C x C y
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− −
= . (8)

Найдем вид 
,n j
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,
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что вместе с (8) при 1y =  приводит к равенству
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Подсчитаем интеграл

( )
1

2

0

2 1
j

jQ d= − ζ ζ∫ .

Положив cosζ = ϕ , имеем 
2 1j jQ I

+
= , где
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2

2 1

2 1

0

sin
j

jI d

π

+

+
= ϕ ϕ∫ .

Дважды применим правило интегрирования по частям. Приходим к формуле

приведения ( ) 2 1 2 1
2 1 2j jj I jI

+ −
+ = . Пользуясь ею, находим

( )

4 ! !

2 1 !

j

j

j j
Q

j
=

+

.

Иначе jQ  можно найти, представляя ( )21
j

− ζ  по формуле бинома Ньютона и

затем выполняя почленное интегрирование полученного полинома.

Итак, учитывая, что [3, с. 408, форм. 6.95]

( )
( )

( ) ( )
1

1 1  !
1

2 1  !  !

j
n j

n j n j
C

n j j n j

+

−

+ + + +⎛ ⎞
= =⎜ ⎟− + −⎝ ⎠

,

находим

( )

( ) ( )

( )

2

, 1

2 2 4 !  !

1  !1

j
j

j n j
n j

Q j n j
D

n jC
+

−

⋅ −

= =

+ +

и, согласно (8),

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

2
2 1 1 1 1 1

,

!  !
,1 2

1  !

j
j n n j n j

j n j
V x C x C y

n j

+ + +

− −

−

=

+ +

.

Для коэффициентов ( )
,

,j nA x y  в формуле (4) имеем

( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

2
2 2 1 1 1 12 2

,

4 !  ! 2 1
, 1 1

1  !

j jj

j n n j n j

j n j j
A x y x y C x C y

n j

+ +

− −

− +

= − −

+ +

.

Лемма доказана.

Приведенное доказательство выполнено после ознакомления с работой [4].

Лемму 3 можно доказать иначе, воспользовавшись формулой [3, с. 407, форм.

6.923]

( )
( )

( )[ ]

( ) ( )[ ]

( )
( ) ( ) ( ) ( )

2

122

2

0

Г 2 1
cos cos sin sin cos

Г

2 ! Г
2 2 1 sin sin cos cos cos ,

Г 2

n

kn
k k k k

n k n k k

k

C

n k k
k C C C

n k

λ

λ−
λ+ λ+

− −

=

λ−
ψ θ+ ψ θ ϕ = ×

λ

− λ+
× λ+ − ψ θ ψ θ ϕ

λ+ +
∑

где , ,ϕ ψ θ  – действительные, 
1

2
λ ≠ , доказанной в [5].

5. Теорема Коэффициенты ( )
,m l

Q τ  в разложении (2) функции ( )cosmU γ  не-

отрицательны.

Доказательство. Положим в (3) 1x y e
−τ

= = − , cosζ = θ . Учитывая, что

( )cos 1 cose e
−τ −τ

γ = − + θ , получим

( ) ( ) ( )

2

1 1
,

0

cos 1 cos

n
j

n j n n j j

j

U D e C e P
− τ + −τ

−

=

⎡ ⎤γ = − θ⎢ ⎥⎣ ⎦∑ , (9)
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где коэффициенты при ( )cosjP θ , очевидно, неотрицательны. Для завершения до-

казательства воспользуемся формулой [3, с. 394,  форм. 6.8.12 (4)]

( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

2

0

2  ! 2 2  !
cos cos 2

4 !  !

j

j j
l

l j l
P j l

l l j
=

−
θ = − θ

−
∑ ,

подстановка которой в (9) позволяет увидеть, что ( )cosmU γ  представляется мно-

гочленом от cosθ  с неотрицательными коэффициентами. Вместе с (2) это пока-

зывает, что ( )
,

0
m l

Q τ >  при 0 < τ < +∞ . Теорема доказана.

Следствие 1. Имеет место неравенство ( )( )
,

, 0
s n

Y s n s′ τ − < , 0 < τ < +∞ ,

{ }\ 1n N∈ , 1,2,...,s n= .

Действительно, из статьи [2] известно, что ( ) ( )( )
, ,

,
n n s s n

Q Y s n s
−

′τ = − τ − . Так

как ( )
,

0
n n s

Q
−

τ > , то ( )( )
,

, 0
s n

Y s n s′ τ − < . Следствие доказано.

Следствие 2. Экспоненциальный многочлен Бранжа ( )
,s n

Y τ  на ( )0,+∞  поло-

жительно определен.

Действительно, в силу следствия 1 и ( )( )
,

, 0
s n

Y s n s+∞ − =  имеем

( )( )
,

, / 0
s n

Y s n sτ − > . Следствие доказано.

Опираясь на доказанную теорему и ее следствия, можно доказать – первым это

сделал Бранж – что известный функционал Милина на классе S не принимает от-

рицательных значений. Поэтому в силу леммы Лебедева – Милина модуль n-го

коэффициента функций класса S удовлетворяют неравенству 
n
c n≤ , справедли-

вость которого предполагалась Бибербахом (гипотеза Бибербаха, 1916 г.).
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