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1 Общая характеристика работы

1.1 Актуальность темы

Точные решения основных уравнений квантовой механики, таких как

уравнение Шредингера, Клейна-Гордона, Дирака играют важную роль в те-

оретической физике. Они необходимы не только для контроля результатов

численных расчетов. Имеется немало примеров того, что на их основе удает-

ся достичь более глубокого понимания физической сущности рассматривае-

мой модели. Кроме того, в последнее время практикуется аппроксимировать

потенциалы уравнения Шредингера, не обладающие точными решениями,

точно решаемыми потенциалами, что расширяет область применимости точ-

но интегрируемых моделей (например, до применения в квантовой теории

информации, [1]). Особо необходимо отметить возможность применения

точно решаемых потенциалов одномерных уравнений Шредингера и Ди-

рака для получения решений нелинейных уравнений (см., например, [2]).

В связи с этим развитие методов получения точных решений указанных

уравнений является актуальным.

Значительный прогресс в этом направлении достигнут в нерелятивист-

ской квантовой механике. Открытие метода обратной задачи рассеяния [3]

позволило значительно увеличить число точно решаемых потенциалов урав-

нения Шредингера и сделало возможным развитие качественной теории

управления спектрами [4].

Несмотря на то, что метод обратной задачи развит также и для уравнения

Дирака [5], в релятивистском случае подобного прогресса пока не наблю-

дается, в то время как потребность в этом существует в физике высоких

энергий. Основной целью настоящей работы является обобщение методов

получения точно решаемых нерелятивистских моделей на случай уравнения

Дирака.

Эффективным способом конструирования уравнений, имеющих точное

решение, является метод операторов преобразования [5] и, в частности, ме-

тод операторов преобразования Дарбу. Впервые подобные преобразования

изучались Дарбу [6] и впоследствии многократно переоткрывались. Напри-

мер, как показано в [7, 8], метод факторизации Шредингера [9] и суперсим-

метричная квантовая механика, предложенная Виттеном [10], являются, по

существу, иными формулировками метода Дарбу.

Конструирование новых точно решаемых потенциалов для стационарно-

го и нестационарного уравнений Шредингера с помощью преобразования
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Дарбу рассматривалось многими авторами (см., например, [11] и приве-

денные там ссылки). Преобразование Дарбу одномерного уравнения Дира-

ка изучено значительно менее подробно. По–видимому, впервые оператор

преобразования Дарбу для уравнения Дирака с векторным и скалярным по-

тенциалами был построен в [12]. Кроме того, в работах Матвеева и Салля

[2] изучалось преобразование Дарбу для ряда систем дифференциальных

уравнений первого порядка. Доказанные в [2] общие теоремы были исполь-

зованы в [13] для исследования прозрачных потенциалов одномерного без-

массового уравнения Дирака и в [14] для изучения преобразования Дарбу

одномерного нестационарного уравнения Дирака с электромагнитным по-

тенциалом. Отметим также работу [15], в которой для отыскания частного

решения уравнений обратной задачи используются дифференциальные опе-

раторы преобразования, аналогичные операторам преобразования Дарбу.

Данная диссертация посвящена применению общих идей метода опе-

раторов преобразования для развития техники операторов преобразования

Дарбу одномерного стационарного уравнения Дирака с самосопряженным

потенциалом общего вида и подробному исследованию свойств этого пре-

образования

1.2 Цель работы

1. Обобщение метода операторов преобразования Дарбу на системы диф-

ференциальных уравнений, такие как одномерная система Дирака и

матричное уравнение Шредингера и исследование основных свойств

полученных преобразований;

2. Изучение особенностей преобразования Дарбу для скалярного и псев-

доскалярного потенциалов и связей между преобразованиями Дарбу

уравнений Дирака и Шредингера;

3. Исследование свойств цепочек преобразований Дарбу первого порядка

и их замыканий в одно преобразование более высокого порядка;

4. Обобщение формул, полученных для системы Дирака, на цепочки пре-

образований Дарбу матричного уравнения Шредингера.

1.3 Научная новизна

Впервые метод матричных операторов преобразования применен для по-

лучения операторов преобразований Дарбу для уравнения Дирака с самосо-
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пряженным потенциалом общего вида и исследованы их основные свойства.

Показано, что развитая техника не является более сложной, чем аналогич-

ные методы для уравнения Шредингера, что открывает широкие возмож-

ности ее применения в задачах рассеяния релятивистских частиц, в теории

солитонов и в других областях, где требуются точные решения одномерного

стационарного уравнения Дирака.

1.4 Основные результаты работы

1. Произведено обобщение метода операторов преобразования Дарбу на

одномерное стационарное уравнение Дирака. Показано, что преобразо-

вание Дарбу первого порядка порождается функцией преобразования � ,

которая является матричной собственной функцией исходного гамиль-

тониана.

2. Подробно исследованы частные случаи псевдоскалярного и скалярного

потенциалов. Найдены условия, при которых преобразованный потен-

циал остается потенциалом того же типа, что и исходный. Показано, что

в данном случае преобразование Дарбу индуцирует соответствующие

преобразования систем уравнений Шредингера, к которым сводится

система Дирака.

3. Приведены многочисленные примеры новых точно решаемых потен-

циалов уравнения Дирака, сгенерированные из потенциалов свободной

частицы и дираковского осциллятора, а также из скалярного кулонов-

ского потенциала. Ряд полученных потенциалов не имеет аналогов в

мировой литературе. Предложено релятивистское обобщение метода

конструирования точно решаемых периодических потенциалов.

4. Подробно изучены цепочки преобразований первого порядка и их замы-

кания в один оператор более высокого порядка. Получено релятивист-

ское обобщение детерминантных формул Крума–Крейна, значительно

облегчающее проведение конкретных расчетов.

5. Дано обобщение детерминантных формул Крума–Крейна на цепочки

преобразований Дарбу для матричного уравнения Шредингера

1.5 Научная и практическая ценность

Результаты диссертации представляют интерес для специалистов в об-

ласти релятивистской квантовой механики, математической физики, точ-
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ных решений дифференциальных уравнений. В частности, установленные

детерминантные формулы, реализующие цепочки преобразований, делают

данный метод применимым для практического построения потенциалов по

известным экспериментальным данным рассеяния, что является важным в

атомной и ядерной физике. Аналогичные результаты для матричного уравне-

ния Шредингера открывают новые возможности в решении многоканальной

обратной задачи рассеяния.

Метод построения точно решаемых периодических потенциалов, в силу

своей простоты, может иллюстрировать основные особенности релятивист-

ской зонной структуры на элементарном уровне и поэтому может найти

применение в учебном процессе.

Научной ценностью обладают результаты, устанавливающие связь между

преобразованиями Дарбу для уравнений Дирака и Шредингера, позволяю-

щие лучше понять сущность известных методов. Полученные новые точно

решаемые потенциалы могут найти применение, например, в солитонной

теории, а новые точно решаемые периодические потенциалы могут быть

использованы в различных моделях с периодическими структурами, напри-

мер в задачах физики твердого тела.

1.6 Основные положения диссертации, выносимые на защиту

1. Построение матричного оператора преобразования Дарбу для одномер-

ного стационарного уравнения Дирака с самосопряженным потенциа-

лом общего вида и изучение его основных свойств; получение, на осно-

ве разработанного подхода, новых потенциалов, допускающих точные

аналитические решения.

2. Исследование преобразования Дарбу уравнения Дирака с псевдоска-

лярным и скалярным потенциалами, нахождение условий, при которых

преобразованный потенциал остается потенциалом того же типа, что и

исходный; подробный анализ конкретных примеров новых точно реша-

емых потенциалов; исследование связи между преобразованиями Дарбу

для системы Дирака и уравнения Шредингера.

3. Изучение цепочек преобразований первого порядка и их замыканий

в один оператор более высокого порядка; получение релятивистских

обобщений детерминантных формул Крума–Крейна, реализующих це-

почки преобразований.

4. Обобщение формул Крума–Крейна на матричное уравнение Шредин-
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гера.

1.7 Апробация работы

Материалы диссертации докладывались на X Ломоносовской конферен-

ции по физике элементарных частиц (Москва, 2001), XI международной

конференции "Общая теория относительности и гравитация" (Томск, 2002),

международной конференции ”Progress in Supersymmetric Quantum Mechan¨

ics” (Valladolid, Spain, 2003), международном семинаре ”Supersymmetries

and Quantum Symmetries” (Дубна, 2003). Основные результаты диссертации

опубликованы в 9 статьях.

1.8 Структура и объем диссертации

Диссертация объемом 123 страницы печатного текста состоит из введе-

ния, трех глав и списка цитируемой литературы в 101 наименование.

2 Содержание работы

Во введении обоснована актуальность работы и сформулированы ее це-

ли.

Глава 1 посвящена преобразованию Дарбу первого порядка для одномер-

ного стационарного уравнения Дирака. В разделе 1 Главы 1 общий метод

операторов преобразования применен для построения матричного оператора

преобразования для данного случая.

Одномерное стационарное уравнение Дирака имеет вид

���������	��
 ������
������������
(1)

Здесь

�� �����

,
�! #"$�%" &

— стандартные матрицы Паули,
�'�)( *,+-*/.

,
���

— ве-

щественный самосопряженный матричный потенциал. Функция
�

является

двухкомпонентным спинором,
� � 01�  
2� �43#5

(значок 6 означает транспони-

рование).

Оператором преобразования Дарбу уравнения Дирака, по аналогии с

определением данным в [5] (комментарии см. [8]), назовем дифференци-

альный оператор, удовлетворяющий соотношению сплетения

7 �����8�9 7 �
(2)
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для двух дираковских гамильтонианов
� �

и
�  � 
�� � ���  

. Если известны

решения
� 0 . 3

уравнения (1) и оператор
7

, то функция � � 7 �
является

решениям уравнения Дирака с гамильтонианом
�  

.

Исходя из соотношения сплетения (2), показывается, что простейший

дифференциальный оператор преобразования имеет

7 ��� 0 �����
�
�

���
 3 


(3)�  ��� 0 � � � 

�
�

� �
 �

�
�

� �
 
 3 � �

 � 
�� � � �
 �

(4)

Здесь
�

и � — невырожденные матрицы второго порядка. Матрица
�

под-

чинена условию � 
	� 
�� ��
 

(5)

в то время как � удовлетворяет уравнению



�
� ��� �

�
�

�
� 
 � �
diag

0��  
�� � 3 

(6)

где
�  

и
� �

вещественные постоянные интегрирования. Столбцы �
 

и �
�

матрицы � являются решениями уравнения (1) с собственными значениями�  
и

� �
. Поэтому если известны решения уравнения (1), то известны и

решения уравнения (6).

В частности, матрицу
�

можно положить равной единичной матрице,

тогда выражения (3) и (4) принимают наиболее простой вид

7 � �����
�
�

� �
 


(7)�  �8�,� ��� 
 

�
�

���
 ��

(8)

и являются релятивистскими аналогами формул для оператора преобразо-

вания Дарбу и преобразованного потенциала уравнения Шредингера [8].

Оператор преобразования
7

и преобразованный потенциал
�  

полностью

определяются матричнозначной функцией � , поэтому она называется функ-

цией преобразования.

В разделе 2 Главы 1 доказывается, что преобразованный потенциал
�  

,

определяемый выражением (4), будет самосопряженным, если функция пре-

образования � выбрана вещественной, а матрица
�

имеет вид

� ����������01. 3�� � �!�#"%$&�!01. 3�� 
 

(9)

где
�!01. 3

— некоторая вещественная функция. Поскольку матрица
�

вида

(9) определяет гладкое ортогональное преобразование гамильтониана
�  

с� � �
и его свойства хорошо изучены [5], можно ограничится случаем� � �

.
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В разделе 3 Главы 1 показывается, что при
� �� �  
�� �

взаимно–однознач-

ное соответствие между пространствами решений исходного и преобразо-

ванного уравнений Дирака реализуется оператором преобразования Дарбу7
и ему формально сопряженным оператором

7��
. Если

� � �  #"$�
, то ре-

шениями преобразованного уравнения являются столбцы �  и � � матрицы� � 0
�
��3 �  . Вторые линейно–независимые решения � �  " � преобразованного

уравнения для этих энергий можно восстановить по известным решени-

ям �  " � , исходя из условия, что определитель Вронского системы Дирака,� 0 ��
 � 3 � � � 
 � , для этих решений равен единице. Таким образом, вза-

имно–однозначное соответствие между пространствами решений существу-

ет для всех значений
�

.

В разделе 4 Главы 1 доказано, что операторы
7

и
7��

факторизуют сле-

дующие полиномы от дираковских гамильтонианов
���

и
�� 

7 � 7 � 0#� � � �  � � 3 0�� � �!� � � ��3 

(10)7 7 � � 0#�  � �  � � 3 0��  �!� � � ��3 �
(11)

Раздел 5 Главы 1 посвящен изучению оператора
7

, как оператора в

гильбертовом пространстве. Показано, что если
� � �  

или
� � � �

и� �
spec

0�� � 3
, то

� �
spec

0��� 3
. Таким образом, весь спектр гамильтониана

�  
можно найти, проанализировав величины

�! 
и
���

и функцию преобразования
� . Далее найдены квазиспектральные разложения замкнутых расширений

операторов
7

и
7 �

и их области определения.

Скрытая квадратичная суперсимметрия уравнения Дирака, связанная с

преобразованием Дарбу, обсуждается в разделе 6 Главы 1. Соответствую-

щая супералгебра образована следующими матрицами 4–го порядка	 � 
 ��� 


 �� �� 
 
8� 
 
 7��


 
�� 
 
 � � 
 
 

7 
�� �

(12)

Используя свойства операторов
7

и
7��

, можно доказать соотношения ком-

мутации и антикоммутации этих операторов

��
 
 	 � � ��
 � 
 	 � ��
,
 
 � � 0�
 � 3 � ��
 

(13)� 
 
�
 ��� � 
�
 � ��
 � 
 � 0 	 �!�  � ��3 0 	 � � � � ��3 �
(14)

Соотношения (13) – (14) совпадают с коммутационными и антикомму-

тационными соотношениями квадратично–деформированной супералгебры

sqm
0�� 3

, появляющейся в обычной суперсимметричной квантовой механике

и связаной с цепочками из двух преобразований Дарбу.
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Глава 2 посвящена исследованию преобразования Дарбу для потенциа-

лов частного вида: псевдоскалярного

������� � & ��� � 01. 3 �� 

(15)

и скалярного �� � 01. 3 � 0�� ��� � 0 . 3�3 �  �
(16)

В этих выражениях
�

— масса частицы,
� � 0 . 3

и
� � 01. 3

— вещественные

функции [16, 17]. Найдены условия, при которых применение преобразо-

вания Дарбу к уравнению Дирака с потенциалом вида (15) или (16) дает

потенциал, который является потенциалом того же типа, что и исходный.

В разделе 1 Главы 2 исходный потенциал предполагается псевдоскаляр-

ным. Показано, что преобразованный потенциал также будет псевдоскаляр-

ным, если одна из компонент функции преобразования � равна нулю. Это

возможно, если
�  � �	�

. При
�  � �

функция преобразования дается

выражением

�
� 
 �

 # 
�
 �



�
� � � 


(17)

и формулы для преобразованного потенциала и решения преобразованного

уравнения принимают вид

�  � � � � � & �
�  �  
 �  � ��� �#�
�
�#� � 0�
 $

�
� �43 � 


(18)

� � 7 � � 
 0 ��� ��� 3 � �
� �� � 0�
%$

�
�#� 3 � � � � �

(19)

Роль массы в преобразованном уравнении играет величина
� � �

. Аналогич-

ные соотношения имеют место для
�� � ���

.

Уравнение Дирака с псевдоскалярным потенциалом можно свести к си-

стеме двух уравнений Шредингера, связанных между собой суперсиммет-

ричными преобразованиями [17]. Поэтому преобразование Дарбу уравнения

Дирака, порождаемое функцией (17), индуцирует преобразование этой си-

стемы уравнений, которое совпадает с цепочкой из двух преобразований

Дарбу уравнения Шредингера с функциями преобразования �
 # 

и �
�#�

.

Преобразование Дарбу уравнения Дирака со скалярным потенциалом

рассматривается в разделе 2 Главы 2. Преобразованный потенциал будет

скалярным, если функцию преобразования
�

� сконструировать из спиноров�
�
 � 0 �

�
  �
 �

�
�� 3 5

и
�

�
� � � � & �

�
 
, соответствующих собственным значениям
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�  � ��� ���
,
� � � � ��� ���

. Формулы для преобразованного потенциала и реше-

ния преобразованного уравнения имеют вид
��  � 0�� ���  %3 �  
 �  � � � � 0�
 $ �

�
�� 3 � � 0�
 $ �

�
 # 3 � �

(20)

�� � 7 �� �
�� �  ��0�
%$ �

�
 # 3 � ��  �� �� ��0�
%$ �

�
�% 3 � �� � �

(21)

Уравнение Дирака со скалярным потенциалом (16) также можно привести

к суперсимметричной паре уравнений Шредингера [16]. Преобразование

(20) – (21) индуцирует преобразования Дарбу соответствующих уравнений

Шредингера, порождаемые функциями
�

�
 # 

и
�

�
�% 

.

Примеры новых точно решаемых потенциалов уравнения Дирака, полу-

ченных с помощью преобразования Дарбу, приведены в разделе 3 Главы

2. В качестве исходных рассматривались потенциалы свободной частицы,

дираковского осциллятора, а также скалярный кулоновский потенциал. По-

лучены потенциалы как специального (скалярного и псевдоскалярного), так

и общего вида. Некоторые примеры воспроизводят результаты работ [16, 17],

однако ряд приведенных потенциалов не встречается в мировой литературе.

Раздел 4 Главы 2 посвящен обобщению на уравнение Дирака метода

построения точно решаемых периодических потенциалов, предложенного в

[18] для уравнения Шредингера. В рамках этого метода точно решаемый по-

тенциал, полученный с помощью преобразования Дарбу, рассматривается,

как определенный на ограниченном интервале, и периодически продолжа-

ется за пределы этого интервала.

В разделе 4 рассматривается периодические продолжение скалярного и

псевдоскалярного потенциалов

�  � 0�� � �  01. 3 � & 
 �  � � ��� �
� � � ��� ��� . � (22)

� � � �
	-� & ��� � 01. 3 �  
 � � 01. 3 ���
����� . 
 � � � � � ��	 � 

(23)

полученных с помощью преобразования Дарбу из потенциала свободной ча-

стицы. Линейно–независимые решения уравнений Дирака с потенциалами

(22) и (23) находятся по формулам (21) и (19). Это позволяет вычислить

функции Ляпунова для периодически продолженных потенциалов и иссле-

довать их зонный спектр. Отметим, что функции Ляпунова для построенных

потенциалов выражаются через элементарные функции. Ранее единственной

известной моделью, обладающей таким свойством, являлась классическая

модель Кронига–Пенни [19].
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В Главе 3 изучаются цепочки преобразований Дарбу, построенные по

известным � матричным решениям уравнения (6), соответствующим раз-

личным матричным собственным значениям ��� . Оператор
�
–кратного пре-

образования Дарбу,
� � � 
 ��
 ��� � 
 � определяется следующим образом7 � � � 7 � �  #" � ��� � 7� �47 �2 
 (24)7 � �  " � ��� � � � � ��� �  � 
 � � � 7 ��" � �  � � 
 (25)� � �8��� � � 
 
�� � � 
 � � ��� � �

 � � � ��� �  � �
(26)

Этот оператор порождается функциями �	� � 0�
 � 

� � 3 , � � � 
 ��� � 
��
.

В разделе 1 Главы 3 показано, что действие оператора
7 ���

на спинор��� 0 �  
�� �43 5
определяется формулой

7 ��� � � �� 0�
  

�  
 ��� � 
�
 � 
�� � 3 
 �  0�
  

�  
 ��� � 
�
 � 
�� � 
2� 3�)� 0�
  

�  
 ��� � 
�
 � 
�� � 
2� 3 � �
(27)

где введены следующие детерминанты

� 0�
  
��  
 � ��� 
�
 � 

� � 3 �

�����������


� # �'  � � � 
��  ���  

  � �  � � � � 
 � � � � �
� ��� ��� � � � � � � � � ���


 � � �  � # � � � �  � # � � ��
 � � �  ��  � � � �  ��  

 � � �  � � � � � �  � � � � ��
 � � �  �� � � � � �  �� �

�����������



(28)

� � 0�
  
��  
�� � � 
�
 � 
�� � 
2� 3 �

�������������

� 0�
  

�  
�� � � 
�
 � 
�� � 3

�  
� �
��� �
� � � �  � 
� � � �  ��


 � � � � � � � � � � ����
 � � �� � � � � �� � � � � ��

�������������



(29)

где
� � � 
 �

. Аналогичные детерминантные формулы имеют место и для

преобразованного потенциала
� �

.

В разделе 2 Главы 3 получены другие представления формул для опера-

тора
7 ���

и преобразованного потенциала
� �

, которые аналогичны приведен-

ным в работах [2, 15]. Полиномиальная супералгебра, связанная с цепочками

преобразований Дарбу, находится в разделе 3 Главы 3.

Раздел 4 Главы 3 посвящен рассмотрению преобразования Дарбу для

матричного уравнения Шредингера. Для него матричный оператор преобра-

зования и формула для преобразованного потенциала имеют вид7 � � � ��
�

(30)�  �8��� � � ��
9
 
 � 0 ��� 3 � �

 �
(31)
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Функция
�

является матричной собственной функцией гамильтониана �
�
,

соответствующей матричному собственному значению � �
diag

0��  
 ��� � 
�� � 3
.

Рассмотрены цепочки преобразований Дарбу матричного уравнения Шре-

дингера. Для оператора � –кратного преобразования и преобразованного

потенциала найдены детерминантные формулы, аналогичные (28) и (29),

которые реализуют обобщение формул Крума–Крейна (см., например, [11])

на матричное уравнение Шредингера.

В заключении подведены итоги и сформулированы основные выводы

диссертации.
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